ROZPRAWY INZYNIERSKIE ¢ ENGINEERING TRANSACTIONS e 37, 1, 41-51, 1989
Polska Akademia Nauk e Instytut Podstawowych Problemoéw Techniki

STABILNOSC ROZWIAZAN W METODZIE ELEMENTOW
CZASOPRZESTRZENNYCH

ADAM PODHORECKI (BYDGOSZCZ)

W pracy sformutowano ogoélne warunki stabilnosci rozwiazan w metodzie elementow
czasoprzestrzennych, przy zalozeniu dowolnych ksztaltow elementow czasoprzestrzennych. Zatoze-
nie to umozliwia badanie stabilnosci roéznych struktur czasoprzestrzennych dowolnie zdys-
kretyzowanych. Zamieszczone w pracy oszacowania znacznie upraszczaja ustalenie warunkow
stabilnosci.

1. WsTEP

Zagadnienia stabilnosci numerycznych metod catkowania rownan ruchu
byly omawiane w wielu pracach (np. [1, 2, 3]). Jedynym uwzglednianym tam
parametrem byl krok catkowania. Metoda elementow czasoprzestrzennych
MECZ sformulowana przez KACZKOWSKIEGO [4, 5, 6] pozwala na duzo
bardziej swobodne operowanie nie tylko krokiem czasowym, lecz wszystkimi
wymiarami elementu czasoprzestrzennego. Problem stabilnosci MECZ byt
podejmowany w kilku pracach [2, 3, 7, 8, 9, 10]. Ograniczono si¢ tam jednak
do stacjonarnej siatki podziatu czasoprzestrzeni i stosowano wylacznie elemen-
ty czasoprzestrzenne o ksztattach prostokatnych. Takie sformutowanie MECZ
podobne jest do innych znanych metod calkowania rozniczkowych réwnan
ruchu. Ostatnie doswiadczenia wykazuja, ze najwigksze walory MECZ wy-
stepuja przy stosowaniu nieprostokatnych elementéw czasoprzestrzennych [11,
12, 13, 14]. Takie elementy czasoprzestrzenne o dowolnych ksztaltach umoz-
liwiaja przyjecie niestacjonarnej dyskretyzacji, a tym samym na rozwiazanie
szerokiej klasy zagadnien, np. ruchomy brzeg, zmieniajacy si¢ obszar kontaktu.
Wprowadzenie elementow czasoprzestrzennych o ksztattach symplektycznych
(trojkatnych, czworoséciennych i nadczworosciennych) prowadzi bezposrednio
do trojkatnych macierzy sztywnosci — uzyskujemy wigc w naturalny sposob
ekonomiczny proces obliczeniowy.

W niniejszej pracy zostana ustalone ogdlne warunki stabilnosci MECZ,
ktore moga byc stosowane do elementow czasoprzestrzennych o dowolnych
ksztattach.
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2. PODSTAWOWE POJECIA ZWIAZANE Z OBLICZENIAMI NUMERYCZNYMI

Wiele probleméw techniki, mechaniki, fizyki matematycznej itp. prowadzi
do zagadnien rozniczkowych, ktore w wigkszosci przypadkow rozwiazujemy
metodami numerycznymi. Przy numerycznym rozwiazywaniu zagadnien roz-
niczkowych pojawia si¢ kilka waznych problemow [15]. Podstawowa sprawa
jest kwestia poprawnego postawienia zadania, co oznacza jednoznacznos$¢
rozwiazania i jego ciagla zaleznos¢ od prawych stron i warunkow granicznych.
Ta ostatnia wlasno$¢ nazywa si¢ stabilnoscia zagadnienia rdzniczkowego.
Rozwiazujac numerycznie zagadnienie rozniczkowe aproksymujemy je innym
tzw. zagadnieniem przyblizonym. Zagadnienie przyblizone nie musi mie¢ tych
samych wlasnosci, co zadanie wyjsciowe. Nalezy zatem bada¢ poprawnos¢ tego
postawienia. Wiaza si¢ z tym dwie grupy problemow. Pierwsza, to problemy
teoretyczne zwiazane z pojeciem zbieznosci, aproksymaciji i stabilnosci. £acza
si¢ one rOwniez z pojeciem metody numerycznej i okreslaja ogdlne podstawy
stosowania tych metod. Druga grupe stanowia problemy zwigzane z wlasciwa
organizacja calkowania numerycznego a wigc pojeciem algorytmu numerycz-
nego. Zbiezno$¢ oznacza zmierzanie zadania przyblizonego do zagadnienia
wyjsciowego, gdy krok catkowania lub wymiary elementow skonczonych daza
do zera. Blad aproksymacji jest blgdem jaki wnosi metoda numeryczna
w jednym kroku obliczen, bez uwzglednienia wplywu bledow popetnionych we
wczesniejszych krokach. Zadanie przybliZzone jest stabilne, gdy malym zaburze-
niom prawych jego stron odpowiada rozwigzanie tez mato zaburzone. Metoda
numeryczna jest stabilna, gdy gwarantuje uzyskanie rozwigzania z blgdem na
poziomie ,nieuniknionego” bledu wynikajacego z przyblizonej reprezentacji
danych i wyniku [15]. Warto tez podkresli¢, ze stabilnos$¢ algorytmu numery-
cznego jest jedynie warunkiem koniecznym poprawnosci metody numeryczne;.

3. ROWNANIA ROZNICOWE MECZ

Obszar czasoprzestrzeni C(Q), Q:{B, te <0, o)} dzielimy na skonczona
liczbe elementéw czasoprzestrzennych, czyli skonczona liczbe rozlacznych
podobszarow Q,, e=1,2,..., E (rys. 1).

Ksztalt elementow czasoprzestrzennych i liczba weztéw moga by¢ rozne
w zalezno$ci od typu zadania itp. Niezaleznie od sposobu dyskretyzaciji,
zagadnienie brzegowo-poczatkowe sprowadza si¢ do schematu trojwarstwowe-
go (por. rys. 1)

A°r® + BOr! = fO,
Clr0+(gl+ﬁ1)r1+§l 2 o Fl

Ciri—1+(xi+ﬁi)ri+§iii+l — ’F’!i’

(3.1)
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Rys. 1

przy danych warunkach brzegowych i poczatkowych

r' =¢, na powierzchni granicznej I,,j=0,1,2,...,
32 0 =0
oy :0 4 g‘)} w chwili poczatkowej =0,

gdzie A, B, C i D sa kwadratowymi macierzami sztywnosci po agregacji.
Macierze te moga by¢ funkcjami czasu ¢ i parametrow wezlowych siatki
czasoprzestrzennej r. Wektor F zawiera impuisy wezlowe.

Ogolny wzor rekurencyjny po uwzglednieniu warunkow brzegowych (3.2),
ma nastgpujaca forme:

(33) ' =[B] ![F-Cir!'—(A'+D)r], i=0,1,2,....

4. WARUNKI STABILNOSCI

4.1. Sposob 1

Sprowadzamy réwnanie (3.3) do innej rOwnowaznej postaci
ritl = ofir 4 B+ F,
it = gir 4+ 9,

gdzie i ma wymiar predkosci przemieszczeni i moze by¢ przykladowo opisane
przemieszczeniami w nastgpujacy sposob

4.2) B o=@~y gpi-lypgi-lgi+t

@.1)
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W MECZ, podobnie jak i innych metodach bezposredniego catkowania
rownan ruchu, decydujemy si¢ na okreslona liczbe stopni swobody w weztach
elementu czasoprzestrzennego oraz ich aproksymacije, stad przyblizenie (4.2)
w konkretnym zadaniu jest znane. Migdzy macierzami w formutach (3.3) i (4.1)
zachodza nast¢pujace relacje:

(I—Zigi)—l(_&li_'_@iii) o —(Bi)‘l(A"+Di)’
I-2'¢)' @& = —(B8)'C,

(4.3) ¢ =101-9'2)"'[&+(X+%A)d],
@i i (I—ﬁiﬁi)_l(li+§£iii)ﬁi,
Zi st (Bi)- lFi

(I jest diagonalna macierza jednostkowa).
Formule rekurencyjna (4.1) napiszemy w dogodnej postaci

(4.4) X+t = TIX 4+ RY,
gdzie
4.5) X =T HE
jest wektorem stanu rozwigzania w chwili i,

: A B
4.6 T=| . .
@) b

macierza przeniesienia (przejscia), a
(4.7) , R' =[Z', 0]"

wektorem wzbudzenia.

Jezeli przyja¢, ze macierz T' nie zalezy od wskaznika i, to wzor rekurencyjny
(4.4) mozna przedstawi¢c w réwnowaznej formie ([16], s. 359)

(4.8) X"=(TrX°+ ) ()" /RI71,

j=1
Schemat obliczeniowy (4.8) bedzie stabilny, jezeli przy danych warunkach
poczatkowych (3.2),, X" pozostanie ograniczone dla n— co. Rozwiazanie X"
bedzie skonczone, jezeli wszystkie wartosci wlasne macierzy T spelniaja
nastepujaca nieréwnos¢ [1, 17]

4.9) 1Al < 1.

Istotng czestos¢ wlasng A,,,, mozna przyblizy¢, wykorzystujac rozne oszacowa-
nia promienia spektralnego macierzy ¢(T), np.
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max m

e(M< i Z ltd,  e(T) < X/tr(T)*™,

maxl < @(T).

Badanie warunkow stabilnosci moze by¢ przeprowadzone na mniejszej macie-
rzy przeniesienia T, np. zbudowanej dla kilku lub jednego elementu skonczo-
nego lub czasoprzestrzennego [8]. Takie uproszczenie moze umozliwi¢ uzys-
kanie poprawnego wyniku lub oszacowania od gory.

(4.10)

4.2. Sposob I1
Zbadajmy, jak niewielki, nieunikniony blad z chwili poczatkowej &°
wplywa na proces rekurencyjny (3.3)

4.11) =8 P=0,+Es0, i=012,....
Stan r' wynika z rozwiagzania réwnania (3.1),

(4.12) r’ = 72§°,

gdzie

(4.13) Z° = —(B%'A°

jest macierza przejscia z warstwy 0 do 1.

Wprowadzony blad 8° bedzie mial tendencje malejaca, gdy na macierz Z°
natozymy ograniczenia (4.9). Mozna teraz od gory oszacowal rozwiaza-
nie (4.12)

(4.14) It bddfls o ikewnls aacio: N

(N oznacza liczbg stopni swobody zdyskretyzowanej struktury przestrzenne;).
Stan r? okre$limy z wzoru rekurencyjnego (3.3)

4.15) ST T
gdzie
(4.16) Z! = —(BY) ![C'+(A'+DYHZO].

Rozwiazanie r? bedzie ograniczone, gdy macierz Z' spelnia warunki (4.9).
Postepujac analogicznie dalej, ustalamy ogdlng posta¢ macierzy przeniesienia

4.17) Z =—-@) [CZ*+A'+DHZ' 1], i=1,2,....
Wprowadzajac oszacowane rozwiazanie
ldl 100l PR, s Susas clWsrid BRL RSN

do formuty rekurencyjnej (3.3), uzyskamy przyblizony opis macierzy przeniesie-
nia

(4.18) Zix —B) A+C+DY), i=1,2,....
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Wartoéci wlasne macierzy Z' musza speilnia¢ warunki stabilnosci

(4.19) £ A e 5 AR

5. PRZYKLADY

1. Rozpatrzmy testowe rownanie ruchu [2]

(5.1) j+o?q=0, 4qt=0=4¢, G¢t=0=
Przy stacjonarnej siatce podziatu (rys. 1a) réwnania MECZ maja posta¢ [2]:

Qw?h? —6)r° +(w?h? +6)r' = 6hi°,

(5.2) (@*h+6)r' "' +(@d*h* —12)r' +(0*h* +6)r' ! = 0,
PRl r=e, - d=ill, ...,

gdzie h oznacza krok catkowania.
Stosujac oznaczenia (3.1) lub (3.3) mamy

AP = D' = 2(wh)*—6,

(53) &t .
B =C' = (wh)>*+6, i=1,2,...

Sposéb 1. Wspdlczynniki opisujace 7 (4.2) przyjmujemy w nastgpujacej
postaci

L 1 pia) d -
. ity === b en@dowbsibnds od
(54) & A H' A g i
Opis (5.4) odpowiada jednostronnej roéznicy skonczonej.
Nastepnie z relacji (4.3) ustalamy elementy macierzy przeniesienia

o =2s—1,
B = h,
(5.5) y
3 gl o 6=2(@h)
h " 6+(wh)?’
2 =1

Macierz przejécia przyjmuje zatem postac (4.6)

2s—1 h
(5.6) T= |,
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Wartosci wlasne macierzy T (5.6) okresla wzor

(5.7) Ay =s+iJs)P—1

(i — jednostka urojona).
Z warunku (4.9) uzyskujemy ograniczenie na krok calkowania

(5.8) hs%?

Uzyskany rezultat (5.8) jest calkowicie zgodny z wynikiem zawartym w pracy
[2]. Warto tez podkresli¢, ze inny sposdb przyblizania aproksymacji 7, np.

; 1
£ =
(5.9) g'=0,
N
l == ﬂ

prowadzi takze do wyniku (5.8).
Sposéb 2. Macierz przejicia Z° (4.13) sklada si¢ z jednego elementu

(5.10) 20wy
Ograniczenie (4.19) oznacza tutaj
(5.11) sl <1,

co dalej prowadzi do rezultatu (5.8).

Podobnie postgpujac z nastgpujacymi macierzami Z' (4.18) uzyskujemy
identyczny wynik (5.8). Jezeli skorzystamy z przyblizonego wzoru na macierz
przejscia (4.18)

. 6—5(wh)?
5.12 e
&12) (wh)*+6
to uzyskamy ostrzejszy warunek na krok calkowania
(5.13) h@é.

Porownujac rezultaty (5.8) i (5.13) stwierdzamy, ze przyblizenie (4.18) stanowi
oszacowanie od gory.

II. Zbadajmy stabilnos¢ rownan MECZ opisujacych drgania podiuzne
preta o sztywnosci EA i masie gA. Dyskretyzacja obszaru czasoprzestrzennego
widoczna jest na rys. 2a. Pojawia si¢ tutaj element trojkatny (rys. 3). Macierz
ksztaltu zawiera funkcje liniowe

X Li, 2 it
(514) Ne = I:I_Zl_ﬁ, %, E]
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a
o 2
r—03 s 7 73 b
5} 1 1
O 7 3 7
V £
N s e > LV . 3 ~N
\L———za 717 =17
v 2a
1 3|32 1
7
2a L 2a
Yt-czas
Rys. 2
2a =
/’ —
4 2 X
£
N
B
y t-czas
Rys. 3

Wykonujac na tej macierzy operacje rézniczkowania (por. [5])
0
’ ox
(5.15) B, = 5 N.,,
ot

uzyskujemy
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1.avilk
T
(5.16) ‘B, =
ookl e b
2h 2h
Macierz sprezystosci czasoprzestrzennej ma postac -(por. [5])
EA 0
(5.17) E =l: 0 ‘—QA:I'

Macierz sztywnosci elementu czasoprzestrzennego znajdujemy na podstawie
ogo6lnego wzoru

1—%x2 —1 2
(5.18) Ke=”,BrE,BdQ=E2_’Zh I: ol i ] ,
e %? 0 —x?
gdzie
a E
5.1 S TR ol
(5.19) x Er 15§ £
Macierze A, B, C i D (3.3) nie zaleza od wskaznika i
EAh| 1—x? -1
] D = —
. 2a [ -1 2(1—x2)]’

(5.20) :
EAh| » 0
B=C=—— :
¥ 2a l:O 2x2]
Analizg stabilnosci przeprowadzimy wg sposobu 2. Macierz przejscia Z°
z warstwy 0 do 1 ma postaé (4.13)

—_— 2 —_—
(5.21) PTG X [1 “ 1 }
K = 3 1 3 3

x —5 1—%

Ograniczenie na wartosci wlasne (4.19) prowadzi do warunku stabilnosci

(5.22) ) I 4*/5

lub po wykorzystaniu (5.19)
% 4

(523) (-) .2il® ot o vgigogel
a) " (2—./2E E

Analizujac wartosci wiasne innych macierzy Z' okres$lonych wzorem (4.18),
zawsze dochodzimy do warunku (5.22) lub (5.23).
Rozpatrzmy jeszcze swobodny superelement (rys. 2b) bedacy skladnikiem

4 — Rozprawy Inzynierskie 1/89
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zdyskretyzowanej czasoprzestrzeni (rys. 2a). Macierze A, B, C i D wyrazaja si¢

w postaci
EAh[ 1—2x? -1
ASRE % [ -1 1—x2]’
(5.24) e ——
%
B=C=—— ;
Cr [0 xz_]
Macierz przejécia Z° (4.13) ma struktur¢ symetryczna wzgledem glownej
przekatnej
11— 1
Qe
(5.25) Z xz[ 1 l—xz]'
Warunek (4.22) prowadzi do rezultatu
(5.26) x =1
lub
by ¢
27 s S5
(5.27) <a> E

Ograniczenie na wymiary elementu czasoprzestrzennego (5.27) jest warunkiem
ostrzejszym od (5.23), czego nalezalo oczekiwaé (por. [8]). Oznacza to, ze
warunki stabilnoéci wyprowadzone dla swobodnego superelementu lub jed-
nego elementu zawsze spetniaja warunki stabilnosci dla analizowanej struktury
czasoprzestrzennej.

2,
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PE3IOME

CTABWJIBHOCTH PENIEHUIM B METOJIE
BPEMEHU-TTPOCTPAHCTBEHHBIX DJIEMEHTOB

B pa6ote chopmynuposanbr obume YCIIOBHSL CTaGMIIBHOCTH pEINeHMH B MeToe Bpe-
MCHU-TIDOCTPAHCTBEHHBIX JJICMEHTOB, TIPH MPEANOJIOKEHHH MPOH3BOIBLHBIX dopM Bpemenu-
-IPOCTPAHCTBEHHBIX 3JIEMEHTOB. OTO MPEANOJIOXEHHE H4eT BO3MOXHOCTE UCCIIEI0BATh
CTaOMIBHOCTH pa3HBIX BPEMCHU-NIPOCTPAHCTBEHHBIX CTPYKTYP MPOU3BOJBHO HUCKPETH3MPO-
BaHHbIX. IlomeleHHbIe B paGoTe OLEHKM 3HAYETEIBbHO YHPOINAKOT YCTAHOBJEHHE YCIOBMIt
CTaOMIIBHOCTH.

SUMMARY

STABILITY OF SOLUTIONS IN THE TIME-SPACE ELEMENT METHOD
General conditions of solution stability are formulated for the time-space finite element
method under arbitrarily assumed form of the time-space elements. This assumption enables the
stability analysis of various time-space structures under arbitrary discretization. The estimates
given in the paper facilitate the formulation of the stability conditions.
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