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WIELOKROTNYCH W PRETACH SPREZYSTO-KRUCHYCH
NA ROZCIAGANIE

GRZEGORZ BAK I ZBIGNIEW SZCZES§NTAK (WARSZAWA)

W pracy analizowano powstawanie odlaméw i zderzenia wielokrotne pretow odcinkowo
jednorodnych z uwzglednieniem proceséw falowych. Wykorzystano model dyskretny skladajacy
si¢ z mas skupionych polaczonych sprezynami. Podano ogoélne zasady podzialu modelu wyj-
$ciowego na fragmenty i okreslono zasady zderzenia tych fragmentoéw. Zastosowanie metody
zilustrowano przykladami.

1. WsTgP

Zjawisku poosiowego zderzenia pretow towarzyszy rozprzestrzenianie si¢
fal naprezen. Poprawny opis teoretyczny zderzen wymaga wiec uwzglednienia
efektow falowych.

Bezposrednio po zderzeniu prety pozostaja zwarte. Jezeli sa one wykonane
z réznych materiatow, to analiza falowa dla fazy zderzenia musi dotyczy¢ preta
odcinkowo jednorodnego. W precie tym, o szczegdlnej niejednorodnosci,
nalezy uwzglednia¢ zjawisko zalamania i odbicia fal naprezenia na granicy
zroznicowania materialowego. Okresleniu podlega czas trwania fazy zderzenia,
po ktorej nastgpuje faza rozdzielenia pretow. W przypadku zderzen wielokrot-
nych fazy zderzenia i rozdzielenia wystgpuja naprzemiennie.

W niniejszej pracy rozpatrujemy problem wielokrotnych zderzen pretow
sprezystych o réznych impedancjach. Nie wprowadzamy ograniczen zar6wno
liczby zderzajacych si¢ pretow, jak rowniez licznosci zderzen. Omawiany
problem zderzen poszerzymy o zagadnienie tworzenia si¢ odlamow. Po-
wstawanie odlamow jest wiasciwe dla pretow wykonanych z materialow
sprezysto-kruchych na rozciaganie.

Z teoretycznego punktu widzenia jest konieczna analiza rozprzestrzeniania
si¢ fal w pretach odcinkowo jednorodnych o okresowo wielu brzegach
swobodnych, ktorych usytuowanie podlega skokowym zmianom w czasie.
Zasadnicza trudnoscia jest efektywne ujecie wielofazowego procesu falowego
w warunkach zalaman i odbi¢ wielokrotnych. Z tego tez wzgledu, pomimo
liniowosci zagadnienia, opis tego typu zjawisk jest bardzo zmudny, [1, 2].
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Ogolnie uwaza sie, ze w omawianej sytuacji efektywnymi metodami rozwigzan
sa metody komputerowe, [3, 4, 5]. W pracy [3] oméwiono specyfike metod
analityczno-numeryczych dla zadan zderzen jednokrotnych. Nie rozwazano
tam jednak procesow falowych w warunkach wielokrotnych odlaméw i zde-
rzen pretow odcinkowo jednorodnych.

Dla przeprowadzenia analizy sprezystych zderzen wielokrotnych oraz
tworzenia si¢ odlamoéw w precie zastosujemy metode modelowania dyskret-
nego zaproponowana w pracy [5]. Metoda umozliwia bezbledna aproksymacje
réznicowa procesu rozprzestrzeniania si¢ fal podtuznych w precie wieloodcin-
kowym. Jej istota jest nadanie sensu fizycznego dyskretnemu modelowi
matematycznemu wynikajacemu z réznicowej dyskretyzacji problemu. Na tej
podstawie otrzymuje si¢ dyskretny model fizyczny rozprzestrzeniania si¢ fal
podtuznych. Model ten to uklad odpowiednio dobranych mas sztywnych
polaczonych spezynami, realizujacy samoczynaie zjawiska odbicia i zalamania
fal. Analiza odlamow i zderzen na podstawie wspomnianego modelu wymaga
jednak dodatkowych modyfikacji w operowaniu tym modelem. Przede wszyst-
kim jest konieczne okreslenie odpowiedniego sposobu podziatu modelu wyj-
§ciowego na fragmenty i sposobu ustalania ich kolejnych zderzen.

Dyskretne ujecie omawianych zagadnieri powoduje na ogét niezgodnosci
poczatku zderzenia lub rozdzielenia z przyjetym podzialem osi czasu krokami
At. Stad tez rozwiazania dla zagadnieni zderzen i odlamow beda obarczone
pewnymi blgdami, pomimo stosowania bezbigdnej aproksymacji do opisu
procesu rozprzestrzeniania si¢ fal. W pracy wymienione bledy poddano analizie
i oszacowano. Efektywnoéé proponowanej metodyki wykazano w zamiesz-
czonych rozwiazaniach zadan szczegoélowych.

2. ZALOZENIA 1 ZWIAZKI PODSTAWOWE

Rozpatrujemy sprezysty pret pryzmatyczny, odcinkami jednorodny. Mate-
rialy z ktoérych wykonano poszczegélne odcinki preta, sa kruche na rozcigganie
i nie wykazuja efektow lepkich. Model odksztalceniowy materialu j-tego
odcinka przedstawiono na rys. 1. Bedziemy zaklada¢ o kazdych dwoch
sasiednich odcinkach preta, ze sa poczatkowo zespolone, albo ze tworza ,.suchy
styk”. W przypadku zespolenia styk jest zdolny do przenoszenia naprezen
rozciagajacych, co najwyzej rownych wytrzymalosci materiatu odcinka stab-
szego, R, = min [R,(;), Ry;+1))- Dla przekroju ,suchego styku” nalezy przyj-
mowac R, = 0.

Poza pierwotnie danymi przekrojami suchych stykow, przekroje takie
nalezy rozwaza¢ w zwiazku z analiza powstawania odlamow i zderzen
wielokrotnych. Dynamicznie powstale suche styki, na skutek odtaméw, moga
byé usytuowane dowolnie; nie musza by¢ tozsame z przekrojami zréznicowa-
nia materialowego w precie. Zakladamy jednak, ze tworza one idealnie gladkie
przekroje poprzeczne.
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Pr(j)

(& Rozcigganie

Rys.1.

Rozprzestrzenianie si¢ fal podluznych wewnatrz j-tego odcinka preta

o impendancji a;¢; opisuje rownanie

Pu,  90%u;
(2.1) —{F’—a} 6x2J =0.
Roéwnanie to nalezy rozwiazaé dla kazdego odcinka przyjmujac odpowiednie
warunki brzegowe i poczatkowe oraz rozrozniajac kolejne fazy w rozprzest-
rzenianiu si¢ fali naprezen. Brzegami moga by¢ albo miejsca zespolen z odcin-
kami sasiednimi, albo przekroje poprzeczne swobodne pierwotnie lub dyna-
micznie utworzone na skutek odtamoéw. Dla pierwszych z nich jest wymagane
sformutowanie warunkéw ciaglosci na granicy réznych osrodkow. Dla drugich
jest konieczne okreslenie odpowiednich warunkéw poczatkowych.

Podstawa zastosowanej w pracy metody modelowania dyskretnego [5] dla
opisu rozprzestrzeniania si¢ fal podtuznych jest model dyskretny przed-
stawiony na rys. 2.

Oznaczenia podstawowe sa nastgpujace:

X(j = idx; — wspOlrzedna i-tego przekroju w j-tym odcinku preta wynika-
jaca z podziatu jego osi krokiem Ax; i=1,2,...,[;

" = nAt — chwila czasowa okreslona na podstawie kroku czasowego At
stalego dla rozpatrywanego problemu, n=0,1,2,...;

Am; = g;0;At — masa skupiona modelu dyskretnego na j-tym odcinku
preta;

Amy; = 0,5(4Am;+ Am;,,) — brzegowa masa skupiona funkcjonujaca na
granicy odcinkéw o numerach j oraz j+1, w szczegélnosci dla brzegu
swobodnego preta nalezy przyjmowac Amy; = 0,54m;. '

W pracy [5] wykazano, ze spelnienie warunku

o
22) A= e comsty oS 1y @yh. ¥

4q;
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dla kazdego j-tego preta zapewnia znikanie bledow aproksymacji roznicowe;j
réwnania falowego. Aproksymacje te, otrzymana przy wykorzystaniu réznic
centralnych i jawnego sposobu catkowania wzgledem czasu, wyrazaja na-
stepujace roOwnania:

n n
o+t @i T I+

4} e _‘—_—Amj +7,
¥ TR e g an.n+4 2
23) Augyi” = Augy "+ A7,
- BT n+1
UGy = ugit+Auly o,
n+1 n+1
g1 — Him1 T Ui
()i Ax. J°
J

gdzie Aufj;t! oznacza przyrost przemieszczenia i-tej masy j-tego odcinka preta

wyznaczony na podstawie schematu roznic centralnych w otoczeniu chwili ¢",
oly;' — naprezenie w sprezynie laczacej wezly masowe o indeksach i oraz
i —1, g — przyspieszenie ziemskie.

Rownania (2.3) opisuja dynamiczne funkcjonowanie modelu dyskretnego
z uwzglednieniem sit cigzkosci i stanowia podstawe algorytmu obliczeniowego.
Jego realizacja na EMC pozwala okresli¢ parametry procesu falowego w izo-
lowanych punktach czaso-przestrzeni z dokladnoscia do blgdow zaokraglen.
Wymagane jest uwzglednienie statycznych przemieszczen mas modelu dyskret-
nego oraz naprezen poszczegoélnych sprezyn od cigzaru wiasnego. Wielkosci te
powinny by¢ ujete w warunkach poczatkowych zadania

ug’)i = Ustat,i>

2.4)

07 i
G(j)i = Ostat,i-

Naprezenie of;;* okre$lone na podstawie (2.3), bedzie wowczas superpozycja

naprezen statycznych i dynamicznych.
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Operowanie modelem dyskretnym w rozwiazywaniu zagadnien zderzen
i odlamoéw wymaga ustalenia wiasciwych zasad dynamicznego podziatu
modelu zwartego na fragmenty oraz ich laczenia. Zasady te przedstawimy
w nastgpnych punktach.

3. MODELOWANIE DYSKRETNE POWSTAWANIA ODEAMOW

Odtam powstaje w wyniku wyczerpania no$nosci na rozcigganie w pewnym
przekroju preta. W przekroju takim tworzy si¢ nieciaglto$¢ przemieszczen,
ktora wyraza si¢ powstaniem dwoch brzegow swobodnych S, -8, 1 §,—S,,
rys. 3. Nieciaglos¢ ta rozwija si¢ w fazie rozdzielenia. Opis rozprzestrzeniania
si¢ fal w powstalych odcinkach i ich kinetyki wymaga:

1) ustalenia miejsca i chwili powstania odtamu,

2) zmiany warunkow ciagtosci na odpowiednie warunki brzegowe w miejs-
cu odtamu, _

3) ustalenia warunkow poczatkowych dla nowo powstalych brzegow
swobodnych.

Vst |S, - S,| V52

” — _'\\
ey e et
8 K 5§
|S

Rys. 3.

Z uwagi na stosowanie metody modelowania dyskretnego do rozwiazania
omawianego zagadnienia, zrezygnujemy z opisu rozniczkowego wiasciwego dla
preta o ciaglym rozkladzie masy. Sformulujemy natomiast bezposrednio
zaleznos$ci roznicowe odpowiadajace rozwazanemu modelowi dyskretnemu.

Zauwazmy, ze jest zasadne lokalizowanie odtamow w charakterystycznych
przekrojach mas skupionych. Wspoétrzedne tych przekrojéow sa identyczne ze
wspotrzednymi przestrzennymi weztow. Jednorodne masy skupione modelu
dziela si¢ na potowy. Natomiast masy brzegowe, funcjonujace na granicy
réznych odcinkow preta, doznaja podziatu na czgsci jednorodne, z ktorych
kazda jest potowa masy skupionej typowej dla danego odcinka. Taka realizacja
rozpadu modelu dyskretnego na fragmenty podlegajace rozdzieleniu powoduje,
ze kazdy z tych fragmentow zachowuje wlasnosci bezblednej aproksymacii
rozprzestrzeniania si¢ fal w warunkach odbi¢ i zalaman. Konieczne jest zatem
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wyznaczanie naprezen, nie tylko w sprezynach modelu dyskretnego, o;;(t") =
= o{;:, ale rowniez w przekrojach charakterystycznych mas skupionych. Te
ostatnie naprezenia moga by¢ wyznaczone bezbiednie w chwilach ,,potow-
kowych”, tzn. w chwilach t"**. Naprezenia te, o} **, pozostaja stale do chwili

"+ wylacznie, rys. 4.
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Dla ustalenia napr¢zen w przekroju charakterystycznym masy skupionej
modelu jest konieczna pewna interpretacja zachowania si¢ tej masy w prze-
dziale czasu od " do t"*!, ktérej dokonamy przez pryzmat zjawisk za-
chodzacych lokalnie w precie o ciaglym rozkladzie masy. Dla ogoélnosci
rozwazamy mas¢ brzegowa z indeksem ,,i”, ktéra w modelu traktuje si¢ jako
sztywna. Masa ta odwzorowuje zachowanie pewnego odksztalcalnego obszaru
preta ciaglego. Obszar ten jest usytuowany w otoczeniu granicy odcinkow
o roznej impedancji. Poczawszy od chwili t" w obszar ten wnikaja obustronnie
fale naprezen, ofj—;y oraz o(j+1, O stalych intensywnosciach na kroku
czasowym do chwili "*!. Powoduja one zmiany predkosci masowych i osiaga-
ja przekro6j zréznicowania osrodkow w chwili "**, Cala masa rozwazanego
obszaru jest wowczas podzielona na czgéci 4 i B, w ktorych predkosci masowe
sa rozne. Predkosci te mozna wyznaczy¢ z zasady zachowania pedu od-
niesionej do kazdej z cze$ci masy w przedziale czasu od " do t"**

(0fi-1yi— 007 +0,54m;_ g)0,54t
0,54m;_, ’

(07 —a{ji+1+0,54m;9)0,541
0,54m; :

. Vi =97+
(3.1)
Vet =17+
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Od t"** rozpoczyna si¢ faza wspoldzialania rozwazanych fal. Od granicy
réznych o$rodkow propaguje si¢ subobszar o jednorodnym rozkladzie pred-
kosci masowej. W chwili "* ! caly rozwazany obszar ma t¢ predkosé. Moze by¢
ona wyznaczona jako ¥"?*! w modelu dyskretnym. Bedziemy wigc uwazac, ze
od t"** w przekroju charakterystycznym masy skupionej ustala si¢ naprezenie
o?*%, Jego warto$¢ okreslamy wykorzystujac warunek dynamicznej ciaglosci,

(B2) ot =l + (V=Y )aj-10j-1+054m;_1g =
= 04ir1— (Vi T =77 Na;0;,—0,54mg.

Poczatek fazy rozdzielenia i miejsce powstania odtamu ustalamy bezposrednio
po stwierdzeniu

(3.3) 0'? + < R,.(l').

Za chwile rozpoczecia fazy rozdzielenia przyjmujemy t"*!. Poczawszy od tej
chwili bedziemy operowa¢ modelem podzielonym na fragmenty. Jest to
réwnoznaczne z zastapieniem warunku cigglosci w weZle ,,i” przez odpowied-
nie warunki brzegowe dla powstalych brzegow swobodnych. Za stan poczat-
kowy fragmentow modelu przyjmujemy stan koncowy modelu zwartego
w chwili "*! z pewna korekta przemieszczen mas skupionych nowo utworzo-
nych fragmentow modelu. Korekte t¢ przeprowadzamy dwuetapowo. Istota
korekty pierwszego etapu jest zrOwnowazenie dynamiczne nowych potow-
kowych mas brzegowych A i B. Natomiast korekta drugiego etapu jest
zwigzana z okre§leniem wartosci poczatkowej nieciaglosci przemieszczen
pomigdzy masami 4 i B.

Korekta pierwszego etapu jest wymagana, poniewaz formalne podzielenie
masy wezla ,,i” oraz jednoczesne zachowanie naprezen of;Y;, 0(;it1 W sprezy-
nach przyleglych do tych mas brzegowych, powoduje ich niezrownowazenie
dynamiczne. Masy te zrobwnowazymy, jezeli w utrzymujacych je sprezynach
zmniejszymy naprezenie o warto$¢ o7 **. Wartosc te, a nie R,;, traktujemy
jako wywolujaca podzial modelu na fragmenty. Postgpowanie takie w pelni
odzwierciedla zjawisko dynamicznego odprezenia zrywajacego si¢ preta — ini-
cjacji fali $ciskan do wnetrz utworzonych odcinkéw preta na skutek odbicia od
powstalego brzegu swobodnego.

Wymagana korekte stanu poczatkowego fragmentow modelu w chwili ¢***
zrealizujemy wprowadzajac poprawki przemieszczen mas brzegowych
A i B o wartosci

5 —-O’?+%At2
ui >
g Am;_4
(34) :
—o?tiAg?
Ouip = -
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Stad poczatkowe przemieszczenia i predkosci mas brzegowych

“?Il = ﬁ?j—l — 04,
(3.5)
ulp ' =g+ uyp,
A0 —ou,
1/-.,,4. 1B id lA’
iA At
(3.6)

Ailg ' + Su;p
At

Wielkoéci wyrdznione kreska we wzorach (3.5) i (3.6) oznaczaja odpowiednie
przemieszczenia i ich przyrosty obliczone w modelu zwartym przed wprowa-
dzeniem poprawek (3.4). Skorygowane naprezenia a;t}; oraz a{;;} ; oblicza sig
wedtug (2.3),. Zauwazymy, ze wartosci lokalnych poprawek wg (3.4) sa
podporzadkowane prawidtowemu funkcjonowaniu modelu w sensie naprezen,
a wiec i predkosci. Nie sa one natomiast poprawne z uwagi na przemieszczenia.

W rzeczywistosci, pod wplywem impulsu 0,54t¢7**, kazda z mas polow-
kowych A4 i B dozna przemieszczenn dwa razy mniejszych niz podane poprawki.
Odlegto$¢ pomiedzy tymi masami bedzie wigc odpowiednio mniejsza. Jej
regulacje obejmuje korekta drugiego etapu. Bedzie ona polegata na globalnym
wprowadzeniu poprawek wszystkich mas skupionych nowo utworzonych .
fragmentow. Poprawki te maja nastgpujace wartosci:

dla fragmentu z masa brzegowa A4

LRk s
Py =

ou = ——0,55u,~A,
dla fragmentu z masa brzegowa B
5“ = 0,55“,'3.

Omoéwione zasady zachowuja wazno$¢ dla przekrojow suchych stykow,
w ktorych wytrzymato$¢é na rozciaganie jest roOwna zeru.

Przedstawione rozwazania dotyczace modelowania odtamow wskazuja na
pewna osobliwo$§¢ modelu dyskretnego ujawniajaca si¢ w odpowiedzi na
pytanie, jaki moze by¢ najmniejszy elementarny fragment modelu. Fragmentem
tym nie moze by¢ pojedyncza masa skupiona z przyleglymi czgsciami sprezyn
albo sprezyna usytuowana jednostronnie. Taki fragment nie ma zdolnosci
prawidlowego odzwierciedlenia istoty ruchu drgajacego. Taka cech¢ ma
natomiast fragment elementarny skladajacy si¢ z dwoch mas potowkowych
polaczonych sprezyna. Masy omawianego fragmentu maja predkosci, ktore sa
superpozycja ruchu unoszenia i pewnego ruchu drgajacego. Ruch drgajacy
i towarzyszaca mu ciagla zmiana energii odksztalcenia sprezyny na energi¢
kinetyczna poldéwek mas i odwrotnie wynika z nieznikania naprezen, po
osiagnieciu ktérych rozpoczyna si¢ faza rozdzielenia. Ilustracj¢ zachowania
elementarnego fragmentu podano w przykladzie 1, p. 7.



MODELOWANIE POWSTAWANIA ODLAMOW 1 ZDERZEN WIELOKROTNYCH 159
4. OCENA DOKLADNOSCI METODY MODELOWANIA ODLAMOW

W pracy [5] wykazano, ze jezeli modele dyskretne wnetrz rozwazanych
odcinkow preta oraz ich brzegéw zostana skonstruowane z uwzglednieniem
warunku bezblednej aproksymacji roznicowe;j (2.2), to analiz¢ ruchu falowego
wykona si¢ z dokladnoscia do bledow zaokraglen. Jednakze analiza po-
wstawania odlaméw z wykorzystaniem modelowania dyskretnego uniemoz-
liwia dokladne wyznaczenie poczatku rozdzielenia. Poczatek ten moze by¢
wyznaczony z bledem g, ktorego warto$¢ szacuje si¢ jako

@.1) 0 < &, < At.

Z bledu &, wynika bezposrednio blad &,; lokalizacji przekroju, w ktorym
powstaje odiam.
Blad ¢,; zawiera si¢ w przedziale:

4.2) 0 < & < 4x;.

Niedokladnosci wyznaczania poczatku fazy rozdzielenia, e, &yj, powoduja
bledy w czaso-przestrzennym rozkladzie naprezen w odcinkach powstatych
w wyniku odlamu. Bledy te mozna oceni¢ poroéwnujac czaso-przestrzenny
rozklad naprezen w odcinku preta utworzonym w wyniku odlamu. Dhugos¢
tego odcinka w modelu dyskretnym moze rozni¢ si¢ maksymalnie o &,; = 4x;
od dhugosci analogicznego odcinka w precie ciaglym. Sytuacje taka analizuje
si¢ na rys. 5. Na rysunku tym pokazano rozklady naprezen w fali propagujacej
si¢ na odcinku preta podlegajacym odtamowi w wybranych chwilach czaso-
wych. Zauwazmy, ze w omawianej propagacji mozna wyrozni¢ dwie na-
przemiennie wystepujace po sobie fazy, I i II. Analiz¢ fazowosci przepro-
wadzimy poczawszy od chwili t,, w ktorej do brzegu 1 dobiega fala o profilu ¢°
przedstawionym na rys. 5a. Profil ten ma charakter schodkowy o réznicach
naprezen w dwoch sasiadujacych sprezynach J, = of —o?,, gdzie i jest
numerem Sprezyny.

W fazie I zachodzi interferencja fali odbitej od brzegu 1 z fala biegnaca do
brzegu 1 z wnetrza preta. Pierwszy rezultat tej interferencji to naprezenie
w sprezynie i = 1 wystepujace w chwili t! = (°+4¢, 6} = —6, = 6] —03.

Faza I konczy si¢ z chwila uformowania si¢ odlamu w wezle o numerze m.
Jednocze$nie rozpoczyna si¢ faza II. W fazie tej nastgpuje interferencja fali
odbitej od brzegu m, a uformowanej podczas fazy I, z fala odbita od brzegu 1.
Z chwila osiagnigcia brzegu 1 przez falg odbita od brzegu m, rys. 5a, konczy si¢
faza II i rozpoczyna kolejny okres wystgpowania fazy I

Okres wystepowania fazy 1 poczawszy od chwili ¢! oznaczymy indeksami
p=1,3,5,.... Natomiast kolejne okresy wystgpowania fazy II indeksami
p=2,4,6,.... W kolejnych fazach I o numerach p=3,5, 7, ..., od brzegu
1 bedzie odbijata si¢ fala uformowana w fazie II o numerach réwnych
odpowiednio p=2,4,6 ..., a nie fala ¢° jak dla p = 1. Jednak w wyniku
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opisanej interferencji zachowuje si¢ profil fali uksztaltowany podczas pierw-
szego okresu wystepowania fazy I, p = 1. Podobnie w kolejnych parzystych
okresach otrzymuje si¢ zawsze fale charakteryzujaca fazg II. Uwzgledniajac
przedstawione prawidlowosci oraz analizujac szczegétowo proces falowy
w kazdej fazie mozna okresli¢ wartosci naprezen w i-tej sprezynie i chwili t" wg

wzoru (4.3):

4.3)

of =(—

Rys: 5.

Wi 1=1,23 .. s=L%3..,
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Kolejne chwile t" s3 numerowane poczawszy od wymienionej poprzednio
chwili t°. Dolny wskaznik sumacyjny i, do obliczania naprezen w fazie
I wyznacza si¢ ze wzorow (4.4):

i,=n—i+1 dlap=1,

4.4
iy =nemp=h—itl cdlaip=3,5,7..;.

Natomiast gérny wskaznik sumacyjny — wg wzoru (4.5):

4.5) i, =i,+2(i—1) dla mdud 19:9, soon

Odpowiednie wskazniki sumacyjne i, iy dla fazy II oblicza si¢ z wzordw (4.6):
i,=n—m(p—1)—m+i,

(4.6)
h=1i,+2(m—1) dlap=2,4,6,....

Mozna zauwazy¢, ze dla i-tej sprezyny lub wezta modelu, czas trwania fazy 1,
T}, jest rozny od czasu trwania fazy II, T;". Czasy te mozna obliczyé z wzorow

T = [2(m—i)+ 1] 4¢,

a8 TV = (2i—1)4t.
Przytoczone wzory umozliwiaja przeprowadzenie analizy wykazujacej mozliwe
bledy naprezen w ustalonej sprezynie modelu spowodowane zakwalifikowa-
niem w procedurze numerycznej miejsca odtamu w wezle o wskazniku m, albo
m+1. ¢

Dla przykladu analizowano zmiennoéé naprezen w czasie dla zadania
wyznaczenia odlamu w precie jednorodnym pod wplywem fali biegnacej do
brzegu swobodnego o ustalonej réznicy d, = 4 = const, 4 > 0. Rozpatrzono
przypadki powstania odtamu w wezle m = 4 oraz m+1 =5, a naprezenia
wyznaczone W sprezynie i = 2. Wyniki przedstawiono na rys. 6. Wskazuja one,
ze w czasie trwania fazy I wyniki dla m =4 i m = 5 nie wykazuja roznicy
naprezen, a tylko réznia si¢ okresem trwania tej fazy, co jest zgodne z 0golna
zaleznodciag (4.7),. Natomiast fazy II w poszczegdlnych przypadkach sa
przesunigte wzajemnie w czasie. Wykazuja ten sam okres trwania, ale roznia si¢
intensywnoscia naprezen, zawsze o 2 4. Charakterystyka roznic w fazach I i II
dla m=4im=35 podana dla sprezyny i = 2 jest tozsama dla pozostalych
sprezyn.

5. MODELOWANIE ZDERZENIA DWOCH PRETOW O ROZNYCH IMPEDANCJACH

W ujeciu dyskretnym zjawisko zderzenia w sensie lokalnym jest polacze-
niem potéwkowych mas brzegowych dwéch fragmentéow modelu dyskretnego,
z zachowaniem ilosci ruchu. Laczac te fragmenty modelu na trwale w fazie
zderzenia realizujemy warunek lokalnej cigglosci modelu. Chwile rozpoczecia

11 — Rozprawy Inzynierskie 1/89
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zderzenia okre§limy na podstawie analizy wzajemnych przemieszczen koncow
sasiadujacych pretow. Przemieszczenia te s3 wynikiem poosiowego ruchu
pretow i ruchu falowego w ich wnetrzach. Chwila poczatkowa t,; fazy
zderzenia nie bedzie w ogoélnosci zgodna z przyjeta dyskretyzacja czasu.
Konieczna jest wigc odpowiednia kwalifikacja chwili poczatku zderzenia
dostosowana do dyskretnych punktéw na osi czasu. Kwalifikacje t¢ mozna
przeprowadzi¢ zasadniczo dwoma sposobami.

Pierwszy sposob polega na ustaleniu poczatku zderzenia w chwili ¢, jezeli
w kroku probnym do chwili nastepnej t"*!, stwierdzimy, ze masy brzegowe
roztacznie funkcjonujacych fragmentéw modelu mijaja si¢. Sytuacje taka
charakteryzuje warunek

5.1 uid ' —ujp ' >0,

gdzie u'} !, uly ! sa przemieszczeniami mas brzegowych podlegajacych zderze-

niu. Podane kryterium ustalania chwili zderzenia t,; ,,przyspiesza” zderzenie
w czasie, poniewaz w chwili ¢" fragmenty modelu dyskretnego byly jeszcze
rozdzielone.

W drugim sposobie za chwile zderzenia t,; przyjmujemy chwile pery
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Polaczenie fragmentow modelu w model zwarty jest wowczas ,»OpOznione”.
Obydwa sposoby umozliwiaja okreslenie chwili zderzenia z niedomiarem
albo nadmiarem, co najwyzej At, tzn.:

"< e t"+l.

Przyspieszenie zderzenia realizowane przy stosowaniu sposobu pierwszego,

albo jego opdznienie zwigzane ze sposobem drugim, wymagaja jednoczesnego

wprowadzenia poprawek przemieszczen dla wszystkich wezléw masowych

modelu dyskretnego jednego z pretow. Wartosci tych poprawek sa réwne:
dla pierwszego sposobu

(5:2), Ouy = ujy—ulp,
dla drugiego sposobu
(5:2), Ouy = ulf ' —ulfy .

Mozna zauwazy¢, ze istnieje trzeci sposob wyznaczania chwili t,;, w ktorym
dokonujemy wyboru sposroéd obydwu sposobéw kierujac si¢ kryterium naj-
mniejszej poprawki przemieszczen

(5.3) ou = min {|ou;|, |Ouyl|}.

Wprowadzenie tych poprawek do stanu przemieszczen wszystkich mas skupio-

nych powoduje dosunigcie fragmentow modelu. Korekcie nie podlegaja chwilo-

we stany predkosci i naprezen. Dlatego tez w chwili zderzenia t,; nowo

utworzona masa brzegowa sktada si¢ z potowek, ktore maja rézne predkosci,

¥ia 1 Vip . Nieciaglos¢ tych predkosci musi zaniknaé na poczatkowym kroku
zderzenia trwajacym od t,; do t,;+ At. Predkos¢ zderzenia mozna wyznaczy¢

z zasady zachowania pedu,

O,S(Amj”//,-A +A4m;.Vig)  Aoy(t,) At
+
Amy; Amy;

(54) Vzi(tz,'"‘At) = +gAt,

gdzie
A0(t) = 0G)itz) =G+ 1)i+1(t20),
Amy; = 0,5(4m;+ Am; ).
Wykorzystujac (2.2) i (2.3) w (5.4) otrzymamy

a @;%ip +7ia , 240(t;) +gAt

55 ,V;i s
s aj+1 a;0i(e;+1)

gdzie

Aj+10j+1
aj = Jﬁ]-
a;0;
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Pierwszy czlon wzoru (5.5) wyraza wplyw predkosci masowych na predkos¢
zderzenia. Drugi czlon wyraza wplyw zderzenia fal naprezen na granicy
odcinkéw o réznej impedancji. Trzeci czton ujmuje wplyw sit cigzkosci z uwagi
na analizowane sytuacje zderzen pionowych.

Naprezenie w przekroju zderzenia dla chwili t,; jest rowne

2[00tz + 06+ nit 1 ()] | (Via —¥i8)4j+1Q5+1
e o+ 1 o;+1 '

W poprawnie funkcjonujacym modelu dyskretnym naprezenie zderzenia
6, powinno byé bezblednie przekazane do sprezyn utrzymujacych nowo
powstala pelna mase¢ brzegowa na koniec kroku zderzenia, tj. t,;+ At. Trans-
misje tych naprezen do wnetrz obu fragmentow modelu dyskretnego zrealizuje-
my dokonujac przemieszczenia omawianej masy brzegowej.

A = M (=Y ) A,

it = ul+ AuPmt?

(5.6) Oz

(5.7)

Wzory (5.7) sa stuszne dla pierwszego sposobu okreslenia chwili poczatkowej
fazy zderzenia, tzn. t,; = t". Dla drugiego sposobu wskaznik n w (5.7) nalezy
zastapi¢ wskaznikiem n+ 1, a wskaznik n+ 1 odpowiednio przez n+2. Funke-
jonowanie pozostatych mas skupionych modelu od poczatku fazy zderzenia
jest naturalne dla rozwazanego modelu dyskretnego. Konieczne jest tylko
wprowadzenie poprawek przemieszczen du zgodnie z (5.2) w chwili zderzenia.

6. OCENA DOKLADNOSCI MODELOWANIA ZDERZENIA

Zrodlem bledow zderzenia jest niemozno$¢ dokladnego okreslenia chwili
zderzenia t,; z uwagi na dyskretyzacj¢ czasu. Chwila t,; podlega kwalifikacji
jako chwila " albo "*! wg proponowanych sposobow. Fakt ten rzutuje na
miejsce zderzenia, jego predko$¢ oraz naprezenia zderzenia. Operacja polacze-
nia fragmentéw modelu dyskretnego wiaze si¢ z wprowadzeniem poprawek
przemieszczen jednocze$nie wszystkich mas skupionych jednego z fragmentow
modelu. Powoduje to pewna zmian¢ energii potencjalnej sit cigzkosci. Wymie-
nione bledy nie wystgpowalyby, gdyby chwila zderzenia dokladnie pokrywala
si¢ z chwila dyskretna w analizie numerycznej. Opis fazy zderzenia bylby
wowczas bezbledny.

Blad okreslenia czasu zderzenia implikuje blad naprezenia zderzenia
6, W przekroju suchego styku. Blad wyznaczenia ¢,; mozna oszacowa¢ majac
na uwadze bledy zaokraglen generowane w kazdym komputerze. W ekstremal-
nej sytuacji na skutek zaokraglen chwila zderzenia moze by¢ przyjeta jako
chwila przesunigta w przod albo cofnigta o krok czasowy 4t. Taka sytuacja
moze .zdarzy¢ si¢ w kazdym z podanych sposobow okreslania chwili t,;.
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Naprezenie zderzenia moze przyja¢ jedna z nastgpujacych wartosci:

il 2(ej0(pi+0G+ni+1) , (Yia —ViB)aj+10j+1
= a;+1 a;+1

SN L an_+2(°‘j°"(ln+i1+0'?jtll)i+1)
: ) zt zZ1 aj+ 1

b

6.1)

Bezwzgledna warto$¢ mozliwego maksymalnego biedu naprezenia zderzenia
jest wiec rowna

2(a;00 " + 0G5 i)
6.2 maxe, = o4l —ot = —1 i
( ) ozi z1 zZl al+1

W szczegdlnych przypadkach niejednorodnosci materialéw otrzymujemy

+.4 +1 =
oGt +oih e dla a;=1,

& b {262‘,-)*,-1 da «;- o,

Nalezy podkreslic, ze zaggszczenie podziatu czaso-przestrzeni zwigksza doklad-
nos$¢ rozwiazania numerycznego. Moze jednak nie mie¢ wplywu na generowa-
nie si¢ bledow naprezen zderzenmia, ktore to wartosci sa szacowane na
podstawie (6.3). Wrazliwos¢ analizowanych zagadnien na gesto$¢ podziatu
czaso-przestrzeni przedstawiono w rozwigzaniach zadan szczegolowych.

7. PRZYKLADY ANALIZ NUMERYCZNYCH

A. Analiza odlaméw

Wykorzystanie modelowania dyskretnego do opisu powstania odtaméw
w pretach sprezysto-kruchych na rozcigganie zilustrujemy na dwoch przy-
kladach. Przyklad pierwszy dobrano tak, aby bylo mozliwe przeéledzenie
zachowania elementarnego fragmentu modelu utworzonego dynamicznie jako
odlam. Przykiad drugi demonstruje duza efektywnos$¢ stosowanej metody
modelowania dyskretnego w przypadku odtaméw wielokrotnych.

PrzYKLAD 1. Rozpatrujemy pret jednorodny usytuowany" pionowo. Pret
jest zawieszony w gérnym przekroju, a jego brzeg dolny jest swobodny. Sity
cigzkosci wywoluja wstgpne naprezenie preta. W kierunku brzegu swobodnego
rozprzestrzenia si¢ fala naprezen. Fragment modelu dyskretnego preta i profil
rozprzestrzeniajacej si¢ fali naprezen ,0%” podano na rys. 7a. Parametry
omawianej fali mozna tak dobraé, ze w wyniku jej odbicia od brzegu
swobodnego powstanie odtam wielkosci jednego elementarnego fragmentu
modelu dyskretnego, rys. 7b. Bedziemy analizowaé zachowanie takiego frag-
mentu. Dla przyjetych zalozen odlam w masie przyskrajnej zostaje ufor-
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mowany w chwili t* = 34t, w wyniku stwierdzenia, ze naprgzeme of2} <R,

W omawianej sytuacji fragment elementarny jest obdarzony energia ruchu
postepowego oraz drgajacego. Odpowiednio predkosci mas potowkowych sa
¥ i ¥7. Predkosci te mozna ustalié na podstawie zasad i zaleznosci
szczegbtowo omowionych w p. 2 i 3. Kazda z tych pr@dkosm mozna rozlozyc
na predkosé unoszenia V" i predkos$¢ ruchu drgajacego T vr =V 97, gdzie
i=1,2 oznaczaja numery mas poldowkowych. Uwzgledniajac fakt, ze
¥p = —¥7, otrzymamy

~ At
¥ =(—1)"6,+054mg)—, n=3,4,5,6,....
Am
Stad predko$¢ unoszenia bedzie rowna:
At
Vr = [20‘1’——51+(n—2,5)Amg]E, n=3,4,5,6,....

Z ruchem drgajacym mas potéwkowych elementarnego fragmentu zwiazana
jest odpowiednia zmiana naprezenia ¢* w sprezynie laczacej te masy:

. i
ot = (73 -V o

Zmienno$¢ predkosci V", V7, 7 oraz naprezenia ¢* zilustrowano na rys. 7c.

PRZYKLAD 2. Rozpatrujemy pret ponieskoriczony, odcinkami jednorodny,
rys. 8a. Wyboru stalych materiatowych dla poszczegolnych odcinkow preta
dokonano kierujac sie tylko wzgledami analizy teoretycznej. Koniec preta jest
obciazony ci$nieniem zmiennym w czasie

5
5(1—5) }(MPa), ¢, =000ls dla t<680ps,
p@t) = b
dla t> 680ps.
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Ciagla form¢ obciazenia p(t) zastgpujemy forma schodkowa dostosowana do
funkcjonowania modelu dyskretnego, zgodnie z zasadami podanymi w pracy
(51

Przyjmujac At = 8us uzyskujemy czaso-przestrzenna konfiguracj¢ odia-
mow, jak to pokazano na rys. 8b. Zwraca uwagg fakt, ze niektore wydzielone
odtamami odcinki doznaly podzialu wtérnego.
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B. Analiza zderzen wielokrotnych

Analizujemy zachowanie preta sprezystego spoczywajacego na nieodksztal-
calnym podlozu. Dane o precie i materiale sa nastgpujace: wysokos¢ preta
h =095 m, modul odksztalcenia sprezystego E =20 MPa, impedancja
a g = 187925,54 kgm?s!.

Na goérne czolo preta dziala obciazenie dynamiczne

t 3
0,1(1 —-—> (MPa), dla 0<t<t, =0,5s,
p(t) = b

0, dla ¢t >0,5s.

(7.1)

W zadaniu podstawowa niewiadoma jest reakcja dynamiczna o,(t) przekazy-
wana przez pret na podioze w kolejnych fazach zderzen, przedzielonych fazami
rozdzielenia w przekroju dolnym preta. Reakcja ta moze byc¢ traktowana jako
prognoza obciazenia dynamicznego przekazywanego na strop nieruchomego
obiektu, poprzez warstwe obsypki gruntowej. Z tego tez wzgledu przyjeto dane
materialowe charakterystyczne dla gruntu. Taki cel poznawczy analizy uzasad-
nia ponadto zr6znicowanie zalozen okreslajacych zachowanie materiatu preta.
Rozwazymy dwa przypadki materialu sprezystego:

1) niewrazliwego na znak naprezenia — jednakowo odksztalcajacego sig
przy Sciskaniu i rozciaganiu,

2) zdolnego do reakcji sprezystej tylko pod dzialaniem naprezen Scis-
kajacych i majacego wytrzymalos¢ na rozciaganie rowna zeru.

W przypadku 1) caly pret bedzie odrywat si¢ od podloza, albo zderzat si¢
z nim. W przypadku 2) pret bedzie okresowo oddzielat si¢ od podtoza i dzielit
si¢ na fragmenty. Zjawiska zderzen beda si¢ realizowaly zaréwno w styku
z podlozem, jak rowniez w innych przekrojach preta, w ktorych wystapia
efekty rozdzielenia.

Model dyskretny stosowany dla analizy rozwazanych zagadnien jest
przedstawiony na rys. 9. Sytuacje kinematyczne modelu przedstawione na rys.
9a i b sa wlasciwe analizie dla przypadku 1). W przypadku 2) nalezy ponadto
rozwaza¢ mozliwe konfiguracje modelu podzielonego na fragmenty, rys. 9c.
W szczegdblnosci liczba tych fragmentéw moze by¢ rowna liczbie mas skupio-
nych pelnego modelu dyskretnego zadania. Flementarnym fragmentem, nie
podlegajacym podzialowi, nie jest jednak masa skupiona modelu, ale — jak
wskazano poprzednio — uklad polowek mas polaczonych sprezyna.

W strukturze fazowej zadania wystgpuja fazy zderzen i rozdzielenia. Analiz¢
zadania rozpoczyna si¢ w tym przypadku od szczegélnej fazy zderzenia.
Zderzenia z nieodksztalcalng przegroda doznaje czoto fali naprezen. W fazie tej
nie wystepuje efekt zderzenia masowego. Pierwsza faza rozdzielenia roz-
poczyna si¢ bezposrednio po wystapieniu w przekroju styku preta z przegroda
naprezen rozciagajacych o wartosci przekraczajacej statyczne naprezenie
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Materiat preta niewrazliwy na Mafteriat preta o wytrzym.
znak naprezenia na rozeigganie Rn=0
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Sciskajace, o = hgg. Podczas rozdzielenia proces falowy we wnetrzu calego
preta, albo w jego fragmencie, pozostaje w interakcji z brzegami swobodnymi.
W kolejnych fazach zderzen realizuja si¢ pelne zjawiska zderzen fal naprezen
oraz poruszajacych si¢ mas brzegowych. W przypadku 1) podziat na fazy
zderzen i rozdzielenia jest jednolity dla calego preta. W przypadku 2) fazy
zderzen i rozdzielenia nalezy analizowa¢ lokalnie do kazdego charakterystycz-
nego przekroju modelu dyskretnego.

Wyniki szczegotowe dla przypadku 1) — material preta niewrazliwy na
znak naprezenia — przedstawiono na rys. 10. Zostaly one uzyskane dla

h
podzialu przestrzennego preta krokiem Ax = 1o Analiz¢ przeprowadzono

z wykorzystaniem obu sposobow okreslania chwil poczatkowych zderzer.
Liniag kropkowana oznaczono rozwiazanie dla sposobu ,,przyspieszania” zde-
rzen. Linia ciagla podano rozwiazanie dla sposobu ,,op6zniania” zderzer. Dia
poréwnania linia przerywana przedstawiono rozwiazanie dla innego zadania,
w ktorym pret sprezysty jest zamocowany w podtozu i nie wystepuja wowczas
efekty rozdzielenia. Rozwiazania oznaczone liniami ciagly i kropkowana maja
zasadniczo ten sam charakter. Naturalna konsekwencja obu sposobow wy-
znaczenia chwil zderzen sa narastajgce przesunigcia w czasie pomigdzy
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\55(1_)
p(0)

L przyspieszenie zderzenia” ,opdznienie zderzenia” il £ M

i Pret zamocowany
rh !‘.77.74 P

Rys. 10.

rozwiazaniami numerycznymi. Obserwowane sa lokalne piki naprezen, ktorych
wystgpowanie stwierdza siec w identycznych chwilach réwniez i po zmianie
podzialu przestrzennego. Chwile wystgpowania tych pikow zaleza tylko od
sposobu okre$lania poczatku zderzenia. W poréwnaniu z rozwigzaniem dla
preta utwierdzonego w podlozu, rozwiazania wyznaczone dla preta pod-
legajacego rozdzielaniu charakteryzuja si¢ rozwojem aperiodycznosci faz
zderzen.

W analizie numerycznej dla zadania w przypadku 2) — material preta nie
jest zdolny do przenoszenia naprgzen rozciagajacych — stwierdzono, ze
z uwagi na bardzo duza liczbe zderzen realizujacych si¢ podczas rozwigzywa-
nia takiego zadania, sposob ,,opozniania” zderzen i konsekwentnego wprowa-
dzania korekty przemieszczen dla wszystkich mas modelu, nie prowadzi do
poprawnych wynikéw. Wprowadzenie takich poprawek przemieszczen powo-
duje ciagle ,,rozsuwanie” fragmentéw modelu. W konsekwencji wydtuza to fazy
rozdzielenia. Natomiast bardziej wiarygodne wyniki uzyskuje si¢ stosujac
sposob ,,przyspieszenia” zderzen. W analizie sposob ten zmodyfikowano
w stosunku do podanego w p.5. Modyfikacja polegala na tym, ze odstapiono
od konsekwentnego wprowadzenia poprawek przemieszczen kolejno dla wszy-
stkich mas kazdego z fragmentéw modelu usytuowanych ponad kazdym
przekrojem zderzenia w danej chwili czasowej. Poprawki wprowadzono tylko
w odniesieniu do mas skupionych tego fragmentu, dla ktérego stwierdzono, ze
bedzie podlegat zderzeniu z fragmentem usytuowanym ponizej. Przemiesz-
czenia mas fragmentow potozonych wyzej, a nie podlegajacych zderzeniom, nie
korygowano. Tym samym mniejszy byl ubytek energii potencjalne; sit cigzkosci
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w poréwnaniu z sytuacja, w ktorej poprawki przemieszczen byty wprowadzone
konsekwentnie dla wszystkich mas skupionych. Realizowany w procedurze
numerycznej ubytek energii potencjalnej moze by¢ traktowany jako pewna
korekta energetyczna odzwierciedlajaca nature rzeczywistych zderzen o chara-
kterze sprezysto-plastycznym. Nalezy jednak podkreslic, ze zmiany energii
potencjalnej wiasciwe réznym sposobom wprowadzania korekt nie sa istotne.
~ Wyniki analizy numerycznej zadania dla przypadku 2 sa przedstawione na
rys. 11 i 12. Na rys. 11 podano w réznych chwilach konfiguracje modelu
dyskretnego podzielonego na fragmenty. Rozdzielone masy skupione przed-
stawiaja fragmenty elementarne sktadajace si¢ z potowek mas utrzymywanych
sprezyna. Jednocze$nie na rysunku tym zamieszczono wlasciwe tym kon-
figuracjom profile napre¢zen. Zmienno$¢ w czasie reakcji oddzialywania preta
na podloze zamieszczono na rys. 12. Zwraca uwage fakt, ze po pierwszej fazie
rozdzielenia w przekroju styku preta z podlozem wystepuje prawie perma-
nentna faza zderzenia, w ktorej mozna wyrozni¢ okresy zderzen zasadniczych.
W okresach tych model dyskretny funkcjonuje jako zwarty. Pomiedzy tymi
okresami model dzieli si¢ na fragmenty i przekazywana reakcja na podtoze
istotnie zmniejsza sig.
Badano wrazliwo$¢ rozwiazania numerycznego na wielko$¢ kroku prze-
strzennego. Dla krokow Ax pigcio- i dziesigciokrotnie mniejszych od kroku

stosowanego (Ax = E) nie stwierdzono niezgodnosci rozwiazan. Z wielkoscia

kroku 4x sa jednak zwiazane bledy okreSlania naprezen zderzenia. Praw-
dopodobienstwo wystgpowania tych bledow rosnie ze zmniejszeniem si¢ Ax.
Objawami tych bledow sa piki naprezen. Liczba tych pikow ksztaltuje si¢ na
poziomie 1% liczby wszystkich krokow czasowych analizy. W dyskutowanym
zadaniu nie stwierdzono ich wptywu na ogélny charakter rozwiazania numery-
cznego.

Rozwazane zadanie w przypadku 2 rozwiazano ponadto przyjmujac model
dyskretny bez brzegowych mas potdéwkowych. Zaniedbano tym samym zasady
bezblednego modelowania brzegéw swobodnych. Za fragment elementarny
przyjmowano peina mas¢ skupiona 4m z jednostronna sprezyna. Uzyskane
rozwigzanie przedstawiono linia ciagla — kropkowana na rys. 12. Zwraca
uwage fakt, ze z uplywem czasu rozwiazanie to szybko odbiega od rozwiazan
juz omoéwionych, tak co do warto$ci naprezenia 4,(f), jak i jego rozkladu
W czasie.

8. ZAKONCZENIE

W zaproponowanej metodzie modelowania dyskretnego odlaméw oraz
zderzen wielokrotnych pretow sprezystych wykorzystano zasady modelowania
rozprzestrzeniania si¢ fal w warunkach odbi¢ i zalaman w pretach na granicach
réznych osrodkow [5].Zaproponowano sposob podziatu modelu na fragmenty
uwzgledniajac specyfike zjawisk falowych realizujacych si¢ w precie o ciggtym
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1° ———— materiat niewrazliwy na znak naprezenia
o(F) (pret zamacowany w podtoZu)
ﬁ])— b materiat 0 wylrzymatesci na rozciggame R.=0
251

jak 2° ale bez uwzg. zasad modelo-
wania dyskr. brzegow swobodnych

20}

15

— e
O -

10

asF

rozkladzie masy oraz wszelkie ograniczenia konstytutywne modelu dyskret-
nego. Podano wlasciwe zasady wymagane dla opisu dyskretnego zjawiska
zderzenia i powstawania odlamow.

W przypadkach analizowanych rozdzielen i zderzen wielokrotnych, zasad-
niczym elementem potencjalnie bezblednego ujecia dyskretnego sa masy
potéwkowe modelu. Funkcjonuja one jako modelowe brzegi swobodne, albo
jako czesci mas brzegowych modelujacych zachowanie si¢ granicy réznych
materialow w precie. One to umozliwiaja podzial modelu zwartego na
fragmenty i dynamiczne taczenie tych fragmentow. W konsekwencji elementar-
nym fragmentem nie podlegajacym podzialowi, a majacym wszystkie cechy
modelu globalnego, jest uklad polowek mas skupionych potaczonych sprezyna.
W innych pracach wykorzystujacych podzial preta na masy skupione nie
proponowano tych mas potéwkowych. Dlatego niemozliwe bylo uzyskanie
poprawnych opisow odbijania i zalamywania fal naprezen oraz zderzen
wielokrotnych.

Opis rozprzestrzeniania si¢ fal w warunkach powstawania odlamow
i zderzen jest dokladny w tym sensie, ze model i jego fragmenty zachowuja
ceche bezblednej aproksymacji réznicowej. Bledy zaokraglen generowane
w komputerze oraz dyskretny charakter analizy w czaso-przestrzeni powoduja
niedokladnosci wyznaczania miejsc odlamoéw i zderzen fragmentéw. Dokona-
no oceny tych niedokladnosci. Generowane niedokladnosci moga by¢ zmniej-
szone przez zaggszczenie podziatlu przestrzennego.

Zamieszczone w pracy przyklady analiz numerycznych wskazuja na bardzo
duza efektywnos¢ metody w opisie odlamow i zderzen wielokrotnych, ktérych
licznos¢ moze by¢ praktycznie nieograniczona.
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PE3IOME

MOJIEJIMPOBAHUE BO3HMKHOBEHMS OTKOJIOB 1 MHOI'OKPATHBIX
CTOJIKHOBEHHMY B VIIPYI'O-XPVITKMX HA PACTS)XXEHUE CTEPXHSIX

B pabore aHanmu3MpyeTCsi BO3HHKHOBEHHE OTKOJIOB H MHOTOKDATHBIE CTOJKHOBEHHS,
CTEpXKHEH, OTPe3KaMH OJTHOPO/IHBIX, C Y4€TOM BOJIHOBBIX MporeccoB. Vicnob3oBana qUCKpeTHAS
MO/IENIb, COCTOSIIAS U3 COCPEMOTOYEHHBIX MACC COGAMHEHHBIX MpYyxkuHamu. [IpuBeneHs! obmme
NIPUHIMIBI Pa3/IeNICHUsi HCXOIHOM MOoie/i Ha (ParMEeHTHI U OTPEJIEHbI IPUHLAIBI CTOJKHOBEHUS
9TUX (parMeHToB. IIpuMeHEHHEe METOAA MJUIOKOCTPUPOBAHO TIPHMEPAMH.

SUMMARY

MODELLING OF SPLINTERS AN MULTIPLE COLLISIONS IN ELASTIC-BRITTLE
BARS SUBJECT TO TENSION

Splintering and multiple collisions occuring in piecewise homogenous bars subject to tension
are analysed, wave processes being taken into consideration. A discrete model consisting of lumped
masses interconnected by springs is used. General principles concerning the bar fragmentation and
internal collision processes are given. Numerical examples are presented.
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