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O PEWNYM UZUPELNIENIU ROWNAN TEORH PLYT
E. REISSNERA

ANDRZEF KUCZYNSKI (KIELCE)

W pracy przedstawiono réwnania teorii sprezystodci dotyczace warstwy o stalej grubosci
z materialu izotropowego, jednorodnego 1 liniowo sprezystego, poddangi dziataniu obeiazen
powierzchniowych, Zaproponowane ujecic zagadnienia pozwala na bezposrednie nawigzanie do
modeln warstwy, jaki opisuja réwnania tcorii plyt E. Reissnera i oslabienie jego zalozen
upraszezajacych. Otrzymano w efekcie réwnania prowadzace do rozwigzan blizszych $cislym,
zwlaszcza wowczas, gdy obcigZenie stanowia sily skupione.

OZNACZENIA

y wskazniki, kiore przybieraja wartodci 1, 2,
i,J wskazniki przybierajace wartodci 1,2, 3, ...,
k  wskaznik przybierajacy wartosc 1, 2, 3
D = ER¥/[12(1-v*)] sztywnoié plytowa,
E modul Younga,
v lezba Poissona,
G modut Scinania,
A operator Laplace’a,

é . symbol Kroneckera.

off
1. Wstgp

Zastosowanie klasycznej teorii plyt jak 1 teorii plyt E. Reissnera do obliczen
wytrzymatosciowych, dotyczacych elementéw konstrukcji cienkosciennych,
W znacznym stopniu ogranmicza ich niewystarczajaca dokladno$é w tych
obszarach, w ktérych oddziatywania zewnetrzne maja charakter obciaZzen
skupionych. Odnosi si¢ to w szczegdlnoéei do skladowych tensora naprezenia.

W niniejszej pracy przedstawiono taki opis warstwy sprezystej, ktorego
rezultatem konicowym sa rownania pordwnywalne z réwnaniami teorii plyt
E. Reissnera, a jednocze$nie umozliwiajace rozbudowanie te] teorii tak, by
uzyskane w wyniku jej zastosowania rezultaty obliczeniowe dotyczgce obcia-
zen skupionych byly dokladniejsze.
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7. SFORMULOWANIE ZADANIA

Przeprowadzone w pracy rozwazania dotycza warstwy sprezystej [11,
wykonanej z materiatu jednorodnego, iZotropowego, liniowo sprezystego.
Rozpatrywana warsiwa wypelnia przestrzen migdzy dwiema plaszczyznami,
ktore w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (x1, Xz, x,) Opisuja rownania
%, = *-h/2. Na powierzchnie ograniczajace warstwe dziata obciazenie powierzch-

niowe o skladowych:
piix,,xy) dla x5 =Hh2,

(2.1)
P (%, x,)  dla xy= —h/2.

Zadanie polega na wyznaczeniu przemieszczen i paprezen w warstwie,
wywolanych dziataniem tego obciazenia. Zadanie to traktowane bedzie jako
suma dwoch prostszych, nazywanych dalej antysymetrycznym i symetrycznym,
odpowiednio do podziatu obciazenia (2.1) na czgs¢ symetryczng i antysemet-
ryczna wzgledem plaszezyzny X; = 0. :

Wspolrzedne wektora przemieszczenia oraz sktadowe tensorow odksztat-
cenia i naprezenia beda przedstawiane w formie sumy szeregu o ogodlnej postaci

(2.2) fxys X2, X3) = E f(m)(xp x )™,
m=0
w ktore] 2
7=1%a —lgsnsl

3. PODSTAWOWE ROWNANIA WARSTWY

Skladowym tensora naprezenia nadaje si¢ postac:

1 = 1
Cupg = ";[Nap—i- 21 n;’j,?(nz"—zk+ 1)]-1—
‘ s

6 & 3
31 —| M W 2k _
(3.1) +h2( a.ﬂ'i'kglmaﬁ(’? 2k+3))n,
3 1
=03 _oMy2_ (i) 2k +2
G3g Zh(ro Qa i 2k§12k+2q“ )‘|‘

1 @ 1
4= T&l)— I | 3 OV 3
2( k§12k+1ta g )77,
T 1 { @ o)
oGy =« PR ptlin? 2k+2
2_( a7 L ke )*

+§(R(2)_ﬁul_R(l)ﬂ2+2 i L 2k+2
4 3 R ) T A
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W (3.1} wprowadzono oznaczenia

2

N(Iﬂ = ‘[ O‘aﬂdx:,s,
—h{2
hi2

My = | opxydx,,
—hf2
B2

Qaz = j U3adx3s

—hi2

k
q®,

23
(1} - —
=0 k; 2k+3

W= 2k
(2} — . _ [t {4
S =0 R X o 54

(1) {k)

(32) TO =S + 2 SRl
Py 23

Seat Z 241

1 2%
2y _ (k)
=R *4(5““ L ki@’ )

h “ 3
) _ s G
R Sﬁ+2R°"°‘+,{lek+3r

2%
k) 2k +3)

R? = § +hRM+Z e

6
SE = pi +p1 >
R;= Pf+—P?-

Wykorzystujac wzory (3.1), z réwnat réwnowagi

l.i'.l 0
uzyskuje sig:
NypatSg =0,
h
(3.3) Maﬂ,aﬁirERﬁﬁQﬁ =0,

- Qu.a+S3+Sw =0

213
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oraz
r(k)-—-ﬂ(k} = 0
s 0 = 0,
(34) i
g® —mid, =0,
(K k
r—gff = 0.

Skladowe tensora naprezenia, wyrazone wzorami (3.1), spetniaja warunki
brzegowe na powierzchniach warstwy x, = hf2 1 x5 = —h/2 W przypadkuy,
gdy spelnione sg réwnania réwnowagi (3.3) i (3.4), wyznaczaja one statycznie
dopuszczalny stan naprezénia. W zwiazku z tym, Ze wystgpuje zarowno
antysymetryczne (S,, R} jak i symetryczne (R,, S,) wzgledem plaszczyzny
x; =0 obciazenie, przewiduje si¢ koniecznosc uz’:ycia rownan rownowagi
dotyczacych warstwy odksztatconej. Wprowadzono zatem do réwnania (3.3}
sktadnik S, reprezentnjacy rzut sil przekrojowych N,; na kierunek osi Ox;
(2], [31} [4}

Podobnie jak w przypadku naprezen, skladowe wektora przemieszczenia
U, specyfikuje sie zgodnie z (2.2). Wygodna w dalszych przeksztalceniach
okazuje sie¢ nastepuigca ich postac:

U — (k) 2k (k)
oz ua+k§1 ul (n 2k+1) [w + 2 ( —2k+3)]"’
(35) U,=w +1 W(O)-|- i wik L nZk_ 3 ??2+

T & T 2643

1 N 1
- ) (kY (.28
+2[u§ + k}; Uy 2k+1]n.

Do wyznaczenia skladowych tensora odksztalcenia g; przez pochodne sklado-
wych wektora przemieszczenia U, stosuje si¢ typowe w teorii piyt [2, 4] wzory
uproszczone

1
Exp = E(Ua,ﬂ+ UgatVauVap),
(3.6) o
£3; = E(Ua,ﬁ' Uia).

Wystepujaca w (3.6) funkcja V;(xq, x2) Jest pewncz usrednlon4 ze wzgledu na
wspolrzedng x4 skiadowg U,.

Wrykorzystujac prawo Hookea (np [1]) oraz: zw1qzk1 (3 5) i (3.6}, mozna
sktadowe tensora naprezenia o wyrazw przez pochodne sk}adowych wektora
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przemieszezenia U,. Zaleznosei te beda mialy postac dang wzorem (2.2) i beda
wyznaczaé stan naprezenia kinematycznie dopuszczalny.

Rzeczywisty stan naprezenia charakteryzuje roéwnosé wszystkich wspol-
czynnikéw przy kolejnych potegach zmiennej niezaleznej n w wyrazeniach,
opisujacych skladowe tensora naprezenia, (3.1} z jednej strony, z drugiej za$
wyrazonych przez skladowe U;. Poréwnanie odpowiednich wspdlczynnikow,
w przypadku obcigzenia antysymetrycznego, daje nastgpujacy ukiad réwnan:

D 2v i
(3.7 Mo = (1-v) [wa,ﬁ Wt 0ap (wM +7 w@,‘”)}
(3.8) m = (1 V) w2 s +1w§‘)
. Gt,ﬂ il 1—'2‘1' ufl Vs¥ h 2
h2 1—wD [/ =~ 1 |
4 g — ) Wl
20 12k ((I MR, 7’)’
h* 1—vD 1
g — )= Wi 4 vl
(3.9 48R 1 ovh ((1 v)hw + v, V),
h 1—vD 1 '
wg—r("’ = 1—;vh ((1 —v)—ﬁwg"+1’+vwfjfj”) (2k + 22k + 3);
h2

i ! & 2%
"l o—p Aoy
61—y [W3’“+ 12(“’3’“ 2 Gkt 2)2k+d) Wf"“) +

¢
(e East))

(3.10) ,
Z 11 Q(l) ( gO) w(1)>
h2 1 1 2
{ky _ (3] k1)
5 1_vq D(z_w3,a+(2k+2)(2k+3)hwa ),
przy czym
WO = wi®— i 3 Wi
k:12k+3 '
h 2k :
R(3) — S R (k)
RNT) “+ Z kit 3)2k+5)

Roéwnania (3.7) i (3.8) wynikaja z Zzadanej rdwnoSci wspoOlczynnikow wy-
stgpujacych w wyrazeniach, ktore opisuja skladowe o,4, (3.9} skltadowe 033,
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a {3.10) sktadowe o4, z tym zastrzezenlem 7e (3. 9) i (3.10), uzyskano przez

poréwnanie odpowiednich catek I G337dy oraz j" 0441,
-1 -1 7
Analogiczne postepowanic w przypadku obcigzenia symetrycznego prowa-
dzi do nastgpujacych rownan:

2v. 1
(3.11) Naﬁ—Gh[aﬂ+uM+V3aV3ﬂ+1 25mﬁ(uw+ Va,V3},+hu(o))]

o 2y 1
(3.12) ) — Gh[uﬁf}; il éaﬂ(ug,’f%,—l——;;u‘g"))],
h? 2Gh 1
‘Q—P(S) = 1——_—;!:(1 *V) M(O)‘}'V(u%y +—2‘ V3‘y V3!?):|
i
(3.13) }8 P 1_%" ((1—v)-};u(3.1)+vu§ﬂ),
2
%sﬂﬂ _ 26Gh ({1 V) ug.'“‘“+vu‘k+1))(2k+1)(2k+2),
i 8
(1) — 0y __ G 1 3 IETRG § B
Ta G(”I&,a ;.-;1 2k+ 1 u3,u+hua ))

(3.14) )
| — 1 = G(ug‘),,c 2K+ 1)(2k+2)ugf;;“).

W (3.13), wprowadzono oznaczenie

L1 2%
3 . R
F hR3+6(S”+ ) (2kF)2k+3) )

Réwnania (3.11) i (3.12) uzyskano przez poréwnanie wspoélczynnikow, ktore

wystgpuja w wyrazeniach opisujacych skladowe o,,, (3.13) — skladowe

o33 1 (3.14) — skladowe o3, z tym zastrzezeniem, Ze (3.13); otrzymano
1

porownujac catki | o55dn.
-1

E 31 Réwnania warstwy obcigzonej antysymetrycznie

L Wykorzystumc rownama rownowagi (3.3) 1 (3.4);. uklady rownan. (3 7) do
' .(3 10): mozna doprowadzw do: nast@pujacej postaciz:
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2
Yy - (2)
P W3“+2GhQ
2 1 1
T o ) R () S o ¢ 5]
- PG 127" 2eh
. %W(kﬂ): lw(fc) 3 q”" L
h® 2 * J2k+2)(2k+3)
2 @ 1 t h
nd wh = —— @~ g "R
hg 77" 2Gh(Q 2 )
h? h W
DAW(O}—&?(S 48,42 RM)+ AR,
Wt Rt
_ A e — 2 0 e
(3.16) DAWS o AR,
h? W
DAwd 1 — __ Y w1y At
w3 2" 3@+
_ D
M., = **2“[(1"‘V)(Wa,aﬂ+W3,,aoc)+2"5aﬁw3,w]+
Wl R v
Fo | QO T 0 (RP+2S,) |,
8 ’ N
(£} D 1 {0) {0) ={0)
g = ““*[( — V) (Wi + Wik + 28,5 W3), 1 —
| R
(3.17) [Q{“ Qm———aaﬁ(Rﬂ)JrzS )}

D
mi ) = — {Z F( = )i+ wi2e) + 290, wE2, 1 +

NS |
) 4 0 5.0 pl0
4(‘1‘* Tdpa +1 —y 0’ )}(2k+2)(2k+3)’

D
— g L= VO W) 4 20855 w53, ] —

=
e
xu

h? h h
“zj[Qa,,BJrQﬂ,a**( wp+ Rpa) ——— 50:{3 N +2Rw+25

Wystepujace w (3.15) wielkodci w, oraz w (3.17) wielkosci M,, wyznacza si¢ za
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pomoca wWzorow

[+

{k)
Z 2k+3w

_ @ 3
My = M,— md.
/ # ,El 2k+3

Z (3.17) oraz (3.3), 1 (3.4); otrzymujemy
(1} _ h7- 2 1 2
O = —DAws | 40P~ (RP+(1+9)8,),. |,

1
i = wlzDAw“” e [AQ‘” T RO +(L4)S )a],
(31 )

1 h 1 1
e+1y —_DA (k) Aat® R
4 [ AW 4( % tygh )}(2k+2)(2k+3)

Lo — o _ h h _ h
Z gk = —1 DAwS 5 4 Qa—ERa 1= Ss+§Rﬁ,ﬁ+(1+")Sw a

Z rownan (3.18) oraz (3.3); 1 (3.4), wynika

2
(3.19) DAAw, = RV4S, JLA 22V gy 2 g Y
1—v 1—v
1 R [2—v 2
A (0} A R
} 12DAAW +24 (1 +1va“’)’
i h22—vy i
32 “rn o _ m b
(3:20) ’ (2DMW T )(2k+2)2k+3)’

z W [ 2—v h 2
) — O A2 s TR, J s ]
k;} i T DA/I —i—24 [lﬂv( 34-2 C{,g,)—I-l_vSm]

Wykorzystujac (3.16), z rownan (3.20) otrzymuje sig

D : (Al)kJrl R\ 2k 1 /N2 2y
) — SN k W __ L (= (2)_
).r k3112 A k4 DR k 513 AR l—vS“’ ,

EON 2-v. W
- o 3)
A[Z(S +2R“) l—vS._ | OAR ]

:Ehmmujacc z (3 2)9 i (3 2)10 wielkogei oplsane wzorem (3.21); otrzymujemy
uktad dwoch: rownan z dwwma memadomym: RN 1 R® w nastepujace
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postaci
h @ 2k+2 [h\*
0 = =R, .13 L — | A¥ (k+ 1R —
RO =845 Roct3 2, (1) (2k+3)!(2) [( THR
h
k( (2) AR® _ i ‘Sﬂ,
—y
(3.22)

R —§ —I—ER n i( ) - 2k ﬁ ZkAk e+ DRI
st Roct 2y Y

1 h 2 v
—k AR )

Rozwiazanie zadania wymaga w pierwszej kolejnoscl’ wyznaczenia niewia-
domych R i R spelniajacych ukiad rownan (3.22), a nastgpnie wielkosci
z(3.21),, Ws iw¢ Yz(3.19)i(3.16) oraz ¢ 1 Q, z (3.18). Ostatma operacja jest

wyznaczenie wielkosci w1 za pomocg (3.15) oraz m§j i M, z (3.17).

3.2. Uproszczenie rownan zadania antysymetrycznego

Posta¢ przedstawionego w 3.1 ukladu rownan i naszkicowana tam kolej-
noéé dziatan prowadzacych do jego rozwiazania wskazuje na bliskie jego
pokrewienstwo z rownaniami teorii plyt E. Reissnera. Wyraznigj to widaé, gdy
wprowadzi si¢ pojecie Sredniego przemieszczenia U,, definiowanego w tej
teorii wzorem '

3 1
G2 =5 [ Us=man.
Z (3.23} i {3.5), nzyskuje si¢
(3.24) L I ORI S 2k(2k+7)

20 20,27 (2k+2)(2k +3)(2k+5)”
. Wykorzystujac (3.24) 1 (3.20), rownanie (3.19) mozna przeksztalci¢ do postaci
h W2 (2 2
(3.25) DAAw = S+~ R,,+S,——4 R‘3’+ s, ).
, 2 10 \1—vy I—y

- Roéwnanie (3.25) jest identyczne z odpowiednim, uzyskiwanym przy zaloze--
niu E. Reissnera rownaniem, dotyczacym postaci wzoru okreslajacego sktado-
wa 033. Zgodnos¢ z tym zalozeniem otrzymuje si¢ po wprowadzeniu warunku

(3.26) = Q.

Stosunkowo prosty model warstwy, prowadzacy do wynikow dokladniejszych
niz daje teoria E. Reissnera, uzyskuje si¢ przez wprowadzenie w migjsce (3.26)
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slabszego zalozenia upraszczajgcego, mianowicie
(3.27) D = 0,

Wrykorzystujge (3.27) z (3.21),, uzyskuje si¢ rownanie z jedng niewiadoma V)
w postaci nastepujacej:

(3.28)

et 2 h 2y h? h
16 ) NI [+ ¢ § R —R —8,——=4[ 5, R
¥ +8400AAF 24A|:2(S3+2 a.m)‘l’l_v w 10 ( + aa)}

Jezeli przywigzuje si¢ wickszg wage do spetnienia warunkow rownowagi niz do
zgodnoséci odksztalcen, to wielkosci w¥ ™ nalezy wyznaczy¢ na podstawie
(3.20), a nie (3.16). Wykorzystujac (3.27), z (3.20) mozna otrzymac

1 2

22—
(3.29) DAAng?szr(” -0,

o2 h 2
DAAwg°)+12r<1>—w54[ _:(S3+~Ra,a)+msm] =0,

AAwETD = 0,
W rozpatrywanym zagadnieniu brzegowym z (3.29), otrzymuje si¢
(3.30) wl+l =0,
W miejsce w, wygodnie jest wprowadzi¢ nowa wielkos¢ w = U, (y = +1/5'7).
Po uwzglednieniu (3.30), z (3.5), otrzymuje sig

(3.31) w = Wy -+ W~ wil),

Taky samy postaé przybiera wzor (3.23) po wprowadzeniu (3.26). Za pomoca
(3.31} 1 (3.29) rownanie (3.19) mozna przedstawiC w nastepujacej postaci:

h W [2—v h 2
(3.32) Dd4w =S, -I-ERM +S,—— 0 4 l: (S3 +E Rm> +ES,D] .
Opierajac si¢ na roéwnaniach teorii E. Reissnera przedstawionej przez
St. Lukasiewicza w [4] przyjmuje sie, ze $rednia warto$¢ sktadowej wektora
przemieszczenia Vj, wystgpujaca w (3.6) jest rowna wielkosci w, zdefiniowanej
wzorem (3.31). Wielkos¢ w wykorzystuje sig. rowniez’ specyﬁkujacc sktadnik S,
Wyst@pumcy w: rownaniu (3. 3. Jego konkretna postac oplsuje wizOr

(3.33) o S, _H“;;'

w ktoérym TR

o

: H :Nmﬂw,ﬂ‘
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3.3, Réwnania warstwy obhcigonej symetryeznie

Wykorzystujge rownanie (3.13};, z (3.11) otrzymuje sig

¥
(334} 2Gh(ua’ﬂ+uﬂ’a+ Vg,‘a V3,ﬁ) — Nﬂsﬂ+Nﬂdmm5aﬂ(2Nm'+th(a))'
Eliminacia wiclkosci u, i u, 2z (3.34) prowadzi do réwnania
2
(3.35) Naa,ﬂﬂ“—(l-}",)Natﬂ,a:ﬁ = VEAP(S)-—E”!LQ,

w ktorym

Ly = 5 Vs g —(Vaa Vo],
Wprowadzenie funkcji naprezen ¢ takiej, ig
(3.36) >Na,e = “%(¢,aﬂ+¢,ﬁa)+5aﬁ(¢,?w"j S, dxy)

~ do réwnania (3.35), daje

2
(3.37) AAp = —(1+V)S, .+ 4 [Sadxm—EhL(o+v%AP‘3).

Rownania (3.14) mozna przedstawi¢ w nast¢pujacej postaci

kil
ug) = §(E T&”“%‘?x) )

hil 1
3.38 ety O my o b
639 . 4(Gt“ +L“"‘)(:szr 2k +2)

h{1l
z K = ( u_ug);)
G

W rownaniach (3.38) wprowadzono oznaczenie Y zdefiniowane wzorem
3

Wykorzystujac réwnania réwnowagi (3.3} i (3.4) oraz zwiazki (3.38) z (3.11),
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(3.12) i (3.13) mozna otrzymac

2
2GAUY = v(S, . +2GhL )+ {1 —v)%AP“),

(3.39) 2648 = —vs'V— (l-v) AP‘”
(h+1) (k+1) | hz :
26 AU = — Hl=V) a5 45®
3 VS =) ook
oraz
nip = ———[(1‘—1’)(”{30)@ (EsO}Sa)+2V5aﬂu3 W+

+h2 Ty Y s p
I e g

3D
iyt = — 2 { [(1 — vy (s + 1) + 203,505,
(3.40)
h? v 1
_— tc(zk) +t(k3z+—‘5a 1623 I
4 [ BT 0k D2k +2)’
k; k T [(1 — V) (g + 1) + 200,5u87, 1+
h? v
+§[Sm,ﬂ+sﬂga+i__:;5aﬁsy’?] .
Z rownan (3.40) i (3.4}, otrzymuje si¢
h? 1 K
f[(zi) — DA {0) AT(I) _P(l)
2h Y 8 +1 g 7’

(341) 0= ( DAuE, —|—h P E— L ”")—: !
P 1= 4 > ok Y2k +2)’

w 3 2 2
Y kt® = 2hDAu(O’+h AS, A LA

] 1— Sﬂyﬂa'
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Wykorzystujac (3.4),, ze wzoréw (3.41) uzyskuje sig

3 2—vh?
S0 = —Z pAAT 2P,
2h R 1—v 8 F
—vh? 1
42 e = (2 pagu 2 A ),
(342) * (h —va” )(2k+1)(2k+2)
© 3 2—vyh?
ks® — — = DAAUD i
ZI s 5 DA + - ASM
Eliminujac za pomocg (3.39) wielkosci ™", z (3.42) otrzymujemy uklad

réwnan, w ktérym jedynymi niewiadomymi sg w1eik0éci s¥ Uklad ten mozna
napisa¢ w nastgpujacej postaci:

' ( I)k+1 B\2k ) . AT
s (2k) (2) (k+1) () 2k((2) (2) 1 h )l
(3.43)

iks(“:EA Sua— 17— GhLq I ape).
4\ 1 4

Wprowadzajac wielkosci s% dane wzorem (3.43), do wzoréw (3.2); i (3.2),
otrzymuje si¢ nastepujacy ukiad réwnan

(_1)k+1 ]’1 2k h
(1) _ — k )y _ (2)
PO =5 .+ Z (2k+1)]( ) A [(k+1)P 2ic((2) AP +1 Ghl. )J

1
2) -
(344 P ? R+ yy Sa,a +

o (_I)k+1k h 2k X 4 h 2 v
S 2 A ke Y PO — - (2)
+;§1(2’<+2)!2 3 (k+1) 2k 5 AP +1_thLﬂ, :

w ktorym jedynymi niewiadomymi sa PV i P2 Rozwiazanie zadania wigZe sig

z konieczno$cia wyznaczenia w pierwszej kolejnoéci niewiadomych P i P&

na podstawie (3.44), a nastepnie s™ z rownan (3.43),. W nastepnej kolejnosei

nalezy wyznaczy¢ funkcje ¢ z (3.37), wiclkodci N, z (3.36) oraz u, z (3.34).

Rownolegle z (3.39) mozna wyznaczyé u$~ %, a nastepnie % z (3.41), u
z (3.38) i nfY z (3:40), co konczy zadanie. '

3.4. Uproszczone réwnania zadania symetrycznego

Przyjecic zalozenia s = 0 sprowadza réwnania przedstawione w 3.3 do
rownan opisujacych plaskic zagadnienie teorii sprezystosci [4], [3].
Uzyskanie wynikow blizszych Scistym mozna otrzymal gdy przyjmiemy
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stabsze zaloZenia upraszczajgce, mianowicie

(3.46) , skr D=0,

Przy tym zalozeniu, podobnie jak to mialo miejsce w przypadku obciaZenia
antysymetrycznego, z rownania (3.43), wynika réwnanic z jedna niewiadoma
s o postaci:

h? h? W1 1
47) s Ads® =2 A|S, - GhL,— — A{ R4+ = .
(347) sO4zos 4450 = [s w7 GhLy— (h 3+6Sm)]

Wielkosci w4~ 1) wyznacza sig ze wzorow (3.42), ktore, po uwzglednieniu (3.46),
prowadza migdzy innymi do

vh?
2 DAAUY 2o =0
hD S+ I— 4 ’

(3.48)
Adu+D =0

W rozpatrywanym zagadnieniu brzegowym z (3.48) wynika
uft =0,

4, PRZYKLAD

W celu zilustrowania charakteru roznic w rozwiazaniach konkretnych
zadan, do ktorych prowadzi uzuopelnienie réwnan teorii ptyt w sposob
zaproponowany w 3.2 i 3.4 w porownaniu z rozwiazaniami uzyskanymi na
podstawie rownania E. Reissnera, przedstawiono nizej fragmentaryczne wyniki
dotyczace warstwy obcigzonej sila skupiona.

Przyjmuje sig, Zze odksztalcenia warstwy sa na tyle male, iz mozna poming¢
wielko§¢ V; w roéwnaniach (3.6), oraz S, w rdwnaniu (3.3);. W przypadku
obcigzenia danego réownamiami py =0, pi =0, p3 =p, zaleznos¢ (3.1},
przybiera nasigpujaca postaé: '

32N A 3,
(4.1) Usagp(gﬂv—gn) 8(6s +5r 0 Jn?).

Pierwszy skladnik sumy w wyrazeniu (4.1) opisuje'rOZk}ad napr@z’:eﬂ 033,
zaktadany w teorii E. RESNNERA [3], drug zas ]est ‘wynikiem rozszerzenia
modelu warstwy w my$l zalozen poczymowych W (3 2) i (3 4).
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Wielkosci s i '} wyznacza si¢ z rownan (3.47) i (3.28), ktore w rozpatry-
wanym przypadku przybicraja postac:

h* h*
sV AAsY) = — — AAp,

720 16
4.2) » v "
) DT P
a0 T (2,; 10 p)

Roéwnanie (3.5), w rozpatrywanym zadaniu upraszcza si¢ do

1 [ 1y 1 i
(43) uy=w+ 4(w‘°) 5 2)w<”)(n2—-5—>+5(u<°) uP 1));7.

Wystepujace w (4.3) wielkosci w, w§” i u¥” wyznacza si¢ ze wzordéw (3.32),
(3.29), i (3.42),.

Obciazenie warstwy stanowi¢ bedzie sita skupiona P przylozona w punkcie
(0, 0, #/2), zrownowazona obcigzeniem liniowym stalym co do wartosc,
przytozonym do warstwy wzdluz okrggu lezacego w plaszczyznie x, = h/f2
o $rodku w punkcie (0, 0, £/2) 1 promieniu /. Oddzialywania te modelowane sg -
za pomocg obciaZenia powierzchniowego p* = p. Zadanie tak postawione
charakteryzuje symetria osiowa, w zwigzku z czym wprowadza sig Zmienng
niezalezng ¢, zwiazana z x, i x, wzorem

e = [0,/ +(x,/D*]'72,

Za pomoca caltki Fouriera, ze wzoru (3.32) uzyskuje si¢

: PP 2{h\?2—v
. = A _Z(2) D q )
@4 " SnD( 5(1) I—v )

We wzorze (4.4) symbolem w oznaczono wzgledne przemieszezenie $rednie w.
Przyjeto, z¢ w=0 dla g = . Wiclkosci A® i A dane sa nastgpujacymi
wzorami

A® =1ng
AY = p?lnp—1+1 dla p < 1.

Rozwigzanie rownan (4.2), a nastgpnie (3.29), i1 (3.48), prowadzi do

P 1/h\*2—» LNE v
(0 — 10549 ——(2) =X g 2( 7 @) 4 4@
s 21:9[ 2(1) —— +2(z) oy ]]’

PP
0 = —154W).
s dnD

4.5)

2 — Rozprawy Inzynierskie 2/89
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Wielkosci 4D, A® i AW wystepujace w (4.5 sq dane wzorami

AD = ker(w,0),

(4.6) ' AD o izkei(mag),
mex

4 '
AWM ~ —ag—zkel(a)sg),
w ktorych

!
o, = (8400)/* -,

!
= (72004,
w, = (720) h

Pojawienie sig w (4.5) sktadnikow zaleznych od A2 AD T AD jest konsckwen-
cja rozszerzenia modelu warstwy zgodnie z (3.27) i (3.46). Sktadniki te majg
charakter lokalny i praktycznie mozna je pomina¢ gdy ¢ > 2h/1; natomiast
nabieraja dominujacego znaczenia w bezposrednim otoczeniu punkin przylo-
senia sty P. Przyblizony charakter rozwigzania zasygnalizowany w (4.6) wiaze
sie z tym, ze dane tymi wzorami funkcje nie zawieraja sktadnikdéw o podobnym
lokalnym znaczeniu a pochodzacych od obcigzenia réwnowazacego sile P.

Okredlone wzorami (4.4) i (4.5) wielko$ci wystarezajg do wyznaczenia
przemicszezen punktow gornej (X5 = h/2) i dolnej:(x; = —h/2) powierzchni
warstwy. Ze wzoru (4.3) otrzymuje si¢

#i PIZ 4) 4) 4(h ’ (2} (2) 4)
Usle, n = il)x% AD+844D — | (AP AP+ 154 |.

Przedstawione powyzej rozwiazanie daje skoficzona warto$¢ przemieszczenia
U0, n=+1) dla g—0.

Rozwiazanie pozostatych rownan prowadzi miedzy innymi do nastgpujacego
zwiazku, dotyczacego naprezefi w otoczeniu punktu przylozenia sity P:

3P v/ B\ 1
4.7 - —— (a4 _EY g—
@7 on Znhz(“ Vine S(I) Q’")n

i P v\ 1 3
—— {21001 1 =) —= 2L
471'112(210( +v) nq+2<1.) Qz)n(n 5)+
i P

6" AC
(2) YAV A )
+h2mrrf7(1 n%) +4nh2v(1) e

{ P 1y 1
i [45(1 +v)Ing] (n2—§> +Enﬁf’(1 —
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Wzor (4.7) jest fragmentem zaleznoéci dokladnej, w ktorej pominigto niezalezne
od o skladniki oraz te, ktore osiagaja wartosc zerowa gdy ¢— 0. Traktujac t¢
dokladna zalezno$¢ jako rozwiazanie podstawowe, mozna za jej pomocg droga
calkkowania uzyskac zaleznosc¢, obowiazujaca w przypadku p, dzialajacego na
powierzchni kota o danej $rednicy i érodku w punkeie (0, 0, h/2).

Jak wiadomo z [4], Sciste rozwiazanie tego zapadnienia charakteryzuje
nieciaglo$¢ naprezen o, w punktach gornej powierzchni warstwy na krawedzi
kota i ciaglo$¢ naprezen o, na powierzchni dolnej. W punktach na brzegu
warstwy z (4.7) uzyskuie si¢

P v\ |
J;-;-(Q, H = 1) = _W(30(1+V)IHQ—E(T) Q_Z)’

(4.8) P
Grr(Q: == 1) = ;ﬁﬁ“ 15(1 +V)111Q
Rzad osobliwosci wystepujacych w (4.8) zapewnia jakosciowa zgodnos¢ z teo-
ria Scista w wyZej zasygnalizowanym sensie.

5. WNIOSKI KORCOWE

Zaproponowany wzorami (3.1) i (3.5) opis sktadowych tensora naprezenia
i wektora przemieszczenia pozwala przedstawi¢ rownania teorii sprezystosci,
dotyczace warstwy w postaci umozliwiajacej bezposrednie pordéwnanie tych
rownan, z rownaniami teorii przyblizonych (plyt i tarcz). Pierwszoplanowa rola
w tym pordwnaniu przypada zwiazkem (3.37) 1 (3.19) lub (3.25) W p. 3.2 34
zaproponowano pewien uproszczony model warstwy, ktéry mozna potrak-
towaé jako rozszerzenie teorii ptyt E. Reissnera, opisujacej réwniez zjawiska
lokalne towarzyszace obciazeniom o duzym gradiencie. Z punktu widzenia
oceny bezpieczenstwa konstrukcji, waga tych lokalnych efekiow wydaje sie by¢
decydujaca, co sygnalizuje porownanic dwoch pierwszych sktadnikow sumy po
prawej stronic znaku rownosci we wzorze (4.7). Mozna wykazad, ze, o ile
w myél teorii E. Reissnera zginanie plyt opisuje uktad rownan rozniczkowych
czastkowych laczenie rzgdu szdstego, to zaproponowane w 3.2 rozszerzenic
podwyzsza ten rzad trzykrotnie. Z tego miedzy innymi powodu, wydaje sig
bardziej celowe formulowanie zadan dotyczacych plyt o skonczonych wymia-
rach w sposob prowadzacy do ukladu réwnan calkowych, a nie rdznicz-
kowych. Aby stalo si¢ to mozliwe, konieczne jest uzyskanie rozwiazan
podstawowych (funkcji Greena). Rozwigzania podstawowe bgdi przedstawione
w odrebnej pracy. Zaproponowany tu sposob uproszczenia réwnan prowadzi
w istocie do ograniczenia liczby wyrazoéw wiclomianu opisujacege skladowa
633 tensora naprezenia. Inna, jakoéciowo rozna droge konstrukcji modelu
przyblizonego, stwarzaja uklady rdéwnan (3.22) 1 (3.44).
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PEIIOME

O HEKOTOPOM MOMOJIHEHWUHA VPARHEHUH TEOPUW TUTUT 3. PEACHEPA

B pafore oOCYXHACHEI YpaBHEHWH TEOPHM YIPYTOCTH, ONHCHIBAIONmE JchopMalH
H30TPOHHOH M OJHOPOAMON MONOCHL, COCTOSINEH M3 YNpyroro marepHana, mojy AeHCTRueM
NOREPXHOCTILIX  NAUPY20K. B UACTHOM CNyHae TPEICTABIEHHOE peldeHHc Npobaemb
HENOCPE/CTEEHHO CBOAMTC K ypapHenHaM PeiicHepa B TEOpHM {LJTACTHH. B pesynwTaTe
NOMIyueHbl YDABAEHHS, CrocobHBlE pPelaTh PACCMATpHBAEMElE UPOGIEMEl, o0cobCHHO NpH
COCPEMOTOMNERX HATpy3Kax. Ilpeanaraemsti cnioco6 peimerma mpobremer nossonseT ocxaburs
npuHaTEE PeficHEpOM IPEANONOKEHHS, YTo TPUBOJHT K OoJNec TOYHBIM PEIUCHHAM.

SUMMARY

COMPLEMENTARY REMARKS ON E. REISSNER'S PLATE THEORY

Fundamental cquations of the elasticity theory are presented for the case of an isotropic,
homogeneous, linearly elastic Iayer of constant thickness loaded at the surfaces. The approach
proposed makes it possible to apply the model of the layer known from the Reissner theory and to
disregard certain simplyfying assumptions used in that theory. The equations derived yield the
results which are closer to the accurate selutions, first of all in the cases when the load consists of

. concentrated lorces.
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