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METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH W ANALIZIE
PRZYSPIESZONEGO PELZANIA KONSTRUKCII
CZ. 1. TEORIA

LESZEK. GADOMSKI (SIEDLCE) T WIESLAW WOJEWODZEKI (WARSZAWA)

Sformutowano réwnania metody elementow skoficzonych do opisu pelzania przyspieszonego.
Konstrukeje znajdujace sig w podwyzszonej temperaturze poddane sa drialaniu stalego w czasie
obciazenia. Przyjeto addytywnosé odksztalcen sprezystych i pelzania. Odksztalcenia sprezyste
wyraza prawo Hooke’a. Predkosc odksztalcen petzania i zmiany parametru uszkodzenia sa dane
przez rownania LECKIGO 1 HavyHURSTA, [3]. Podstawowy uklad réwnan, po zastosowaniu
procedury metody elementéw skonczonych, zostal zredukowany do rézniczkowo-catkowych
réwnah, w ktorych niewiadomymi s napreenia i parametr uszkodzenia. Numeryczne calkowanie
tych rownan wzgledem zmiennych przestrzennych prowadzi do nielinfowych réwnaf roznicz-
kowych zwyczajnych rzedu pierwszego. Ten uklad z kolei, jest catkowany wzgledem czasu metoda
Eulera. Otrzymano analityczne wyrazenie na dlugo&é kroku czasowego zapewniajacego numerycz-
na stabilnosé rozwigzania. Zaproponowano specjalny sposob numerycznego opisu uszkodzonych
elementéw w procesie pelzania konstrukeji, ktére nie sa w stanie przenosi¢ dalgj obciazenia. Czyni
to algorytm obliczen prostszym w stosunku do istnigjacych podejéc.

1. WPROWADZENIE

Konstrukcje takie jak czgsci samolotow, urzadzed energetyki jadrowej,
instalacji chemicznych, reaktordw, turbin gazowych, silnikdow Diesla, rdéznego
rodzaju zawory, obudowy, zbiorniki wykonane z aluminium, stali, niklu,
stopow zelaza i innych metali pracuja w podwyZzszonych temperaturach.
W temperaturach 0.30,, i wyzszych, gdzie 8, jest temperatura topnienia metalu,
uwzglednienie pelzania jest konieczne. W przypadku poruszajacych sie i scisle
dopasowanych czgsci maszyn wielkos¢ odksztalcen pelzania decyduje czesto
o czasie ich technicznej uzytecznosci. W innych przypadkach, gdzie wiclkosé
odksztalcent nie jest tak istotna, czas technicznej uzytecznoséci konstrukeji (czas
zycia) jest okrelony pojawieniem si¢ peknig i nieszczelnosci. Przy duzym
naprezeniu 1 niskiej temperaturze na skutek ciagliwosci metali pekniecie
(ciggliwe lub transkrystaliczne) wystepuje przy duzych odksztatceniach 1 wyraz-
nym przewezeniu przekroju. Przy malym napreZeniu i wysokiej temperaturze,
pecknigcie (kruche lub interkrystaliczne) pojawia sie przy malych odksztal-
ceniach pelzania jako rezultat wzrostu akumulacji mikrouszkodzen wewnetrz-
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nej struktury metalu (szczelin i pustek na granicach ziaren). Te formy peknieé
wynikaja z zachowania si¢ granic ziaren w okreslonej temperaturze. Powyzej
temperatury réwnej kohezji, wytrzymalos¢ polaczen ziaren jest mnigjsza niz
samych ziaren 1 zniszczenie ma charakter kruchego peknigcia. Natomiast

ponizej tej temperatury zniszczenie ma ciagliwy charakter 1 zalezy gtownie od =

zachowania si¢ ziaren. MozZe rownieZ wystapiC zniszczenie o mieszanym
charakterze. Temperatura rownej kohezji wynosi okolo 0.40,,+0.68,,. Zalezy
ona glownie od materialu i maleje ze wzorem pelzania.

W pracy zajmowac si¢ bedziemy pefzaniem metalowych konstrukcji w pod-
wyzszonych temperaturach przy matych naprezeniach. Fizyczne procesy za-
chodzace w deformowanym materiale w takich warunkach (mechanizmy
nukleacji i wzrostu mikrodefektow [1]) prowadza do kumulacji mikrousz-
kodzen na granicach ziaren i w konsekwencji do propagacji kruchych peknigé
wyczerpujacych nosnoéc¢ elementu konstrukcji. W prostej prébie pelzania
postegpujacemu uszkodzeniu mikrostruktury materialu towarzyszy wzrost pre-
dkosci odksztalcenia w trzeciej fazie pelzania.

W przypadku statycznie wyznaczalnych konstrukeji okreslenie czasu do
zniszezenia (czasu Zycia) jest proste, poniewaz stan naprezenia jest wyznaczony
przez réwnania réwnowagi. Podstawiajac obliczone naprezenia do zwiazkow
fizycznych znajdujemy poszukiwany czas.

W przypadku statycznie niewyznaczalnych konstrukcji zagadnienie jest
zlozone. W procesie projektowania stosuje si¢ uproszczony sposob postepowa-
nia dla okreslenia czasu zycia, a mianowicie poszukuje si¢ maksymalnego
naprezenia w stanic ustalonego pelzania i korzysta z zaleinosci napreze-
nie—czas pekniecia, ustalonej dla jednoosiowego stanu, rys. 1. Jednakze ten
sposob ma kilka stabych punktow. Po pierwsze, okreslenie naprezen w ustalo-
nym stanie pelzania nie jest proste, wymaga najczgsciej uzycia numerycznych
metod. Po drugie, w niektorych przypadkach mozna otrzymaé niekonser-
watywne oceny na skutek pominigcia wplywu zlozonego stanu naprezenia na
zniszczenie [2]. Po trzecie, naprezenia ustalonego stanu pelzania zmieniajg sie
kiedy w obszarach o najwickszym wyteZzeniu pojawiaja si¢ lokalne zniszczenia.
W obszarach tych wystepuje odciazenie i maleje predkos¢ kumulagji uszko-

log €,

log t,

Rys. 1. Krzywa naprezenie — czas pekniecia probld
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dzen. Ta redystrybucja naprezen, jak rowniez redystrybucja z poczatkowego
stanu sprezystego do stanu ustalonego pelzania, powoduja, Ze na ogot czas
zycia konstrukgji jest znacznie dhuzszy niz ten okreslony z procedury wykorzy-
stujacej stan ustalonego pelzania [3].

Sciste okreslenic pola naprezed odksztalcen oraz stopnia akumulaciji
uszkodzen struktury materialu konstrukcji wymaga z reguly numerycznego
rozwigzania nicliniowego uktadu rownan rdzniczkowych czastkowych z odpo-
wiednimi warunkami poczatkowymi i brzegowymi. Roéwnania fizyczne, bedace
czescig tego ukladu, sa formulowane na gruncie kontynualnej mechaniki
uszkodzen. W przypadku konstrukcji o ztozonych ksztaltach i warunkach
brzegowych, trzeba stosowaé metode elementéw skonczonych. Jej uzycie jest
na ogdt zlozone, wymaga komputera o duzej pamigci, stad dotychczasowe
zastosowania sa nieliczne, [4].

Celem pracy jest przedstawienie mozliwie prostej metody analizy przy-
spieszonego petzania, wykorzystujacej koncepeje elementéw skonczonych oraz
jej zastosowanie do analizy konstrukcji o roznorodnej geometrii i dowolnej
postaci obcigzenia.

2. PODSTAWOWE ZWIAZKI I ROWNANIA

Rozpatrujemy ciato zajmujace w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej
obszar Q. Na czeéci powierzchni ciala I, okreslone sa przemieszczenia ii;(x, t),
‘na pozostalej czesci I',=I'—TI, zadane jest obciazenic ¢;(x, 1), gdzie
X = (X,, X,, X3}, X; oznacza wspolrzedne kartezjanskie, a ¢ czas.

Skladowe tensora naprezenia o;; speniaja rownania rownowagi i warunki
brzegowe

(2.1) 6,; V=0, XeQ,
(2.2) oy =1t;, Xel,

gdzie f;(x, t) oznaczaja sktadowe sil objetosciowych, a n; skladowe wersora
normalnego do powierzchni I', w punkcie x. W rownaniach (2.1) pominigto
czlony inercyjne ze wzgledu na quasi-statyczny charakter pelzania.

Pole przemieszczen u,(X, £} musi spetnia¢ dane warunki brzegowe

23 Cow=d, xel,
Przyjmujemy, ze odksztalcenia sa male, a zatem

) by = 5+,

oraz '

(2.5) Sij = ﬁ[gj‘}“agj.
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Zwigzek miedzy sprezysta czescia odksztalcen &f; 1 naprezeniami ma postac
(2.6} &5 = Ciju ou+0g 08;;,

gdzie C;y jest tensorem stalych sprezystosei, o, oznacza wspolczynnik liniowe;
rozszerzalnosci, 0 temperature, a &;; jest delta Kroneckera.

Roéwnania opisujace predkosci odksztalcen pelzania £f; oraz réwnanie
predkosci zmian parametru uszkodzenia Y przyjmujemy w postaci [3],

. K ,op
2.7) & = g[’,,(P agij,

. A
(2.8) = ——A".

=y

Funkcje ¢(o;) i 4(oy) sa wypukie i jednorodne stopnia picrwszego;
przyjmujg warto$¢ ¢ w jednoosiowym stanie napre¢zenia. Stale materialowe
K, n, A, v sa zaleine od temperatury i sa wyznaczane z prob jednoosiowego
pelzania w drugiej i trzeciej fazie. Skalarna makroskopowa zmienna stanu
Y (parametr cigglosci, ogdlnie uzywa sig nazwy parametr uszkodzenia) przybie-
ra wartoéci: 1 w stanie poczatkowym bez defektow oraz 0 w chwili zlokalizo-
wanego zniszczenia materiata.

Moc dysypacji na jednostke objetosci w procesie pelzania wynosi

s K n
(29) _ ‘D:Eijaijzwﬁ(to +1.

Dla materialow statecznych w sensie Druckera powierzchnie stalej dysypacji
mocy D (o)) = const sa wypukte i sa potencjalem dla wyznaczenia predkosei
odksztalcen pelzania [5], :

I N
Y day;

(2.10)

Wypuktos¢ jednorodnej funkcji @ wynika z (2.9) dla D(o;;) = const.
Czas zycia t, otrzymuje si¢ catkujac rownanie (2.8) 1 wykorzystujac warunek
i = 0. Dla stalego stanu naprezenia otrzymujemy zwigzek
1

Powierzchnie izochron (powierzchnie jednakowych czasdéw zniszczenia) sa
dane rownaniem 4 (o;;) = const. Na podstawie badan doswiadczalnych [6—38]
okre§lono w [8] nastepujaca postac funkeji:

(2.12) Afoy;) = oo+ fo,+yJ, = oy,

gdzie o, B, y stale, przy czym a+ f+7 = 1, 6, 0znacza jednoosiowe naprezenie
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powodujace peknigcie probki w czasie t,, ¢, jest maksymalnym naprezeniem
gltéwnym, o, = ﬁ fe,—0,)°+(o,—03)* +{0;—0a,)*]"* oznacza intensyw-
no$¢ naprezenia, a J; = 0, +06,+0, jest pierwszym niczmiennikiem tensora
naprezenia. Wartodci «, ff, y wyznacza si¢ z prob pelzania w jednoosiowym
i dwuosiowym stanie naprezenia oraz z proby czystego skrgcania. Specyfikujac
wartosci o, f§, y otrzymuje si¢ znane kryteria: a)dlac =1, =y = 0 — kryte-
rium maksymalnego naprezenia glownego (miedz, braz), b) dla « =0, g =1,
y = 0 dostaje si¢ kryterium intensywnosci (lub efektywnego) naprezenia Hube-
ra—Misesa (stopy aluminium, stal), ¢) dla f=1-—a, y=0 odnajdujemy
kryterinm SposYRIEWA {6]. Jak wykazaly badania, kryteria a) i b) opisuja
skrajne przypadki zachowania si¢ materialéw -1 w przypadku plaskiego stanu
naprgzenia sa przedstawione na rys. 2. Konstruowaniu izochronicznych
powierzchni zniszczenia jest poswiecona praca {9].

Kryt. maksymelnego 62/6
naprezenic glownego 0

keyt. HMH

kryt. CT

6,/6

Rys. 2. Krzywe jednakowych czaséw zniszczenia

Fenomenologiczne rownania (2.7), (2.8) LeckiE i HAYHURSTA [3] sa
uogdlnieniem rownan jednoostowego stanu naprezenia, rownan Kaczanowa—
Rasotnowa [10,5]. Dla =1 rownania (2.7) redukuja sie do rdéwnan
ustalonego stanu pelzania.

Pojecie uszkodzenia i jego reprezentacji za pomoca skalarnego parametru
cigglosei ¥, oznaczajacego ulamek powierzchni przekroju nie zajety w danej
chwili przez defekty, zostato wprowadzone przez Kaczanowa [10]. RABoTNOW
[5] zamiast  wprowadza parametr @ = 1--y nazywajac go parametrem
uszkodzenia, ktory okreSla teraz utracona czeé¢ aktualnej powierzchni prze-
kroju. ‘ '

Badania do$wiadczalne [11—16] wskazuja w ogdlnosci na anizotropowy
charakter wszkodzenia, ktory zalezy silnie od rodzaju materiatu, typu ob-
ciazenia i temperatury. Makroskopowe zmienne stanu opisujace deterioracje
materialu powinny mie¢ tensorowe wlasnosci. Dotychczasowe proby nie
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doprowadzity do okreslenia takiego efektywnego modelu. Syntetyczny prze-
glad teorii kontynualnego uszkodzenia materialow zawiera praca [17].

Jednakze w przypadku ciggliwych metali i rzadkiej koncentracji kulistych
mikrodefektow [11, 18, 197, skalarny parametr Kaczanowa nie uwzgledniajacy
kierunkowego charakteru uszkodzenia, moze stanowic¢ wystarczajaca aprok-
symacje rozktadu i gestoéci uszkodzenia. Fizyczne teorie pelzania [1, 11]
definivja uszkodzenie jako calke z predkosci nukleacji i wzrostu pustek na
granicach ziaren. LECKIE i HAYHURST [20] pokazali, Ze w warunkach proporcjo-
nalnej historii naprezenia fenomenologiczne uszkodzenie o jest znormalizowa-
ng forma fizycznego catkowego uszkodzenia. Zatem w sytuacjach pelzania, gdy
pola naprezert nie ulegaja duzym obrotom, réwnania konstytutywne (2.7), (2.8)
moga byé stosowane.

Dla metali przy zaloZeniu izotropii i niescisliwosci w zakresie odksztalcen
pelzania funkcje ¢ (6;) w réwnaniu (2.7) przyjmuje si¢ w postaci '

(213) (P(UIJ') =g, = {3.[2)1]2,

gdzie I, = s;;5;,;/2 jest drugim niezmiennikiem dewiatora naprezen s;;. Ponadto
jesli przyjaé powierzchnig izochroniczna dla przypadku b) (kryterium intensyw-
‘nosci naprezenia), to wowczas rownania (2.7), (2.8) przyjmuja postac

. 3K ,_
(2.14) =55 L5
. A
2.15 = .
(2.15) ¥ ¢

3. ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH
DO ANALIZY NIEUSTALONEGO PELZANIA

3.1. Sformulowanie zagadnienia

Podstawowe rownania problemu podane w rozdziale 2 wygodniej jest
dla celdw dalszych rozwazah przedstawié w postaci wektorowej. W tym
celu oznaczamy przez x=(x,y,z)" wspolrzedne przestrzenne, przez
u = (u,, u,, u)’ =u(x, 1) pole przemieszczen, przez v = (v, v, v,)7 = v{x, t)
pole predkosci przemieszczen oraz przez & = (g, &, &, Vo Voxo Yuy) =
=e(x, 1), ©=1I(0, 0, 0y Tyzs Toxs )" = 6(x, ) odpowiednio, wektor skia-
dowych stanu odksztalcenia i naprezenia. Mamy zatem

. g =g"+¢,
3.1) _ g = Lu,
o = Dsg’,

Lo +f=0, xe,
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= (o) o
Kl
(32) v ’

W= —%¢”(¢)

oraz warunki brzegowe
u

M's =t(x, 1), xel,

u(x,t), xel,,
(3.3)

i warunki poczatkowe
(34) P 0 =1, ulx,0)=u(x),
gdzie LT jest operatorem rozpiczkowym,

o/ox 0 0 O 38foz dfoy
(3.5 L"=|0 @/oy 0 0/az 0 dfox |,
0 0 dfez 8/dy d/ox O

D oznacza macierz sprezystodci, f = f(x, ) jest wektorem sit objetosciowych,
macierz M” zawiera cosinusy kierunkowe normalnej zewngtrznej n do brzegu I',

n, 0.0 0 n, n
(3.6) M'=10 n,0 n 0 n|.
0 0 n,n,n 0

7Z uwagi na przyjeta tradycyjna postaé wektora odksztalcenia
£ = (&, &y &> Vyzs Vaxs Yxy)T, podobnie i wektora naprezenia o, funkcja ¢ (o)
w (3.2) jest przeksztalcona postacia @ (o) wystepujaca w réownaniach (2.14),
(2.15) po uwzglednienin w tej ostatniej o, = 6, gdy i #j. Ponadto 2&; = i,
gdy i # j. Pamietajac o tych uwagach, przyjmujemy w zapisach wektorowych
to samo oznaczenie ¢ co 1 poprzednio.

Rownania fizyczne (3.2) dla ¢ wedlug (2.13) lub wprost réwnania (2.14)
wygodniej jest dla celow obliczen zapisaé w postaci

3.7 ¢ =T9,
gdzie

23 —1/3 —1/3000]
23 —1/3000

3K, 23 000
b=op? 200/

(sym) 20

2

7 — Rozprawy InZynierskie 2/89
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Roézniczkujac wezgledem czasu (3.1}, (3.3} i eliminujac &, £€°, ¢ otrzymujemy
uklad rownan opisujacych zagadnienie brzegowe dla pola chwilowych predko-
éci w czasie £

L’ (DLy) = —t+L7(D&), xek,

(3.8) ' " ,
MTDLy = t+M!"Dé°, xel,,

v=yv, xel',.

Operator LT (DL) jest liniowy, symetryczny, typu eliptycznego. Dla &° okres-
lonego na podstawie (3.2), i przy spetnieniu odpowiednich warunkow regular-
nosci brzegu I' oraz danych funkcji f, 1, ¥, rozwiazanie zagadnienia (3.8) istnieje
1 jest jednoznaczne.

Tak sformulowany problem bedzie rozwiazywany w dalszej czgsci pracy
z zastosowaniem metody elementéw skorczonych,

3.2, Zasada prac wirtuainych, aproksymacja rozwiqzania

Niech &(x) bedzie dowolnym, wystarczajaco regularnym, polem wek-
torowym okreSlonym dla xe (2. Mnozac skalarnie § i rownanie rownowagi
(3.1, oraz catkujac po objetosci Q i przeksztalcajac otrzymujemy zwiazek

(3.9) {LE) 6dQ = [ETtdQ+ JETtdr+ § ETtdr,

2} 2 Iy Fu

Zaloimy, ze & oznacza pole przemieszczen m, ktore aproksymuje sig
nastepujaco:

(3.10) u = Na+Na,

gdzie N(x) i N(x) s3 macierzami funkcji ksztaltu o wymiarach 3xn i 3 xm,
odpowiednio regularne, a ponadto N(x)=0 dla xel,; a={(a,,...,a,)"
ia=\(d,,..., a,)" oznaczaja parametry przemieszczen. Podstawiajac (3.10} do
zwigzku (3.9), ktory jest spelniony dla dowolnych zmian a i a otrzymujemy
uklad (n+m) réwnan réwnowagi. Nastgpnie ten liniowy uklad przeksztalcamy
po wykorzystaniu zaleznoéei (3.1), (3.10) do postaci

K Klfa R BT . (n rownan),
o [E B e

gdzie

(312) K = {B'DBd2, K =[B'DBdQ, K = [B'DB4Q,
2

{nxn} Q (r X m) b?] {m x m)

B(x) = LN(x), B(x)=LN(x).
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.:; Wektor R zawiera n znanych skladowych uogdlnionych sil

- 313) R= [N"fd0+ [ N'TT,

I'e
 natomiast R (m skladowych)
- (3.14) R = [R7fd0+ [ RTErs [ NTedr

I I,

. zawiera nieznany skladnik (ostatni wyraz) zalezny od nicokre$lonych na razie
- reakcji t na powierzchni I',.

W (3.11) niewiadomymi sa parametry przemieszczen a, natomiast a spelniac
- musi warunek brzegowy

(3.15) N(x)a=u(x), xel,.

Powyisze rownanie spelnione moze byé dokladnie jesli sa zgodne zaleznosci
funkcyjne N i @, tzn. gdy dane przemieszczenia n(x) wyrazié¢ mozna jako
kombinacje liniowa przyjetych funkeji ksztaltu. Czgsciej zapewnié¢ mozna
spetnienie (3.15) tylko w skoniczonej liczbie m punktow brzegowych, wowezas
wyrazenie N (x)a interpoluje zadane przemieszczenia @i(x) na podstawic ich
wartosci w wymienionych wyzej m punktach.

Zakladajac dalej, Ze a i 4 sa funkcjami czasu otrzymujemy z (3.11) (pe
zrozniczkowanin wzgledem 1),

(3.16) a=K 'R—-K 'K 'at+K !'[B'DidQ,
2

(317) R=K"aKa— [B'DidQ =
0
=K-K'K'Ka+K'K'R+K"'K™* jBTDé“dQ—jB"'DéCdQ.

Eliminujac w rownaniach (3.16), (3 10) i (3.1) wielkosci kinematyczne 4, B, &°
otrzymujemy

(3.18) &= %o—(x, t)= —D&+DBK ' [ D& dQ +
2

+D(BK !R—BK ! Ki+Ba).

Ze wzgledu, ze & = & (o, ) (row. (3.2),, parametr uszkodzenia y zalezy od
historii naprezenia), a I i B sa funkcjami tylko zmiennych przestrzennych x,
zaleznos¢ (3.18) uvzupelniona zwiazkiem (3.2), przedstawia uklad réwnan
rozniczkowo-catkowych, w ktoérych niewiadomymi sa & i .

Analizujac prawa strong réwnania (3.18) latwo zauwazyé, ze zmiany
naprezenia w czasie dla dowolnego punktu x sa konsckwencja:

a) lokalnej relaksacji naprezen spowodowanej lokalna zmiana odksztatcen
petzania — pierwszy skladnik,
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b) redystrybucji naprezen (,przeplywu” naprezen z pozostale] czgsci mala
gdzie rowniez wystepuje relaksacja) — drugi skladnik, -:_

¢) natychmiastowej reakeji sprezystej ciala spowodowanej zmiang warun-
kéw brzegowych — trzeci skladnik. '

3.3. Parametryczne sformulowanie metody elementow skoriczonych

Na wstepie podajemy, wykorzystane w pracy, niektore zaleznosci stosowa-
ne w metodzie elementéw skonczonych, por. ZIENKIEWICZ [21], BATHE [22].
Przez o oznaczamy obszar dwu lub trojwymiarowej przestrzeni kartezjad-
skiej zdefiniowany nastepujgco: '

={&nQ)r—1<é<], -1 L (-1<s{< D}

Dowolne pole wektorowe u okreflone na w wygodnie jest aproksymowaé-_'?f
liniowa kombinacja funkcji ksztaltu N;(¢, 5,{()) oraz wartosci —u(g )
w okreslonych punktach (weztach) &; = (5,, n, (), i=1,2,. P y

(3.19) u(g) = Z, N,@Eu, Eew, NiE)=o

Odwzorowanie parametryczne obszaru @ na ¢zes¢ Qg obszaru Q (element), -
oznaczane P;:w— Qg, okre§la si¢ wzorem

(3.20) Qpox(E) = Z NiE)x

gdzie Ni(E), i=1,2,..., 0, sa innymi funkcjami (ksztaltu) speliajacymi -
warunek N;(§)=d;, zad x, zawieraja wspolrzedne punktéw wezlowych
Eew, (=1,...,0), w ukladzic wspohrzednych x, y, (z). _

Zwiazki (3.19), (3.20) definiuja, przy zalozeniu odwracalnosci odwzorowania
&, jednoznaczng interpolacje parametryczng pola u na obszarze elementu Q. -
Dalej stosowane beds izoparametryczne elementy skonczone, dla ktérych
P=0, &=§ oraz N,= Ni. |

Pole wektorowe u okreslone na 2 mozna zatem aproksymowaC na
podstawie wartoéci weztowych u, okre§lonych w dowolnej liczbie punktow
lezacych wewnatrz obszaru £ i na jego brzegu F stosujac odpowiedni podzial
obszaru na elementy, Q = Q= ) Q.

{E)

. Macierz zwigzkéw geometrycznych. Rozpatrujemy izoparametyczny ele-
ment Q= @, (w); przemieszczenia wezlow okreSlone sa  wektorem
8% = (81,87,..., 80T, gdzie §, = (u, v, w)"' oznacza przemieszczenia i-tego
wezla, a P jest liczba wezlow elementu €2;. Na podstawie (3.19) pole
przemieszczehr w clemencie Qg okresla wzor '

5
(3.21) u(x):[Nf(x)13,...,N%(x)lsj{:l}=NE6E, xeQy,
BP
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gdzie Nﬁv(x)zNi(Ej,)lg:%,(x), zatem dla wezla x;=®;(E), NF(x)=

= N,(§;) = 9y, u{x;) = §;, ponadto I, oznacza ogolnie k-wymiarowa macierz
. jednostkowa, we wzorze 321 k= 3.
Z (3.1), otrzymujemy odksztalcenia w elemencie

(3.22) ¢f = L{u(x)) = L(N"8") — [B%, ..., B£]8* — BE 8%,

‘gdzie Bf = L(NFL,). Pochodne {dNF/dx} okrefla si¢ przez {ON[/0§} wedtug
WZOTU

(.23 {ONH/ox} = [J 1T {ONF/E).

gdzie [J] = [0x/0&] jest macierza Jacobiego odwzorowania (3.20).
Powyzsze zwiazki dla plaskiego stanu naprezenia i odksztalcenia maja

postac
H, - B 8, E gL Hix
u - =|:N112,..., Nplz] : =N 8 > 81': ?
u, 6}] Usy

e, ojox 0
(3.24) =<y, r= [6/6)) 6/6x} u=[BY, ..., BE] 6% = BF§%,
__ : 0 8/ay

»

ONE/Ox O
Bi= [aN;‘f/ay BN;E/ax},
0 ONF/oy

a w przypadku osiowej symetrii {r, 9, z — wspotrzedne walcowe, 0§ z pokrywa
sie z osia symetrii}:

i, 81 ..
uz{ *}:[N'{Iz,...,Nf,IZ] . b= NEGE, 8i={ }
uz a Uz

»
(&, dfor 0
vz 6/0
(3.25) &F =< Z = 0/ : g;g; u=|B%,..., Bf| 8" = B*&*, .
L&y I/t O
[ONFjor O
BE — ONT/oz ONF/or

10 aNFjoz |’

| NTfr 0

Macierz pochodnej (Jacobiego) odwzorowania (3.20) ma w przypadku
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dwuwymiarowym postac

oN; EaN"
X, LA— X
I

ON, N,
yF—ty YT ——ty.
86 y[ a}? yl
Macierz stalych sprgz‘ystbs’ci D. Macierz te wyznacza sie ze zwiazkow -
liniowej sprezystosci (notacja tensorowa), :

(3.27) 01 = Bt

dla przyjetej definicji wektoréw stanu naprezenia i odksztalcenia.
W przypadku izotropii materiatu dla zagadnien tréjwymiarowych mamy

z
(3.26) [/]=

E v
. e . - ———-——-———5..5
(328) Elﬂci 1+v51k5ﬂ+(1+v)(1_2v) ij Ykl
oraz
15 v000
1 7000
E(1—v) 1000 oy 1—2v
329) Do W _v
(3.29) L+ v)(1—2v) kool BeV=10 k=0
(sym) kO
- k—

E jest modulem Younga, a v wspolczynnikiem Poissona.

Dla zagadniest plaskich i osiowo-symetrycznych, uwzgledniajac wyrazenia
(3.24) 1 (3.25) definiujace ¢ mamy:

dla plaskiego stanu naprezenia

E 10 ¥
(3.30) b =12 0{1—w/2 0|,
v vy 0 1

dla osiowej symetrii i plaskiego stanu odksztalcenia

I 0V 7
_ E(1-v) k0O

(3-31) D“(1+v)(1—2v) L]
(sym) 1

Ungdinienie zwigzkow dotyczqeyeh elementu na coly obszar. Przedstawione
w p. 3.2 zwigzki dotycza calego obszaru 1 moga by¢ efektywnie zastosowane do
obszardow o prostym ksztalcie geometrycznym. Obszary £ o zlozonym geome-
trycznie ksztalcie przybliza si¢ elementami skonczonymi €2, polaczonymi

w skoficzonej liczbie punktow (weztdw), @ = @ = () Q. Jako parametry a,
()
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A przemieszcze u(x) przyjmuje si¢ po prostu przemieszczenia weziow 9;, co
oprécz prostej interpretacji fizycznej pozwala, zgodnie z (3.21), okreslaé
przemieszczenia wewnatrz clementu w zaleznoSci tylko od przemieszezen
weztow zwiazanych z danym elementem. Zatem, dla xeQ, < 2 mamy
(332) u@®=Ns=[N I, N,T;,..., N, 1,1(7.8],.... 80",

gdzie nw oznacza liczbe wszystkich weziow konstrukcgl o jest wektorem
zawicrajacym skladowe przemieszczen wezlow, zas N oznacza macierz funkcji
ksztattu okreslona nastgpujaco:

N = NE@®x)  jezeli wezel i jest wezfem clementu Q,3x,
10 w przeciwnym wypadku.

Zaleznodé (3.32) (wazng dla calego obszaru) latwo przeksztalca sig do
postaci zgodnej z (3.10). W tym celu (3.32) zapisujemy w formie indeksowe;:

Z Nyd, N=[Nl,

d=1{6;}, i=1,23, j=12,...,k k=3
Niech IT oznacza permutacje, ktora przeksztalea ciag {1, 2,..., k) w ciag
{(1), H(2),..., T{k)} taki, ze w wektorze (dn) Sy 5”{,(, n pierwszych

sktadowych oznacza przemieszezenia, ktore nie sa ograniczone zadnymi
warunkami, podczas gdy m = k—n pozostatych odpowiada okreslonym wa-
runkom brzegowym. Wowczas mozna napisac

k k n m
w=Y Nyb;= Y Nunpdno = Y, Nunoun+ 2 Ningrsy Sngr iy
i=1 i=1 j=1 i=1

Oznaczajac przez

a=(a;,....4)" =B - Srren) "

a= (‘31:---3 &m)T = (5H(n+l)a-'~7 5H(n+m))T:

N=[Nipyl, i=123 j=12..n

N =[Nigm+pl, i=1,2,3, j=1,2,...,m,

(3.33)

zwiazek (3.32) napisa¢ mozna w postaci
(3.34) u(x) = Na+Na, xef.

Zatem po wyznaczeniu macierzy B =EN i B=LN (L jest dane przez
zwiazek (3.5)) okresli¢ mozna (catkujac po obszarze Q odpowiednie wiellosci)
macierz wspolczynnikow i wektor prawych stron ukladu (3.11).

Wplyw przemieszczenia okre§lonego wezta na przemieszczenia w konstruk-
cji ograniczony jest do sasiednich elementoéw zawierajacych ten wezel, (3.32).
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Powoduje to, ze w macierzach N(x), B(x), N(x), B(x) zeruja si¢ segmenty
odpowiadajace wezlom, ktore nie naleza do elementu 2,5 x. Macierz sztywno-
¢ci uktadu ma budowe pasmowa co pozwala na stosowanie efektywnych
procedur rozwigzywania ukladu rownan dla zagadnien o duzej liczbie stopni
swobody. Sam proces wyznaczania macierzy sziywnosci i wektorow sit
sprowadza si¢ do dwoch etapow. W pierwszym wyznaczane sa wielkosci
lokalne, np. K*= | (B5)"DB*dQ, F’= [ (N*)"fdQ, zwykle metodami
Qr e

numerycznymi stosujac okreélone kwadratury. W nastgpnym etapie macierze
te lokalizowane sg w tablicach globalnych, np. sztywnosci, sit — odpowiednio
do przyjetej numeracji wezlow w konstrukcji i w elemencie oraz stosownie do
warunkow brzegowych.

Calkowanie numeryczne — wyzna.:zame macierzy sztywnosci i uogdlnionych
sif wezlowych. Jak wynika z (3.11)—(3.14) wyznaczenie macierzy sztywnosci
i wektordéw uogdlnionych sit wymaga catkowania po objgtosci ciala Q. Obszar

ten przy podziale na elementy aproksymowany jest przez Q = | } ©;, zatem dla
(E}
dowolnej funkcji ¢(x) mozna napisaé

(3.35) jg(x)dQ jg(x)dQ Y f ¢(x)dQ.
(E) Qg
Kazdy element Q jest dyfeomorficznym obrazem obszaru jednostkowego
@: 8y, = Pp(w), Py okreslone jest wzorem (3.20). Calki w (3.35) wyznacza sig
zazwyczaj wykorzystujac twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie,

{3.36) [ gx)dQ = [g(x(&)ddo,

gdzie A =|detJ} jest modulem jakobianu odwzorowania (3.20), za$
dw = dédndl.

Dla dwuwymiarowych zagadnmien plaskich, (g(x)=g(x,y), mamy:
A = hl|detJ|, gdzie det J jest wyznacznikiem macierzy (3.26), dw = ddy,
h oznacza grubo$é elementu (moze byC zmienna).

Dla zagadnien osiowo-symetrycznych, (g(x) = g (r, 2)), gdzie obszar £ jest
pierscieniem powstalym przez obrot dwuwymiarowego obszaru Qp = &g (w),
otrzymujemy

(3.37) jg(r z)dQ = j jrg(r z) d0d@ = J2Hrg(r,z)dﬁ=

0 © Qr

= [ 27 € g{r &), z(©))|det J|d¢ dy.

-Zatem w tym przypadku we wzorze (3.36) wystarczy przyjat do = dfdn,
A =2Mr|det J|, gdzie det J jest jak poprzednio wyznacznikiem macierzy
(3.26).

W praktyce calki typu (3.35) wystepujace w (3.11)—(3.14) wyznacza si¢
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w sposob przyblizony. Catke po prawe] stronie (3.36) zastgpuje sig odpowmdmg
kwadratura. Ostatecznie otrzymuje sig

(3.38) ‘ Ig (x)dQ =~ z ¢, g(x),

i=1
gdzie wspodlczynniki ¢, oznaczaja wagi objgtosciowe zwigzane z punktami
calkowania x;, W programie korzystano z kwadratur Gaussa, [23].

4.4, Calkowanie numeryczne. Réwnowazny ukiad réwnan rézniczkowych
zwyczajnych

Jak stwierdzono w p. 3.2, naprezenia o (x, f) sa podstawowa niewiadoma
w rozpatrywanym zagadnieniu pelzania konstrukcji. Dyskretyzacja wszystkich
wielkoéci kinematycznych poprzez uzaleznienie przemieszczen od skonczonej
liczby parametroéw wg zaleznosci u(x) = N(x)a+N(x)4, nie powoduje istot-
nego ulatwienia ze wzgledu na rozniczkowo-catkowy charakter zwiazku (3.18).

W dalszych rozwazaniach wyeliminowana bedzie, dzigki wykorzystaniu
metod catkowania numerycznego po obszarze Q, zaleznosé powyzszych
zwiazkow od wspOlrzednych przestrzennych.

Wszystkie catki objetosciowe przedstawi¢ mozna (aproksymowac) w po-
staci wazonych sum wartosci funkcji podcatkowych wzigtych w punktach
catkowania, zgodnic ze wzorem (3.38). Wybor konkretnej kwadratury ograni-
czony jest tylko przez warunek, aby wagi ¢; w (3.38) byly dodatnie. Wyklucza
to kwadratury, w ktorych wystapi¢ moga ujemne wagi (np. metody New-
tona-Cotesa) oraz odwzorowania @, dla elementéw izoparametrycznych,
ktérych jakobian jest ujemny. Postulat aby wagi ¢; byly dodatnie powoduje, ze
rozpatrywane macierze beda okreslone (dodatnio lub ujemnie).

Podejécie takie pozwala rozpatrywaé zmienne pola wektorowe ¢, £° itd.
tylko w punktach catkowania. Zatem dalsze rozwazania dotyczy¢ beda
skoAczonej liczby lokalnych wartosci zmiennych, ktore przedstawione zostang
w postaci ,zbiorczych” wektoréw. Relacje migdzy nimi opisane bgda poprzez
odpowiednie ,,zbiorcze” macierze.

Oznaczmy w tym celu:

£ &9 o, D, 9 -0
G -4 £, & = £5 T - G, D 6 D, 0
639 - ° " o oD
' B, B, e 1g 0 0
B =< BZ EB — Bz ¢ = 0 Cs I6 0
\BG EG * 0 0 CGlﬁ
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Mamy zatem
(3.40) €D =12¢,
(341) L=DE—E)
(3.42) = Ba+Ba, gdzie a=a, a=2a (wektory przemieszczen).

Magierze sztywnosci napisaé mozna w postaci

(3.43) ] =BTEDB, K=BTECDB, {K=137CDB.
Rownanie (3.18) zapisa¢ mozna teraz w dyskretnej formie

(3.44) ¥ = GEE + B,

gdzie macierz

(3.45) S =DBR1BTD-DE!

jest stala symetryczna macierza niedodatnio okreslona (por. [24]), natomiast
(3.46) P =DBRIR+DB-BR'R)a

jest wektorem uwzgledniajacym cfekty zmiennych w czasie, danych obciazen
i przemieszczen.
Réwnanie konstytutywne pelzania przedstawi¢ mozna formalnie w postaci

(347 €=Ex, o),

przy czym @ jest wektorem, ktorego skladowe () okreslaja wartosci
parametru uszkodzenia w i-tym punkcie calkowania.

Zatem zaleznosé (3.44) jest ukladem rownan rozniczkowych zwyczajnych
pierwszego 1zedu dla naprezen w punktach calkowania. Rownania (3.44)
dodatkowo uzupelnione sa zwiazkami konstytutywnymi opisujacymi zmiany
W we wszystkich punktach catkowania

. A '
(3.48) ¥, = ——¢(6), i=1,2,..,G.
o

Warunki poczatkowe dla uktadu réwnan (3.44) i (3.48) w chwili poczat-
kowej t, = 0 dane sa przez naprezenia sprezyste w rozpatrywanym obszarze
Q dla okreslonych warunkow brzegowych i danych obcigzen, a parametr i = 1
w calym obszarze.

W procesic pelzania postgpujace uszkodzenie materiatu odzwierciedla
monotonicznie malejaca warto$¢ parametru ¥ od wartosci poczatkowej 1 do
0 w momencie catkowitego uszkodzenia materialu. Ze wzgledow numerycz-
nych moment zlokalizowanego ,,peknigcia” ¢ = t, okredlany bedzie gdy ¥ osia-
gnie warto$¢ v, bliska zera (dodatnia). Powstajace w trakcie pelzania strefy
zniszezenia eliminowane beda z konstrukcji az do momentu kiedy konstrukcja
jako calo§¢ nie jest juz w stanie przenosi¢ obcigZenia zewnetrznego.



METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH... CZ. 1. TEORIA 315

Z¢ wzgledu na przyjeta postaé zwiazkéw kostytutywnych (3.2) oraz
ograniczenie O < i, < <1 prawe strony rownan (3.44) i (3.48) sa ciagle,
maja ciagle i ograniczone pochodne. Zapewnia to istnienie i jednoznacznost
rozwigzania zagadnienia spetniajacego okreSlone wyzej warunki poczatkowe,

4. CALKOWANIE PO CZASIE UKEADU ROWNAN ROZNICZKOWYCH

4.1. Ogolny algorytm catkowania. Metoda Eulera

Niech stan ciala w chwili ¢ = t, okreslony bedzie przez znane wartodci si
masowych f,, obciazenia t, na I',, przemieszczenia a, na I', oraz wielkosci
wynikajace z calej historii deformacji: a,, &,, &, 6, W,. W powyzszych ozna-
czeniach i dalej stosujemy notacje h(x, t,} = h,(x).

Jezeli znane sa w przedziale czasu (f,, t,+4t,) predkosc odksztalcen

Hn» UH

pelzania & i predkosei zmian parametru uszkodzenia ¥, to wowczas mozemy
wyznaczy¢é odpowiednic przyrosty

tn+ Atn tat+ Aty .
(4.1) dgi= | #dt, Ap,= |

tn tn

ktore z kolei umozliwiaja okreslenie odksztalcen pelzania 1 parametru
W w chwili t, =t,+A4t,

(42) €41 = SH+AE", ljlﬂ+l = l!/n+Al/In'

Réwnania rownowagi (3.11) w chwili ¢ = t,,, maja postaé

K K|{a,, N R, BT ¢
O o e T

Poniewaz #,.;, R,+1 sa wiclkodciami znanymi, z uktadu rownan (4.3)
wyznaczy¢ mozna przemicszczenia wezkow i reakcje

a,,; =K 'R —K 'Ka, . +K ' {B"Dg;,  dQ,
4.4) ) ?
R,., =K'a,  +Xa,, +§B'Dsg, dQ,
a nastepnie pozostate wielkosci: :
(45) w,;=Na, (+Na, , £, =Ba, +B3,.,
Gur1 = D (&1~ 801 1)

Roéwnania rownowagi spelnione sa rowniez w chwili ¢ = t,, zatem ukiad
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{4.3) napisa¢ mozna dla odpowiednich przyrostbw w rownowaznej postaci

K K7Jf{d4a,) (4R, B? .
w (A e

Wyznaczajac z powyzszego ukifadu rownan da, dostajemy a,,, = a,+ 4a,
i pozostale wielkosci okreSlamy ze zwigzkow (4.5).

Uzyskane wielkosci w chwili ¢ = £, ,, sa wartosciami poczatkowymi dla
kolejnego kroku 4t,, ,, w analogiczny sposdb wyznacza si¢ wartodci przemie-
szczen, odlksztalcen | naprezen w czasie f,,, =1, 1+ 46,4,

Podstawowa trudnoscia w tak okreslonej metodzie rozwiazania zgadnienia
pelzania jest fakt, ze predkosci #° i w zwiazkach (4.1) znane sa tylko dla
t =t,. Zatem nie jest mozliwe dokladne obliczenie calek z tych wickko$ci
w przedziale (¢, t, 1 4t,). W zwiazku z tym konieczna jest dalsza aproksymacja
numeryczna zagadnienia. Isinieje wiele metod calkowania numerycznego
poczawszy od prostych metod jednokrokowych do bardzie) skomplikowanych
wielokrokowych. W pracy wykorzystano metode Eulera, ktéra jest typu
explicite. Mozliwe jest oczywiscie stosowanie metod wyzszego rzedu, typu
implicite, jednakze ze wzglgdu na nieliniowy charakter zwiazkow konstytutyw-
nych konieczne staje si¢ stosowanie iteracyjnych metod rozwiazania. Zwigksza
to znacznic wymagany obszar pamieci oraz liczbe operacji dla kazdego
przyrostu czasu At. Uzyskanie rozwigzania, tzn. petnej historii wszystkich
wielkoSci do momentu zniszczenia konstrukcji, metodami wyzszych rzedow
mogtoby okazaé si¢ nieekonomiczne ze wzgledu na koszt wykonania obliczen
komputerowych. Ponadto blad aproksymacji rozwiazania zwigzany jest nie
tylko z calkowaniem numerycznym po czasie lecz rédwniez z bledem powsta-
jacym przy dyskretyzacji przestrzennej. Pomigdzy aproksymacja przestrzenna
i czasowa powinna by¢ zachowana pewna rownowaga; stosowanie dokladniej-
szych metod calkowania nie jest specjalnic uzasadnione.

Metoda Eulera. Przyrosty odksztalcen pelzania 1 wartosci parametru
 okreSlone przez {4.1) aproksymowaC mozZna w najprostszy sposob za-
ktadajac, ze predkosci tych zmiennych w przedziale czasu (t,, t,+4t,) sa
ustalone i rowne predkosciom w chwili ¢,. Otrzymujemy zatem

(47) Aﬁf, = A.tn éfn A¢n = Atn ‘&n'

Dla tak okreSlonych wiclkosci otrzymujemy z ukladu (4.3) lub (4.6)
przemieszczenia a, ., a nastgpnie z (4.2) 1 (4.5) wartosci wszystkich zmiennych
w chwili ¢,,,. Stanowig one punkt wyjscia do wykonania kolejnego etapu
obliczen dla przyrostu At,, ;.

Przyjeta w poprzednim rozdziale metoda catkowania numerycznego w roz-
patrywanym obszarze € powoduje, ze interesuja nas wartosci naprezen,
odksztalcen, parametru ¥ tylko w punktach catkowania. Jak stwierdzono
wezesnigj, podejscie takie pozwala opisaé problem petzania poprzez uklad
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rownan rozniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu postaci (3.44), (3.48).
Zwiazki (4.7) napisane dla odpowiadajacych ,zbiorczych” wektorow maja
postad

(4.8) | A = A, &, 4D, = At .
Zatem dla t,., =, + At, otrzymuiemy

(4.9) G =C+AC, @, =0 +AD,

oraz

(4.10) L1 =5, +SCAE + 4P,

Metoda Eulera jest metoda pierwszego rzedu. Dla dowolnej chwili ¢ blgd
maleje proporcjonalnie do At przy At —0.

Problem okreslenia diugosci kroku czasowego zwiazany jest z dokladnos-
cia obliczen. Lepsza dokladnos$é uzyskaé mozna dla krotszych przyrostow
czasu. Jednakze zmniejszenie At powoduje, ze uzyskanie rozwigzania zagad-
nicnia w przedziale (0, t,) wymaga wigkszej liczby krokow, co zwigksza koszty
obliczen. Posta¢ zwiazkow fizycznych opisujacych predkos¢ zmian odksztalcen
pelzania i parametru uszkodzenia wymaga, aby dlugosé kroku czasowego byla
zmienna w czasie. W szczegolnosci gdy y zbliza sig do y,, bliskiego zera
konieczne jest znaczne zageszczenie podzialu czasowego.

W nastepnej czesci pracy przedstawione zostana rozwazania, ktore wyko-
rzystujac wiasnoéci uldadu réwnan (3.44) i przyjetej metody catkowania Eulera
prowadza do oszacowania dlugoéci kroku czasowego zapewniajacego stabil-
nos$¢ rozwiazania,

4.2. Dokladnoié obliczen, okreflenie dlugosci kroku czasowego

W rozdziale 3 pokazano, 7e dyskretyzacja zagadnienia prowadzi do
nieliniowego ukiadu rownan rozniczkowych zwyczajnych w postaci

: d
(4.11) Y =10, 1),

Wykorzystujac tw. Taylora mozna aproksymowacé (4.11) w otoczeniu
punktu y, = y(t,),

@12 &y = (3 60,1+ O3,
gdzie J, = (0t/0y)y-y, jest macierza pochodnej funkcji f.
Ciaglosé funkcji f 1 ograniczono$é normy |/, < oo jest warunkiem wystar-
czajacym istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzania ukladu (4.11} spetniajacego
dane warunki poczatkowe.

Dalej badanie wlasnosci ukladu (4.11} ograniczone bfgdzw do badania
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zlinearyzowanej postaci (4.12) otrzymanej przez pominigcie wyrazu drugiego
stopnia.

Powstajacy blad ¢, = ||y, —y(t,)|| zalezy od dlugosci kroku czasowego 4¢,
(y(t,) oznacza rozwigzanie dokladne w chwili ¢,, a y, rozwigzanic przyblizone
po n krokach). Aby blad ten byl ograniczony przy liczbie przyrostéw czasu
dazacej do nieskonczonoéci, dlugoéé kroku At musi by¢ odpowiednio mala.
Podane w [25], [26] oszacowanie

(4.14) 0 < At <£,
| 4]

gdzie ) oznacza warto$é wiasna macierzy Jacobiego o najwigkszym module

i zapewnia numeryczna stabilno$¢ metody Bulera.

Ze wzgledu na nieliniowy charakter (4.11) konieczne jest wyznaczenie
wartosci wiasnej o najwigkszym module [A]n., (lub goérnego oszacowania)
macierzy J, w kazdym kroku czasowym i dla kazdego punktu catkowania
przesirzennego. Jakkolwiek jest to zawsze mozliwe na drodze numerycznej, to
moze okazaé sig, ze taki sposdb jest nieekonomiczny z punkiu widzenia
kosztow wielokrotnie powtarzanych obliczen dla kazdego kroku czasowego.
Pozadane zatem jest otrzymanie ||, na drodze analitycznej. Zagadnienie to
w przypadku quasi-statycznym sprezysto/lepkoplastycznosci bylo przedmio-
tem pracy [24]. Ten sposob postgpowania zastosujemy w rozpatrywanym
zagadnientu pelzania.

Rozpdtrujemy uktad réwnan (3.44), (3.48) opisujacy zagadnienie pelzania.
Predko$é zmiany parametru y w dowolnym punkcie catkowania x; zalezy
tylko od wartosci ¥ i 6 w tym punkcie, ponadto poszczegdlne wartosci w nie sa
ze sobg zwiazane. Powyzsze rownania sa uzupelnione zwiazkami konstytutyw-
nymi zapisanymi w postaci (3.47) lub podanymi w postaci jawnej (2.7) dla
6 = o,. Uklad ten bedzie catkowany metoda Eulera.

Niech w chwili t = ¢, beda znane wszystkie wielkosci okreslajace stan ciata
Q. Dla przyrostu czasu At, wartosci  w chwili ¢,,, = {,+Ai, wynosza

(4.14) Wi+ 1) = l//in'i‘ﬁitnl!}im

gdzie przyjeto oznaczenie w(x,,t)=tﬁ,v,,. Podobnie, wykorzystujac (3.44)
otrzymujemy przyrost naprezenia

(4.15) L1 =L, +d4t, L, =X, +41, [6(5@3“( , @) +B,].

Latwo zauwazyé, ze stosujac metode Eulera identyczne rozwigzanie dla
ty+1 otrzymujemy z ukladu réwnan

{4.16) Y =CEEE, ®=0)+P, t>1,.

Powyzszy uklad rozni sie od (3.44) tym, ze w (4.16) warto$C y jest ustalona
i rowna wartosciom parametru uszkodzenia w rozpatrywanej chwili ¢, Zatem
prawe strony ukladu (4.16) zaleza jedynie od naprezen . Dopuszczalng
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warto$¢ kroku czasowego At, wyznaczymy z¢ wzoru (4.13) dla ukladu réwnan

(4.16).
Niech H oznacza lokalng macierz postaci
4.17) H = d¢°/da,

na podstawie ktorej okreslié mozna odpowiednia, zbiorcza macierz

H, 0 0
0 H, .- 0

(4.18) H=1. > , HC=C€9.
0 0 H,

: Macierz Jacobiego ukladu rownan (4.16)

(4.19) ) % = SL/0L = GEH
okresla interesuja,ce.nas zagadnienie wartosci wlasnych
(4.20) (GEH)B = iB,

gdzie B oznacza wektory wlasne, a 1 wartosci wlasne.
Mozliwosé okreslenia gérnej granicy najwigkszej co do moduby wartosci
wlasnej zwiazana jest z postacia zwiazkéw konstytutywnych, '
Zalozmy, ze macierz H jest symetryczna i dodatnio okreslona, a zatem
rowniez $ okreslona zwiazkiem (4.18) jest symetryczna i dodainio okreslona,
cO zapisujemy

4.21) $ =97 > 0.

Ponadto przyjete w czesci 3.3 zalozenie ograniczajace wybor kwadratur do
takich, ktére zapewniaja wagi ¢, > 0 prowadzi do zwigzku

4.22) €H = HE > 0.

Zatem wartoSci wlasne  sa rzeczywiste, niedodatnie, poniewaz § jest
iloczynem dodatnio okreS§lonej macierzy €8 i macierzy okreslonej niedodatnio,

@.23) c=6"<0.

Zamiast zagadnienia warto$ci wlasnych opisanego rownaniem (4,20} roz-
patrywa¢ mozna rownowazny problem dla macierzy transponowanej

(4.24) (HEES)B = 1B,

ktory daje identyczne wartosci wlasne, zmieniaja sie tylko wektory wlasne, lub
alternatywnie z uwagi na (4.22) vogdluiony {symetryczny) problem warto$ci
wiasnych

(4.25) SB =1E 1§ HB.
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Wspolczynnik Rayleigha zagadnienia (4.25) dla dowolnego wektora X (od-
powiedniego wymiaru) jest niedodatni,
rex

(4.26) 0(F) = FoTgTE SO

a ekstremalna warto$é wiasna wynosi

(4.27) | Almax = m02X |QX}.
x

Podstawiajac S wedhug (3.45) do (4.26) oraz uwzgledniajac (4.23) i dodatnia
okreélonoé¢ macierzy S~ ! (wigc rowniez DBKR ™! BT D) otrzymujemy nastep-
nie z (4.27) nastgpujacy wynik: =

XTDE X XTDBRIBTDX
(4.28) Moy =Max\ 7@ 161X XGC 1§ 1X
X

Pomijajac w (4.28) drugi sktadnik otrzymujemy oszacowanie

xTDeix "
429 oo ETDETIE gx(x),
(4.29) | M lmax < Amas M e g =1 g = X

gdzie O* jest wspolczynnikiem Rayleigha zwiazanym z nowym zagadnieniem
wartosci wlasnych (A%, B) okreSlonym przez '

(4.30) (DE~H)B* = 22 (@ 1 H 1) B+,

Mnozac (430) lewostronnie przez € 1 wykorzystujac zwiazek
DE! = E D (wynikajacy z postaci macierzy D i €) otrzymujemy

(4.31) DB* = J*¥H 1 B/*
lub, mnozac jeszcze lewostronnie przez 9,
(4.32) (HD) B* = 1*B*,
Z uwagi, ze macierz $ zalezy od naprezen wygodniej jest ze wzgledu na
tatwod¢ wyznaczania wspotezynnika Rayleigha, rozpatrywaé zagadnienie (4.32)

dla macierzy transponowanej ($D)T = D'H" = DH, ktére ma identyczne
wartosci wlasne

(4.33) (DH)B* = A*B*,
Posta¢ roéwnowazna zagadnienia {4.33)

4.34) HB* = FDIP*
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umozliwia wyznaczenie wspOlczynnikdw Rayleigha

X'ox .

We wzorze (4.35) wystgpuje odwrotnosé macierzy D stalej dla jednorod-
nego materiatu, podczas gdy do wyznaczenia wspolezynnika Rayleigha zagad-
nienia (4.31) konieczna jest znajomo$é odwrotnodci zmiennej macierzy $.

Na podstawie (4.35) otrzymujemy oszacowanie

(o)
(4 36) Ij'lmax < ;{max - maX W

(4.35) | 0% (¥) =

Ze wzgledu na blokowo-diagonalng strukturg macierzy $ i T (patrz (4.18),

(3. 39)), At Wyznaczyé mozna przez oddzielne obliczenia w kazdym punkcie
catkowania:

| -
@37 PP — (max ")
[¢4

T 1
i=1,.., D

Zatem wyznaczenie A, dajace, zgodnie z (4.13), oszacowanie diugosci
kroku czasowego wymaga (ze wzgledu na zaleznos¢ od aktualnego stanu
naprezenia i wartosci parametru.uszkodzenia) rozwiazania zagadnienia

(4.38) . (HD)v = A*v,

w kazdym punkcie calkowania i dla wszystkich krokdw czasowych. W ogdl-

nym przypadku zagadnienie takic moze by¢ rozwigzane numerycznie. Jak juz

wezesnie] wspommniano, pozadana jest analityczna forma rozwiazania.
Macierz H = 0£°/d6 okreslona jest przez zwiazki fizyczne (2.7).
Oznaczmy potencjal okreslajacy predkosci odksztalcen pelzania przez

’ K q,n+1
4.39 =
(#39) 10D = T = i
tak, ze wowczas (patrz (2.9), {2.10)
Ox , 0 ax

4.40 = = , :

(440 %0y oy 3w
Mamy zatem w postaci wektorowej

%y

de?’

4.41) H=

Macierz H jest macierza Hesky’ego funkcji y, skad wynika symetria H = HT.
Macierz ta jest dodatnio okreslona jesli powierzchnie ekwipotencjalne sa écisle
wypukte. Dla przyjetej funkcji ¢ (2.13) powierzchnie ekwipotencjalne
¢ (o) = const w trjwymiarowej przestrzeni naprezef glownych sa walcami

8 — Rozprawy Iniynierskie 2/89
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0 08l 0, =0, = g,;. Macierz H jest wowczas okresSlona nieujemnie (zerowej -
krzywiznie glownej odpowiada zerowa warto$¢ wlasna). Powoduje to, ze
rowniez $ okreslona jest nieujemnie i przeksztalcenia okre$lone rownaniami
{4.25) i nastepnymi nie sa dopuszczalne.

- Jednakze mozna wykaza¢, ze oszacowanie (4.37) jest wazne. Macierz
perturbowana = $+¢3, (¢ > 0, 3 — macierz jednostkowa), jest symetrycz-
na, dodatnio okreslona, zatem wstawiajac ja do (4.24) w miejsce $ otrzymuje- -
my oszacowanie :

- . vi(H;+el)v
% — : -
(442) M‘ (8)Emax < ’1 (E)max ) mde (m‘i}){ vT D =1 V) )>

ktore dla ¢»0" przechodzi w (4.37). -
W dalszym poszukiwaniu analitycznej postaci A;.,, korzysta si¢ z na-
stepujacych czterech uwag: .
1. W przypadku izotropowym kierunki gldwne tensordw oy; 1 ¢f; pokrywaja
sig; lokalne zagadmienie wartosci wlasnych (4.38) odniesione do gldwnych
skiadowych wymaga rozpatrywania macierzy tylko o wymiarach 3 x 3.
2. Dla kierunkow gléwnych macierz sprezystosdci (3.29) upraszeza si¢ do
postaci '

=

E(l1—v)

- = (=)

i
| e e
—_— )
-
=
I

Warto$ci i wektory wlasne macierzy D sq nastgpujace:

E
Ay = 1oy v =(1,1, )T (hydrostatyczny wektor wiasny), .
—2v
E
. ' Ay = ’
(4.44) 235755

dowolny wektor (a, oy, o3)Y, ktorego skladowe speiniaja warunek
o+, oy =0 jest (dewiatorowym) wektorem wlasnym.

3. Wektorami wlasnymi macierzy H (4.41) (zachodzi rownoleglos¢ powierz-
chni ekwipotencjalnych) sa: gradient dy/do; wektory styczne do powierzchni
¥ = const wzdluz linii krzywizn glownych; zerowej krzywiznic odpowiada
zerowa wartosé wlasna. Wlasnosci te wynikaja z twierdzenia Rodriguesa
geometrii rozniczkowej [27].

4. Wektor, ktory jest wektorem wlasnym H i D pozwala wyznaczyc
warto$¢ wiasna macierzy HD bezpoérednio przez podstawienie z réwnosel
(4.38).

Wyznaczajac teraz efektywnic macierz (4.41) dla naprezen glownych
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LoelTfep] 0%
Asef i e

¢ = (0,, 0,, 6,)", mamy

7y .82 do
@45 H= F [50 aaj]” 1.2,3 a“(x 60‘)

gdzie z (4.39),

(4.46) S .
. ¥ =% —@", X' =-ne" .
do " ]
oraz na podstawie (2.13), ¢ = (31,)"* = [3(s{ +s3 +s3)/2]"?, gdzie s = (sy, $,, 557
oznacza wektor o skladowych dewiatora naprezenia, a ponadio

53 52 §,5, 5,8
a 3 62 3 12 91+3
4.47) A \/_ g - \/— S5 8385 |+

Y 2 - 3/2
o gf da 4" | ) o

2 -1 -1

Vil 2 1
6\/1—2 (sym) 2

Ostatecznie otrzymujemy

3 3 ST 5.8, S5
(4.48) H:(E;X"—WX') S5 S)83 |+
(sym) 53
\/— 2 -1 -1
2 -1

6 \/_ {sym) 2

Zgodnie z uwaga 3 wektor o kierunku normalnym do powierzchni
¥ = const jest wektorem wlasnym macierzy H. Poniewaz dy/06 = y' dp/is,
gdzie y' 1 J¢/0c sa dane przez (4.46),, i (447),, a wigc

Sy
(4.49) vih — {SZ}
83

jest wektorem wiasnym H. Wektor ten jest réwniez wektorem wlasnym
D (suma jego sktadowych s, 8,8, = 0). Zaiem wektor ten jest wektorem
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wlasnym macierzy HD, v§? = v{1?, Wykorzystujac to w (4.38) wyznaczyé
mozna odpowiadajacq mu wartos¢ wiasng A%

' E 3E
HD) = HDY = H D) | = . =y D)
(450) (MD)W = H(DW™) (val ) TIEmAA
3E
A‘* =————V h,'
T

Wektor styczny do powierzchni walcowej y = const wzdiuz tworzacej
(jeden z kierunkéw krzywizn glownych) ' .

1
4.51) v = { 1}
1

jest wektorem wiasnym H, ktéremu odpowiada zerowa wartoS¢ wiasna.
Poniewaz v jest wektorem wilasnym D, to jest rowniez wektorem wlasnym

2} ym -
macierzy HD, ktoremu odpowiada zerowa warto$¢ wlasna :

4.52) 2 =0,

Trzeci wektor wlasny H styczny do obwodu powierzchni y = const
(kierunek drugiej krzywizny gtéwnej) jest prostopadly do vi¥ i v, mozemy
przyja¢ np. ~ S5 84 -
(4.53) v = v v = {33—31} r;

5158,

Podobnie jak poprzednio jest to takze wektor wlasny macierzy
D{s, —s,+85;—8,+5, —5,) = 01w konsekwencii jest wektorem wiasnym HD,
viED — v Qdpowiadajaca mu warto$¢ wlasna dla zagadnienia (4.38) wynosi

o E
: : =Ny,
@9 2(1+u)\/1—2’C

Uwzgledniajac w (4.50) i (4.54) wartoéci x” i ¥’ dane przez (4.46) otrzymuje-
my dla stale] materiatowej n > 1,
3E K
21+
gdzie v oznacza wspolczynnik Poissona. [
Stad na podstawie (4.37) i (4.13) otrzymujemy oszacowanie maksymalnej

dhugosci kroku czasowego zapewniajacego numeryczng stabilnos¢ metody
Fulera catkowania uktadu rownan rozniczkowych (4.16), w postaci E

2 A4y Y 1
_I'{:nax_ 3EK ]’I(pnﬁl.

n—1

(455) "{':nax = A'*i = nge s

(4.56) Aty
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i

Dla dowolnej chwili ¢, wartos¢ At,, zalezy od aktualnych wartosci naprezen
G = 6(X;, t,) T Y = W {x,, t,) we wszystkich punktach calkowania Gaussa
x(i=1,2,...,06)

(4.57) At — min (FAFN Vi
i=1,..,6 \ JEK no" 1(ﬁim)

Zatem z (4.16) lub (3.44) otrzymujemy stan- naprezenia w  chwili
tw+1 = byt AL,

(4.58) T =X, +40 5.

Ta sama wartosé At,,; ;wykorzystywana bedzie do wyznaczania Z réwnan
(3.48) wartosci parametru uszkodzenia w chwili t,.; w kazdym z punktow
catkowania, '

A
(459) lrbm+1 = ])[/m+Atm¢m = l»bm‘lll—y V(Gm)Atm'
Uzasadnione to jest relacjami pomigdzy stalymi materialowymi pelzania,
ktére zapewniaja zadowalajaca (potwierdzona wynikami numerycznymi) do-

kiadnosé.

4.3. Powstawanie i rozwdj stref uszkodzenia — realizacja numeryczna

Jak juz powiedziano, procesy deterioracji materialu prowadzace do przy-
spieszonego pelzania oraz do powstawania i propagacji stref kruchych pekniec,
wyczerpujacych po pewnym czasie nosno$¢ konstrukcji, s3 wyrazone zmiana
parametru Y od wartosci jeden w chwili poczatkowej do zera w momencie
pojawienia si¢ peknigcia, ¥ (¢,) = 0. Predkosci tych zmian zaleza od naprezen
i aktualnej wartosci ¥, row. (2.8).

Jednym z mozliwych sposobow uwzglednienia w analizic numeryczng
powstajacych stref uszkodzenia, ktore nie przenosza dalej obciazenia (i = 0)
jest usuwanie elementow skoriczonych z konstrukcji. Jednakze metoda ta {4]
jest skomplikowana, powoduje koniecznos¢ przenumerowania weziow i eleme-
ntow, utworzenia w zwiazku z tym nowych tablic pomocniczych do tworzenia
globalnej macierzy sztywnosci, rozwigzywania ukladu réownan itd.

W pracy proponuje si¢ inny sposob, a mianowicie element, w ktorym y = 0
pozostaje w konstrukcji, zmienia sig¢ tylko jego wlasnosci (macierz sztywnoéci)
tak, aby jego wplyw na prace calej konstrukcji byt maly.

(4.60) K® —ogK®, 0<0<l.

Takie oslabienie elementu, a zatem i calej konstrukcji powoduje nagla
(skokowa) zmiang stanu rownowagi konstrukcji. Wielkosc¢ nieciaglosci zwiaza-
na jest z rozmiarami ostabionego clementu i stanem naprgzenia w tym
elemencie bezpoérednio przed peknigciem, W rzeczywistosci powstawanie
i rozwdi strefl uszkodzenia ma charakter ciagly. W dalszych badaniach okaze
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sie, ze skokowy przyrost przemieszczen i w konsekwencji naprezen jest maty
przy odpowiednio gestym podziale 1 zalezy od naprezen w elemencie, ktore
z zalozenia powinpy by¢ male. p

Zalozmy, ze w chwili ¢ = 1, okreslone sg wartoéci przemieszczen wezlowych -
a,, naprezen e, odksztaicen calkowitych &, = Ba, 1 pelzania g}, oraz, ze
w elemencie o numerze L wartos¢ parametru W, < Y. gdzie ze wzglf;d()w_f‘:;
numerycznych i, jest liczba dodatnia bliska zera (np. ¥, = 0,01), oznacza
pojawienie sic kruchych peknie¢ w elemencie L. .

W chwili ¢ =1, spelnione s3 réwnania réwnowagi

(4.61) {B"D(Ba,—£5)d2 = F,,
Q

gdzie F, oznacza obciaZenie zewngtrzne, ktore zapzsac mozna w postam
bardziej przydatnej w dalszych rozwazaniach, a mianowicie
(4.62) ' Y [ B'Dg(Ba,—%;)d2 =F,,.
K Qg

W (4.62) Q, oznacza clement o numerze K, Dy jest macierza stalych
sprezystodei elementu K. :

Po zmianie sztywnosci elementu L, réwnowaznej Zmianie macierzy sprezys-
tosci D, = aD,, poszukujemy nowego pola przemieszczen 4,, speiniajacego .
warunki rownowagi dla nowej macierzy sztywnosci konstrukeji (po ostabieniu -
elementu L) przy niezmienionych wartosciach odksztalcen pelzania i obcig-
7enia zewnetrznego, |

Przemieszczenia 4,, spelnia¢ musza zatem réwnanie

. K#L
DK:{DK dla # L,

4' TR a5 . of — M
(463) Y | B"D (B4, —£)d2=F,, oD, dla K=L.

K O

Dodajac do obu stron (4.63) wyrazenie
(1M06) j BTDL(Bﬁm_'an)dQ

27,

otrzymujemy
Y [ B"D(Ba,—e)dQ2=F,+(1—0) | B"D, (Bi, &) dQ.
K Qg 25,

Podstawiajac do powyiszego zwiazku &, = a,+ A4, oraz wykorzystujac
{4.63) otrzymujemy po przeksztatceniach :

(4.64) ' (Z ] BTﬁKBdQ) A4, = (1—0) { BTD, (Ba,—s;)dQ.
K QK iy,

Wryznaczajac z (4.64) Aa,, otrzymujemy &, = a,+ 44, oraz naprezenia

w elementach &, — D, (Ba,—sS). Dalsza analiza pelzania (dla kolejnych

przyrostéw czasu At,, At,., itd.) przebiega jak poprzednio, zmieniona jest -
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tylko macierz konstrukcjii K =3 [ B'D, BdQ. Oczywicie w ,zniszczonym”
K Ox

clemencie rownania (2.14), (2.15) juz nie obowiazuja. Parametr  jest stale

rowny zeru, natomiast przyrosty odksztalcen pelzania wyznaczone sg ze

zwiazku
Ag; =¢,—€;, n=m.

Wowezas odksztalcenia pelzania w chwili ¢4 = £, +Af, maja warto$¢
odksztalcen cafkowitych w chwili ¢,

En1 = Bt ey =

Powoduje to, ze w dalszej analizie wptyw tego elementu jest stale maty, jego
oddzialywanie na pozostala czgs¢ konstrukeji nie kumuluje si¢ dla kolejnych
przyrostow czasu (co mialoby miejsce, gdyby odksztalcenia petzania pozo-
stawaly niezmienione).

Czas technicznej uzytecznos$cl konstrukcji (czas zycia) okresla chwila, po
ktorej uklad traci zdolnos¢ do dalszego przenoszenia obcigzen.

Proponowany w tej czeci pracy sposdb numerycznej analizy konstrukeji
w stanic przypieszonego pelzania stal sig podstawa opracowania kom-
puterowego programu. W drugiej czedci tej pracy sa prezentowane obliczenia
kilku konstrukcji oraz poréwnania z dostgpnymi wynikami innych metod.
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Pr3roME

AHAIN3 HE3ATYXAIOEA TOJBVYIECTH KOHCTPYKUHI METOIOM
KOHEYHBIX 3JEMEHTOB
YACTB. 1. TEQPUSL

ChopMyTHpoBaHEr ypABHEHHS METOA KOHGHHBIX ISMEHTOB A4 OUUCAHHS HE3ATYXAIOUTEH
NOJI3Y9IECTE KOHCTPYKIMHA, TTOABCPIHYTHX BO3ACHCTBER TIOBRINCHHBIX TEMICPATY B YCIOBHSX
TNOCTOSHHOTO BO BpeMeny Harpyxenws. IIpunumaercs ajiuTapHOCTS ynpyrax medopmarui,
TORYHHACTIAXCA 3akony ['yka, H AedopMarmii nromsydectd. Cropocty aedopMarnuil momyvecTd
H HDEPCMEeHHBIA TapaMeTp HOBPCKICHHOCTH BBIDAKEHEI 4epes ypasmenusn Jlenxu u Xaiixypcra
[3]. Mcxonmas cueTeMa ypasHeHwi, NOCHE HUPAMEHEHHR HDPOIENYPH METONA KOHEUHBIX 3Ie-
MEHTOB, Npe00pa3oBana k KOHEUHO-PAIHOCTHON CHCTeMe, Tl HeH3BECTHMME MBJLIOTCH HATIPS-
HEHHA H HAPAMETp TOBpeXAeHOCTH. UACICHHOE HHTETPHPOBAHHE TWX YPABHEHHH, ¢ yIeCTOM
TNPOCTPRHCTBEHHEIX — NEPCMEHHBIX, NOPHBOAHT K HeMHACHHONW cHCTeme  OOBIKHOBEHHBIX
PA3HOCTHEIX ypasHeHuil mepBoTo nmopazxa. B cBoro ouepenr 3Ta cHCTEMa WHTErpHpYeTCS
C YI€TOM BpemeHH Merojom ODiiepa. HlomydeHo amanuTa¥eckoe BpIpAXEHHE IIA HpPo-
JIOJDKHTENbHOCTH Imara BpeMeHH, oOcclewHBaromerc yeToHUMBOCTD YHCHEHHOrO pEUICHHA.
Tipennoxen coenuanpEbH CHOCOD THCICHHOTO ONHCAHHS TIOBPEIKICHIETX BICMEHTOB B IPOLECCE
NON3YYECTH KOHCTPYKUHI, HansHelliee CONPOTHRICHMEC KOTODPHIX HAIDY3KE HMCHEPIANO. TO
YIOPOIIAET HAFOPHTM PAcdeTd MO CPABHEHWIO ¢ CYIECTBYROIIHME TOAXOHAMH,
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. SUMMARY

THE FINITE ELEMENT METHOD IN AN ANALYSIS OF THE CREEP
RUPTURE OF STRUCTURES. PART 1. THEORY

Equations of the finite element method are formulated to describe the creep rupture. The
structures are subjected to constant load and operate at constant elevated temperature. The total
strain rates are assumed to be a sum of the elastic and the creep strain rates. The elastic strain rates
are given by Hooke’s law. The creep strain rates and the growth of creep damage in metals are
expressed by Leckie and Hayhurst's equations. The basic set of equations, after applying the finite
element procedure, is reduced to the set of differential-integral equations in which the stresses and
damage parameter are unknown quantities. The numerical integration of these equations with
respcct to spatial coordinates lead 1o the set of nonlinear first-order differential equations. This set
is integrated with respect to time using Euler’s method. The analytical expression for the time step
ensuring the numerical stability of the solution is determined. A special method is proposed for
numerical treatment, in the course of creep, of the damaged elements which are no longer capable
of supporting the load. Tt makes the algorithm of calculation easier than in the hitherto existing
approaches.

WYZSZA SZKOEA ROLNICZO-PEDAGOGICZNA W SIEDLCACH
WYDZIAL CHEMICZNO-MATEMATYCZNY
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