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W pracy przedstawiono nowe, uproszezone 1ozwiazanie teeretyczoe pdl naprezen dla procesu
wyciskania materialu wielowarstwowego w warunkach osiowej symetrii. Rozwiazanie oparto na
modelu ciata idealnie plastycznego z warunkiem plastycznoéci Treski i zatozeniem A. Haara-Th. Kar-
mana dla kazdej warstwy. Warstwy maja réZne wartoscl granicy plastycznoscei. Deformowany
plastyeznie material odznacza si¢ silng niejednorodnodcig plastyczna. W malym otoczenin linii
styku warstw zalofono ciagly rozklad granicy plastycznofci, Zalozono takZe ksztalt obszaru
uplastycznienia i poloZenie powierzchni styku warstw. Naprezenia styczne i $rednie cisnienie
w przekroju wzdluznym wyciskanego preta wyrazono funkcjami wzgledem osiowej wspdlrzednej z.
Nieznane funkcje zalezne tylko od jednej zmiennej z, wyznaczono z roOwnan stanu plastycznego na
linii konturu matrycy. W rezultacie otrzymano §cisle zwiazki analityczne okreSlajgce rozklad
naprezen normalnych na powierzchni styku materiatu 7 matryca. Na podstawie znanego rozkladn
naprezern normalnych i naprezed stycznych od tarcia na powierzchni kontaktu materiahy
z narzedziem wyznaczono $cista, dolny charakterystyke sit wyciskania. Przedstawione rozwiazanie
nic okre§la ograniczen na liczbe warstw i1 ksztalt matrycy. Moze ono poshuzyé do racjonalne;,
technicznej analizy cylindrycznych pretéw zlozomych z kilku metalowych warstw.

1. WPROWADZENIE

Jednym z waznych kierunkdw w technologiach obrobek bezwidrowych jest
rozwdj procesow wyciskania materiatlow wiclowarstwowych. Wstepniak jest
wtedy przygotowany w formie kilku warstw, z ktorych kazda wykonano
z innego materiatu. Warstwy roznig si¢ wlasno$ciami mechanicznymi; stad
rozktad granicy plastyczno$ci w obszarze uplastycznicnia odznacza sig silng
nigjednorodnoscia. '

Obecnie nie istnieje rozwinigta, teoria takich procesow. Znane rozwigzania
odnosza si¢ do procesow wyciskania jednorodnych plastycznie materiatow [ 1, 2,
3, 4]. Nawet w tych przypadkach nie ma kompletnych rozwiazan opartych na
teorii plastycznosci. Trudnosci wynikaja ze sprzgzenia rownan statyki i kine-
matyki oraz braku warunkow brzegowych.

Trudnosci te wzrastaja, gdy w obszarze uplastycznienia rozklad granic
plastycznosci jest silnie niejednorodny, W pracach {3, 6, 7, 8] dominuja rozne,
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uproszczone opisy procesow wyciskania wiclowarstwowego. Przedmiotem
wymienionych prac jest wyznaczenie sil realizujacych wyciskanie wielowarst-
wowego cylindrycznego preta [5, 7]. Uproszezenia te najczesciej polegaja na
- okreéleniu obszardéw uplastycznionych ze znanym rozkladem granicy plastycz-
nosci, a nastgpnie rozwigzaniu uproszczonych rownan rownowagi z uwgled-
nieniem ziinearyzowanego warunku plastycznosci [5, 8] W pracy [6] do
uproszczonego opisu osiowo-symetrycznego wyciskania trojwarstwowego wy-
korzystano zwiazki plaskiego stanu odksztalcenia, natomiast w pracy [7]
zastosowanc metode oceny gorne.

Analiza skromnych danych literatury na omawiany temat prowadzi do
wntoskn, Ze teoria procesu wyciskania wiclowarstwowego znajduje si¢ w po-
czgtkowej fazie swego rozwoju {5, 6, 7, 8]. Jednoczesnie atrakcyjnosé tego ro-
dzaju technologii, jak teZ rozwdj teorii plastycznoéci cial nicjednorodnych [9, 10,
11] wymagaja poszukiwania nowych, bardziej zaawansowanych rozwizzan
teoretycznych.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie nowego rozwigzania problemu
osiowo-symetrycznego wyciskania wspoltbieznego wielowarstwowego preta
cylidrycznego przez matrycg ze stozkowym otworem. Rozwigzanie oparto na
modelu ciala idealnie plastycznego z warunkiem plastycznoéci Treski. Przed-
stawiono nowe, analityczne wyrazenia na sity wyciskania oraz zwiazki okres-
lajace rozklady naprezen kontaktowych na powierzchni styku zdeformowanej,
zewnetrzne] warstwy materialu z matryca.

Wobec obszernego przedstawienia wynikow teoretycznych nie podano
przyktadow liczbowych.

2. ZALOZENIA 1 ZALEZNOSCI PODSTAWOWE

Przyjmujemy, ze podczas wyciskania material deformowany plastycznie
w obrebie jednej warstwy ma cechy ciala idealnie sztywno-plastycznego
z granica plastycznos$ci na Scianie k;. W najbliZszym otoczeniu powierzchni
styku dwoch warstw zakladamy ciggla zmiang wartosci granicy plastycznosci.
Wyjadnia to rys. 1, na ktorym pokazano dwa warianty ciaglego rozkladu
funkcji k;(r) w dowolnym przekroju A—A. Zmiana wielko$ci k;(r) lokalizuje
sic w bardzo cienkiej warstwie o grubosci § lub &' (rys. 1) dazacej do
zera,

Zakladamy, Ze trajektorie ruchu czasteczek w kazdej warstwie odpowiadaja
przeptywowi plastycznemu opisanemu funkcja plyniecia:

2

(2.1) . oF = HRZ( )RO V-
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e |

Rys. 1

Funkcja plynigcia ¢ posiada interpretacje fizyczna wydatku przepltywu [2].
Jej wartos¢ wzdluz i-tej linii pradu jest stala i wynosi (rys 2):

(2.2) & = [IR? V, = I}} V,,

gdzie R; oznacza wspolrzedna promieniowa i-tej linii pradu na wejsciu do
obszaru uplastycznienia, r; jest wspolrzgdna promieniowsy i-tej linii pradu na
wyjsciu z obszaru plynigcia plastycznego oraz V, — modulem wektora
predkosci stempia.
Stata warto§¢ @ wzdtuz linii pradu utozsamionej z trajektoria okresla jej
postaé w sposdb nastepujacy:
23) (7)==
. P, 2) = ——
R, (2)
gdzie na trajektorii r,(r, z) = const. Funkcja r,(r, z) jest znormalizowana,
promieniowa wspolrzedng bezwymiarowa. Funkcja R, (z) opisuje ksztalt kon-
turu matrycy (rys. 2). Zakladamy dalej, ze R, (z) jest funkcja ciagla i co najmniej
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dwukrotnie rozniczkowalng w kazdym punkcie wspolrzednej osiowej z obsza-
ru uplastycznienia OABC.

Zatem polozenie kazdego punktu z dowolaej warstwy materialu w obszarze
OABC jest znane z zatozenia i okreSlone poczatkowymi wspolrzednymi
promieniowymi: R, R,,..., R;, R, warstw (rys. 2) i réwnaniem {2.3).

Trajektorie wyznaczone ze zwigzku (2.3) 1 funkcja @" odpowiadaja hipo-
tezie plaskich przekrojow poprzecznych A—A (rys. 1) podczas ruchu. Za-
chowane sa niescigliwoéé materiatu i kinematycznie dopuszezalny schemat
plyniecia warstw, '

Powyzsze zalozenia sa dyskusyjne przy analizie pdl kinematycznych
przeptywu wiclowarstwowego, poniewaz w znanych do$wiadczeniach [5, 12]
obserwuje sie zlozony obraz ruchu warstw, Zalezy to od wielu czynnikow, do
ktorych nalezg stosunki R,/R,, R,/Rq,..., ki/k,, kyfks,..., stopich redukcji
(rys. 2)

5

2.4 A=1——x
@4 R

warto§é naprezen 7,(z) na linii konturu 4—B, funkcja R,(z) i inne.
Zakladamy, ze naprezenia tarcia 1,(z) na powierzchni kontaktu materiatu
z matryca 53 czeécig granicy plastycznosci i wynosza

2.5) £ (2) = sy _1
gdzie wspdlezynnik szorstkoSci p przybiera nastgpujace wartosci:
(2.6) o<pu<l.

Rysunek 2 przedstawia schemat deformacji probki ztozonej z trzech warstw,
ale dalsze rozwazania odnoénie metody wyznaczania pol naprezen sa stuszne
dla dowolnej liczby warstw.
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Przedstawione uproszczenia geomeiryczne przeplywu plastycznego sg doéé
drastyczne w przypadku analizy pol odksztalcen, jednak nie wnosza one zbyt
wielu bledéw przy obliczaniu sit wyciskama. ' '

Zaproponowany dalej sposob obliczania pdl naprezen i sity wyciskania
polega na zastapieniu rownan statyki, warunku plastycznodci Treski i zatoze- -
nia A. Haara—Th. Karmana jednym réwnaniem stang plastycznego, z ktorego
nastepnie na linii konturu r = R,(z) gdzic r, =1 wyznaczymy skiadowe
tensora naprezenia. Rozkiad granicy plastycznodci k, = k(r, z) w obszarze
OABC traktujemy jako znany na podstawie poczynionych zalozen. Jednoczes-
nie w celu uproszezenia obliczen przyjmujemy funkcie R, (z) jako linig prosta

2.7 R, (z) = ry+mz,
gdzie
(2.8) : m=tga.

Kat & 0ZNacza nachylenie tworzacej stozka matrycy do osi symetrii z.
W narozach matrycy A i B (z=0 i z = z,) zakladamy zerowe wartosci
pochodnych:

dR,(z)
dz

_d*R, ()
T T g2

2T Za

=0 — 0.

zZ=2zp

(2.9)

Zatozenie (2.9) jest szczegdlnie przydatne do analizy pol odkszialcen. Przyjecie
prostoliniowego konturu matrycy nie ogranicza ogdlnosci dalszych rozwazan
i stanowi tylko ulatwienie ilustracji proponowanej metody obliczen pol
naprezen.

Aby wyznaczy¢ skladowe tensora naprezenia i na ich podstawie sily
wyciskania, sformulyjemy réwnania podstawowe. W osiowo-symetrycznych
zagadnieniach plastycznego plymigcia w walcowym ukladzie wspotrzedaych
r, §, z osta z pokrywajaca sig z osia symeirii wysigpuja jedynie skladowe
naprezenia ¢,, 0y, 6., T,,. Pozostale skladowe, to 7y, = 75, = 0.

W kazdym punkcie obszaru uplastycznienia nalezy zatem wyznaczy¢ cztery
sktadowe naprezenia. Zadna z nich nie zalezy od wspdlrzednej §. Zagadnienie
rozpatrzymy jako problem quasi-statyczny dla materiatu idealnie plastycznego
bez wzmocnienia. _ :

Réwnania rownowagi majg teraz nastepujaca postac:

oo, 0Ot,, 0,—a,

o oz F

(2.10) =0,

01,, ('}JZ_I_T,,Z_ 0
a0z v

(2.11)
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Zakladajgc warunek plastycznosci Treski, otrzymujemy
(2.12) 6,0, =2k, =2k(r, z).

Czwartym rownaniem zamykajacym uktad (2.10), (2.11), (2.12) jest hipoteza
A Haara-Th, Karmana o rownoéci dwoch naprezen gléwnych.

(2.13) p——

Po wyrazeniu glownych sktadowych naprezenia za pomoca skladowych
a,, Oy, 0,, T,;, Warunek plastycznodci (2.12) przyjmuje nastgpujaca postac: -

(2.14) (6,—a ) +4t% = 4k(r, 2).

Mamy wigc cztery réownania: (2.10), (2.11), (2.13), (2.14) i cztery nieznane
funkcje: a,(r, 2), o4(r, 2), 6,(r, 2), T,; (r, 2). Powyzsze réwnania dotycza kazdej -
warstwy wyciskanego materialu. Rownania te w problemach osiowo-symetrycz-
nych rozwiazuje si¢ najczeScicj metoda charykterystyk [3, 4].

Podstawy teorii procesu wyciskania osiowo-symetrycznego materialow
jednorodnych oparte na metodzie charakterystyk przedstawiono w pracach [1,
3, 4]. Analiz¢ historyczna tego problemu zawieraja prace [1, 2]. Jednak
bezpo$rednie przeniesienie metody charakterystyk do analizy zagadnied osio-
wo-symetrycznego wyciskania materialow wielowarstwowych nic daje efektyw-
nych wynikéw. Skiada si¢ to na brak mieszanych warunkéw brzegowych na
styku warstw; stad zadanie staje si¢ statycznic niewyznaczalne.

Uwzglednienie w teorii wyciskania zmiennoéci granicy plastycznosci w sg-
siadujacych warstwach wymaga innej realizacji uproszczefn przy rozwiazywa-
niu vkladu czterech réwnan stanu plastycznego dla naprezen.

Warunki brzegowe, oprocz zwiazku (2.5) wyrazonego obecnie jako

(215 7,(2p=1 = Tre(2y, =1 (cOs® a—sin® o) +
+[o,(2)—0o,(z)]), - 18inc cosa = pk;,, -1,
obejmuja rowniez zaleznosci
(2.16) Tpz () Zpp=0 = 0,
(2.17) : Pi-0=0.

Warunek (2.7) oznacza zerowa wartos¢ wypadkowe] sily P na wyjééiu
materialu z obszaru uplastycznienia (z, = 0). Wielkos¢ z,, jest osiowa wspol-
rzedna znormalizowana, okre§lona bezwymiarowo jako '

(2.18) Z, = —.
Wielkos¢ z,, (rys. 2) jest ustalona wartoécia wspotrzednej osiowej z okreslajacej

zasieg obszaru uplastycznienia. Wielko$é z, obliczamy ze zwiazkow geome-
trycznych wynikajacych z ksztattu konturu matrycy R,(z).
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3. METODA WYZNACZANIA STANU NAPREZENIA

Opierajac si¢ na metodzie analogicznej do metody Levy'ego, stosowanej
przy badaniu rownan plaskiego stanu odksztalcenia [4, 5], wprowadzimy
zamiast czterech niewiadomych dwie nieznane funkcje o(r,z) 1 F(r, z).

Funkcje o(r, z) przyjmicmy jako polowe sumy naprezen giownych

(3.1) olr,z) = é(o‘i +6,).

Funkcja F(r, z) jest sinusem kata, jaki tworzy normalna do plaszczyzny
maksymainych naprezen stycznych z osia r [4].

Z kota Mohra, ktorego promien zgodnie z warunkiem plastycznosci (2.14)
musi byé rowny k, bezpoSrednio wynika:

(3.2) o,(t,z)=0o(r, z)—k(r, 2) F(r, z),
(3.3) | az(r;, z)=alr, 2)+k(r, 2)F(r, 2),
(3.4) 1. (r, 2) = kir, 2)/1—F2(r, 2),
gdzie

(3.5) I1—F*(r,z2)20

oraz |

(3.6) _ or, 2)=a(r, 2)—k(r, z).

Wyrazenia (3.2) —(3.6) spelniaja tozsamosciowo zaréwno warunek plastycz-
nosci (2.14) jak i rownosc¢ (2.13).

Podstawiajac tak okreslone naprgzenia do réwnan rownowagi otrzymuje-
my uklad rownan rozniczkowych z dwiema poszukiwanymi funkcjami d (r, 2)
i F{r, 2).

—_— — 2 p—
) d(o m+a(k4/ai F)+k(1r P_,

3

d(c+kF) 8k /1—F?) k/1-F?
(o )+( )y

oz or 7 =9.

(3.8)

Wrykonujgc roézniczkowanie tego ukladu roéwnan otrzymujemy
' aF ok
I o e D
d 6k oF ok k./
G100 i rl E i Fotls ./

0z 62 dz  or
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Ukdad ten jest hiperboliczny, nicliniowy, nicjednorodny i nie da si¢ sprowadzié
do postaci liniowej. Czlony zawierajace pochodne funkgji k(r, z) po wspolrzed-
nych w istotny sposob utrudniaja zbudowanie prostej metody obliczeniowej.

W nastepnej kolejnosci zastapimy uktad dwoch rownan (3.9), (3.10) jednym
rownaniem z niewiadoma F(r,z). W tym celu rozniczkujemy najpierw
réwnanie (3.9) po zmiennej z, a rownanie (3.10) po zmiennej r. Odejmujge
stronami tak zrdozniczkowane roéwnania (3.9) 1 (3.10) otrzymujemy jedno
wyjéciowe rownanie stanu plastycznego.

Przedstawmy to réwnanie w odniesieniu do linii konturu matrycy (r, = 1).
Ma ono nastgpujaca postac:

*F [ i -
(3.11) ’m2k8r52+k[5;(./1—F ) =5zl 1=F) |+

tk d{1—-F\ o 1—F*?
dz\ r or r

Funkcje k(r, z), F(r, z) i ich pochodne w réwnaniu (3.11) maja wartosci
odpowiadajace warstwie materialu, lezacej na styku z powierzchnia matrycy
(r,=1).

Brak pochodnych funkcji k(r, z) w rownaniu (3.11) wynika z faktu, z¢
granica plastycznos$ci warstwy przylegajacej do matrycy jest z zalozenia stata
{rys. 2).

Nieobecnoéé pochodnych funkeji k(r, z) w rownaniu (3.11) w istotny
sposdb utatwia rozwigzanie omawianego zadania. Nasuwa to pomyst wprowa-
dzenia nmiewiadomych w postaci funkcji jednej zmiennej z.

Realizujemy to przez zalozenie dla kazdej warstwy materiatu nieznanej
funkcji F(r, z) jako nastgpujacego szeregu:

(3.12) F(r,2) = L+£, @)ra @) (6~ +

gdzie 7, 1 z, sa dane odpowiednio wzorami (2.3) i (2.18). Funkcja F (r, z} musi
spetniaé warunki brzegowe (2.15) 1 (2.16). Z réwnan (3.4) 1 (3.12) otrzymujemy
whwezas:

(3.13) wr,=1 Fi{r,z)=1+f(z)
(3.14) wr,=0 F(z=1

=0.

p=1

Niewiadoma funkcja f, {z,) w szeregu F(r, z) jest dana jako zwiazek na
tarcic (2.14) 1 moze by¢é uwazana za znang.

Pozostaje do wyznaczenia z rownania (3.11) niewiadoma funkcja f, (z,).
Uwzgledniamy przy tym zwiazki (3.12) i (3.13) oraz obcigcie szeregu (3.12) do
dwoch czlondow.

Konstrukcja funkcji F{r, z) w formie szeregu (3.12) w istotny sposob ;
ulatwia rozwiazanie rownania (3.11). Przyjecie wspolnej funkeji F{r, z), (3.12),
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dla wszystkich warstw materiatu pozwala przewidzie¢ przebicg naprezed
stycznych t,.(r, z) w calym obszarze uplastycznienia.
Naprezenia t,,(r, z) maja obecnie forme¢ nastepujaca:

(3.13) T (7, 2) = k(r, 2)/ 1 (L, @1y 1 (2) (=12,

W wyrazeniv (3.15) wspolczynniki funkcyjne szeregu (3.12), to jest f; (z,)
if,(z,) sa niezalezne od wartosci granicy plastycznosci k(r, z). Naprezenia
7,, obliczone z (3.15) sa ciagte w calym obszarze uplastycznienia, poniewaz
zalozyliSmy wczesniej ciaglosc 1 rozniczkowalnosé funkeji k(r, z) w otoczenin
styku dwoch warstw.

Po otrzymaniu F(r, z} z rownania (3.11), niewiadoma funkcje d(r, z)
obliczymy z rownan statyki (3.9) i (3.10) w r, = 1. Skladowe stanu naprgzenia
g,, 0.. 0, obliczymy ze zwiazkow (3.2), (3. 3) (3.5).

Nast@pme zamiast k(r, z) bedziemy uzywaé alternatywnego zapisu k;, co
oznacza stalg warto$¢ granicy plastycznosci dla i-tej warstwy wyciskanego
materiahu.

Przejdzmy teraz do szczegtlowego przedstawienia proponowanego algoryt-
mu obliczania naprezen.

4, WYZNACZANIE NAPREZEN STYCZNYCH T, (7, 2)

We wzorze (3.15) wystepuja nieznane funkcje f,(z,) 1 f, (z,), ktore nalezy
wyznaczyc. Funkcja k(r, z) jest znana z zaloZenia.

4.1. Wyznaczanie funkcji f,(z,)

Aby wyznaczy¢ funkcije f] (z,), podstawiamy zaleznosci (3.2), (3.3), (3.4) do
wyrazenia (2.15) okreSlajacego zatozony rozklad naprezen stycznych na po-
wierzchni kontaktu deformowanego materlaiu 7 matryca.

Mamy wowczas

(41)  k(r, 2y,=1/1—F*(r, 2)c08 20 —2k (¥, 2)p, =1 F(r, D}, =1 %

1.
xistrx: pk(r, 2,1

Wspdiczynnik szorstko$ci g ma stala wartos¢ w kazdym punkcie linii konturu
matrycy. Funkcje k{r, z) 1 F(r, z) we wzorze (4.1) maja ustalone wartosci
w r,=1. Stad

(42) k@, Dyt = ki

(4.3) Fr, 2ly,=1 = 1+f,(z,)
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Indeks i przy k, w (4.2) oznacza stala wartos¢ granicy plastycznosci dla i-tej
zewnetrznej warstwy. Widzimy, ze funkcja f,(z,) nie wystepuje w (4.3).
Umozliwia to bezposrednie obliczenie funkejt f,(z,) z warunku na tarcie
wyrazonego zwiazkami (2.15) i (4.1). .

Przeksztalcajac (4.1) otrzymujemy rownanie kwadratowe wzgledem F:

2 sin 2o e

—1 =0,
cos? 2 cos?2a

(4.4) F2[1+tg?2a]+ F

Wyroznik A rownania kwadratowego (44) ma postaé

AL
(4.3) 4= cos?2a’
natomiast
2. /1—p?
{4.6) JA ="

Zwiazki (4.5) 1(4.6) s stuszne przy cos 2o # 0. Po uwzgl(;dnieniu (4.3), (4.5), (4.6)
niewiadoma funkcja f, przybiera dwie wartosci

. 2
p —psin2a— /1—p cosZoc_1

@7 fr= 2(1 +tg? 2a) cos? 2

—psin 2a+ /1 —u? cos 2u

2(1+tg? 2%)cos® 2a

2

(438) fi=

Do obliczent wybieramy te warto$¢ f;, ktora spelnia warunek

(4.9) JI=F%, - =0.

Z zaleinosci (4.9) wynika ograniczenie na wartosci funkcji f,, ktore ma forme
stabej nierdwnosel:

(4.10) —2<f, <0.

W przypadku gdy kat nachylenia tworzacej stozka matrycy o = 45°,
{cos 2o = 0), funkcj¢ f; wyznaczamy z ogdlne] postaci wyrazenia (2.15) wr, =1
jako

(4.11) (6,0 )y, —1SInacosa = phy, _;.
Po podstawieniu (3.2), (3.3) i (4.3) do (4.11) otrzymujemy
4.12) fi=p—1.

- Warunek dodatnosci wyrazenia (4.9) jest spelniony.
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4.2. Wyznaczanie funkcji f,(z,)

Pozostalag do wyznaczenia funkgie f, (z,) wystepujaca w (3.15) otrzymamy
rozwigzujac wzgledem niej réwnanie (3.11) w r, =1,

Po podstawieniu do (3.11) w r, = 1 wyrazenia (4.3) i wykonaniu wszystkich
dziatan, otrzymujemy nieliniowe rézniczkowo-algebraiczne réwnanie wzgle-
dem poszukiwanej funkcji f, (z,).-Ma ono nastepujgca postaé:

413 fi(l—m?
I

A

+1s [fl_(m2—2)+(—1—4m2)(—2f1 DV =2 —fTHU ) (1 +4m?)

—(=2f _fsil)7m\/ —2f; "‘f%:l

L |
T
B

+f [m* (L+f)—m? A+ +m(=2f, =D/ -2, [
+U 3 H D (=Y = D+2m (=2, D/ -2, —f1+/1(1—m?)

T
C

of2| 2R, {z) 2mR,(z) (1+f,) , 5
+E[ Zg * Zg m](“zﬂ_zfﬂ =2 —f1=0.

T
B

n

Rownanie (4.13) mozna przedstawic¢ jako

F
(4.14) f§A+fZB+C+a—fD=o,

gdzie wspolezynniki A, B, C, D oznaczaja odpowiednie wyrazenia w nawia-

sach kwadratowych i wyraz wolny w réwnaniu {4.13).
Rownanie (4.14) posiada szczegolne rozwiazanie. Wynika ono z roéwnania

(4.15) f3A+f,B+C=0

Jest tak, poniewaz rozwigzanic rownania (4.15) majace postaé
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. —B—-/B-44AC

2 24 ’
(4.16) '
- —B+./B*—4AC
24

nie zalezy od wspolrzednej z,. Zatem pochodna of,/0z, jest rowna zeru.
Réwnanie {4.13) jest ciSle spelnione, gdy poszukiwana funkcja f, (z,) jest

liczba wyrazona wzorami (4.16). ‘
W przypadku o = 45°(m = 1), rownanie (4.15) upraszcza si¢ do postaci

4.17) LB+C=0.
Niewiadoma f, wynosi wowczas

—-C
(4.18) = 7

Wiclkosci C i B w (4.13) nie zaleza od zmiennej z,. Tak obliczona
niewiadoma funkcja f, spelnia $cile rownanie rozniczkowo-algebraiczne (4.13)
lub (4.14), bedac jego rozwiazaniem szczegolnym.

Analizujac réwnanie (4.13) wzgledem niewiadomej f, (z,) mozna zauwazyc,
7e jego Sciste, szczegblne rozwigzanie w postaci (4.16) lub (4.18) obowiazuje
wowczas, gdy wspotezynniki 4, B, C sa liczbami. Wynika to z zalozenia
o staloéci wspolezynnika szorstkosci g wzdhuz linii konturu matrycy. Jezeli
p=pu(z), to wielkosci A, B,C w (4.13) sa funkcjami zaleznymi od z,
i rozwiazanie (4.13) wymaga innego podejscia. :

Majac dane f, i f,, przy 4 = const, obliczamy w kazdym punkcie obszaru
uplastycznienia skladowe naprezenia 1,.. Spelnione s przy tym $cisle warunki
brzegowe odnosnie tarcia i rownanie stanu plastycznego {4.13) na linii konturu
matrycy. ‘

Réwnanie stanu plastycznego (4.13) w r, = 1 zapewnia spelnienie warun-
kéw rownowagi, warunku plastycznosci Treski i zalozenia A. Haara—Th. Kar-
ména. Zatem obliczona 7 (4.13) wielkosé f, speinia cisle powyzsze warunki.

5. WYZNACZANIE FUNKCIH o (f, Z), NAPREZEN KONTAKTOWYCH 0,(z)
I S WYCISKANIA

Okreslenie skladowych o,, 0., 6, tensora naprezenia ze zwiazkow (3.2),
(3.3), (3.6), niezbednych przy wyprowadzaniu wyrazefi na napr¢zenia kontak-
towe i sily wyciskania, wymaga wyznaczenia funkeji o(r, z). Oznacza ona
érednic ciSnienie na plaszczyznie r—z.

Funkcje o (r, z) otrzymamy rozwiazujac wzgledem niej rownania zawieraja-
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ce zwigzki rownowagi, warunek plastycznoséci i zatozenie A. Haara-Th. Kar-
mana. Rownania te na linii konturu matrycy w r, = 1 maja nastepujaca postac:

do oF @ (1—F)
= =k — —F—
(5.1) 5l = K ks (W1=F7)—k— .
da B 0 5 5
(5.2) =R fcazmkar(\/ﬁ)-k,/1—1~" -

Po podstawieniu do (5.1) i (5.2) wyraZzenia (3.12) otrzymujemy

(5.3) @ — l:\/ -2/ *f%(zfl_fz)_m(l +f1)(f1_fz)]

| Orl=1 Ry(2) J=2—1? ’
(5.4) Kk [m(fz_“fﬂx/ =261+ R —f)—2f, f2:|
aZ a1 R (Z) . ’

BV *2f1‘“f1

T
Z2

Rownania (5.1), (5.2) mozna wigc przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

(5.5) g“ _k@,=1)
Tt T URG)

(5.6) ? _ k(=1
AT TR

Wiclkosci 2, i X, oblicza si¢ z wyrazeh w nawiasach kwadratowych
zwigzkow (5.3) 1 (5.4) .
Funkcje o(r, z) przedstawiamy w nastepujacej formie:

57 o, z)mai(z) (R’”(z) s })az(k) 1 2) + (o 73) 1 k).

We wzorze (5.7) wystepuje niewiadoma funkcja o, (z,} zaleina od wspotrzednej
znormalizowanej z, i nieznana stata warto$¢ o,. Niewiadome «, (z,} i a, nalezy
wyznaczy¢ ze zwiazkow (5.5), (5.6) i statycznego warunku brzegowego (2.17)
wymagajacego zerowania si¢ sity w przekroju z, = 0.

Wykonujge rozniczkowanie (5.7) odpowiednio po r i z i uwzgledniajac (2.3)




368 JAN PIWNIK

otrzymujemy
do 3
8 hind g,
.8) arles 2 R.(2)
do Jou, Oz —3m
59 — =1 ) i
) 0z|ra=1 Oz, Oz T |:Rb (z)]

Poréwnujac prawe strony rownan (5.5) i (5.8) otrzymujemy
xz

(5.10) e, =
3

J

Z pordéwnania prawych stron rownan (5.6) i (5.9), z uwzglednieniem (5.10)
i (2.18), otrzymujemy zalezno$¢ na o (z,)

9%y !

oz

n

(5.11) =k o (Zym—2,) —.

— ¥
Zp=1 _O+m___
Zg Zg

Calkujac wyrazenie (5.11) otrzymujemy

z
(El——z)ln(r—o+mi)+cro.
=1 m Zg Zg

Staly catkowania o, w (5.12) obliczymy z warunku zerowania sig sily
wyciskania na wyjiciu z obszaru uplastycznienia dla kazdej warstwy osobno.
Po poréwnaniu odpowiednich réwnan otrzymujemy nastepujaca postac funk-
¢i ofr, 2

=
513y o(r,2)= 00+Ici|,ﬂ=1 (El—_mz) In (r—o-l—mf_)_i_

Zy Zg

r 2 z .
+[Rb(z)+RT%E25]? ke 2

Okreslimy z kolei stala calkowania ¢, we wzorze (5.13} dla wyciskania
materiatu jednorodnego (k =k, = const). W przckroju z =0 (rys. 2) sila
wyciskania

(5.12) o, =k,

(5.14) P={o,2nrdr=0.
0

Podstawiajac wzory (5.13), (3.3) do wyrazenia (5.14) i wykonujac calkowanie
otrzymugemy

7

pA T 2 1
(5.14a) o= —k, [(21m~ﬁ)ln;§+l+§21+§fl +6f2].
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Stala catkowania (5.14a) odnosi sig do materiatu Jjednowarstwowego
(k = const). Przy wyciskaniu materialu wielowarstwowego podczas obliczania
stalej calkowania ¢,, nalezy uwzgledni¢ polozenie i-tej warstwy na wyjsciu
z obszaru uplastycznienia. Dotyczy.to wartosci promieni r,, Faseevs Fis Py
W z, = 0, przy danych polozeniach promieni R, R,,..., R;, R, odpowiadaja-
cych tym samym warstwom przed wyciskaniem (rys. 2).

Potozenie promieni 7, 75,..., 7, r, okreslimy na podstawie danego stopnia
- redukcji 4, wyrazonego wzorem (2.4),i zalozenia o statym wydatku wzdtuz linii
rozgraniczajgcej sasiednie warstwy. Mamy wowczas

I fa N To

R,7R, R R, CVYITH

(5.15)
Stala calkowania o, obliczymy z réwnania (5.14), ktore dla materialu,
wielowarstwowego przyjmuje nastgpujaca postaé

) ‘ 2 ri
(5.16)  § o, 2nrdr|,—o+ [0, 27 rdtls—o+ ...+ | 6,27 rdrl,, -0+
4] 0 . .

Fi-i

ro
+§ o5 2mrdr,, o = 0.
¥y
Indeksy ,,i” w (5.16) oznaczaja numer warstwy wzdhiz przekroju z, =0 (w
kierunku osi r). Przedstawia to rys. 2.
Funkcje o (r),znzo opisujace rozklad naprezen osiowych i-tej warstwy
w przekroju wyjsciowym z, = 0, majg na podstawic (3.3), (3.12) i (5.13) postac
nastepujaca:

(517 o, ()

z
sttt -E)u,

Zg

r |z r roorl
+[a+r—%:|"§lki (T)‘z.,:() +k; (T')Iz"=0 ':1 +/i a"‘fz (a_;%)}
Wyrazenie na stalg catkowania o, z uwzglednieniem dowolnej liczby warstw,
wyznaczamy z réwnania (5.16) po podstawieniu do niego wzoru (5.17) na o,;(r)
w z, = 0. Calkujgc zwiazek (5.16) otrzymujemy zamknigta postaé wyrazenia na
g, dla dowolnej liczby warstw.

Dodajmy, ze pomini¢to przy tym (w z, = 0) wktad naprezesi osiowych do
bilansu sit od bardzo cienkich warstw d(r)—0, wzdhuz ktorych nastepuje
zalozona, ciagla zmiana funkgji k,(r). )

Naprezenia normalne na powierzchni kontaktu materialn z matryca
o,(z) (rys. 2} obliczamy z warunku réownowagi

(518 (2

Podstawiajac do (5.18) wzory na skladowe naprezenia T,y T,, T, OlTIZymane

m=1 = Olp=15in%a+a,|, - cos® a+21,,, _ sin?acosa.

1t — Rozprawy InZynierskic 2/89
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z (3.2), (3.3), (34) oraz (3.12), (3.15) i (5.13), w r, =1 mamy nastgpujace
rownania:

(.19)  0,(2)

Zg Zo

+ ki, = 1 (cO8 200 +-sin 24 m)

$redni nacisk na stemplu g w procesach wyciskania materialow wiclowar-
stwowych obliczamy ze znanego rozkladu naprezeft g, (z) wyrazonego wzorem
(5.18) i zalozonych naprezen tarcia t,(z) okreslonych zaleznoscia (2.5).

Majac na uwadze warunck rownowagi i poréwnujac sile na stemplu
P z odpowiednimi rzutami naprezen o,(z) i 7,(z) wr, = 1 na kierunek osi z,
otrzymujemy (rvs. 2).

X ¥ z\ 2 '
=1 O'O+ki(,.n=1)(Ei—ﬁ)ln(£+m_)+§ki(r":1]Zl -+

(5.20) P=gaRyqg= | [o)sina+(r,)cosa]2nR, (z)ds.
S,z
Po przeksztalceniu (5.20) otrzymujemy:
(521} g = 22 - | Uoysina+(z,)cosa] R, (z)ds.
? SRy

Z rys. 2 wynika, ze
(5.22) ds = ——

Po podstawieniu do (5.21) zaleznosci (2.5), (5.19), (5.22) oraz wykonaniu
catkowania, otrzymujemy analityczne wyraZenie na obciazenie stempla ¢ w na-
stepujacej postaci:

2
j [(O’n) Sir}. o +Hki(r,1= 1) QOS Gﬂ} Rb (Z) de =

2
:[go-}-ki(rn:”(gzl+0032fx—|—sin20t,/—2f{‘—f%+
:
+puctgoa 1MR—% +
2 | IN[RE(, Ry 1\ r5( 1o 1
SIS (O 3 | ey MR ) I PR | )
+R%sinrx%" 1)( ! m)I:Z(nzo 2/ 2 nzo 2

Istotny wplyw na warto$é nacisku ¢ ma warto$¢ stalej catkowania o, 1 granica
plastycznosci ki, —y, warstwy stykajacej si¢ z matryca. Nastgpne wazne
czynmiki, to stopien redukcji, wspdtczynnik szorstkosci p 1 kat nachylenia
tworzace) matrycy o.

523 =
(523 4 Rising
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Wzor (5.23) na Sredni nacisk na stemplu ¢ przy wyciskaniu wiclowarstwo-
wym uwzglednia podstawowe wlasnosci mechaniczne niejednorodnego plas-
tycznie materiaty, jak tez ujmuje wplyw takich czynnikow technologicznych,
jak ksztalt matrycy i stan jej powierzchni.

6 DYSKUSIA WYNIKOW I WNIOSK]

Wyzej przedstawione, nowe rozwigzanie teoretyczne problemu wyciskania
wiclowarstwowego charakteryzuje efcktywnos¢ wyrazajaca sie analitycznymi
postaciami zwiazkow okreslajacych rozklad naprezen normalnych na po-
wierzchni styku matrycy z materialem oraz sit wyciskania.

Obliczone z zaleznosci (5.19) naprezenia normalne wzdhiz linii konturu
matrycy speiniaja Scisle rownania réwnowagi, warunek plastycznosci Treski
1 zalozenie A. Haara—Th. Kdrména o rownoéci dwdch naprezen gtownych.
Jednoczesnie obliczony z rozkladu naprezefi normalnych $redni nacisk na
stemplu g, podany wzorem (5.23) daje z punktu widzenia twierdzer ekstremal-
nych teoril plastycznosci dolna ocene obciaZenia.

Rozwigzanie nie naklada ograniczen na ilos¢ warstw i jest z koniecznosci
uproszczone.

Najwazniejsze uproszczenia obok zalozen geometrycznych o ksztalcie
obszaru uplastycznienia, to warunck A. Haara-Th. Karmana oraz postaé
funkeji F(r, z) we wzorze (3.15), ktora okredla przebieg naprezen stycznych
i warunek na tarcie.

Funkgja F (r, z) nie zalezy bowiem od wartodci granicy plastycznosci i ilosci
warstw. Struktura wzoru (3.15) na napreZenia styczne zaklada ich ciggloéé
i rézniczkowalnos¢ w calym obszarze uplastycznienia. Oznacza to, ze przyj-
mujemy w najblizszym otoczeniu styku warstw ciagly rozktad granicy plastycz-
nosci. Zatem podane rozwiazanie dotyczy przypadku ciaglej zmiany niejedno-
rodnosci plastycznej.

Rzeczywiste rozklady granicy plastycznosci w obszarze styku dwoch
wyciskanych warstw zaleza nicwatpliwie od ich cech materia}owych i wielu
merozpoznanych dotad zjawisk zachodzegcych w procesie deformacji plastycz-
nej [13, 14, 15, 16].

Wydaje si¢, ze zaloZenie o ciaglym rozkiadzie granicy plastycznosci
w otoczeniu styku dwoch warstw moze by¢ poprawnym przyblizeniem realnej
sytuacji w nicktorych procesach otrzymywania zlozonych ukladdw. Przy-
kladem sa szeroko stosowane w przemyéle metody Iaczenia eksplozyjnego
i implozyjnego [13, 14, 15, 16].

Wystepujacy w procesie wyciskania stan paprezenia charakteryzuje sie
w wigkszo$ci obszaru uplastycznionego trdjosiowowym, nierdwnomiernym
Sciskaniem. Ten fakt przemawia rownicz na korzy$é zalozenia o cigglosci
granicy plastycznosci w najblizszym otoczeniu kontakiu dwéch warstw.
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W wielu uktadach dwu i tréjwymiarowych, ze wzgledu na znaczne réznice
whasnosci mechanicznych warstw, wystepuje skokowa niejednorodno$¢ pla-
styczna. Wowczas analiza teoretyczna rozpatrywanego problemu moze byc
takze oparta na prezentowanej metodzie obliczen. Zmieni si¢ jedynie podejscie
przy okreslaniu struktury funkgji F(r, z). Powinna by¢ rowniez zapewniona
clagloéé naprezen stycznych. Mozna tego dokonaé przez poréwnanie wartosci
naprezen stycznych z obu stron powierzchni podziatu sasiednich warstw.
Procedura taka, mozliwa do realizacji w ramach prezentowanej metodyki
obliczei, w istotny sposob skomplikuje zwiazki na skladowe tensora na-
prezenia.

Mozliwe sa takze rozne uproszczone warianty omawianej metody obliczef
pol naprezen w procesach wiclowarstwowego wyciskania. Mozna na przyklad
ograniczy¢ si¢ przy obliczaniu z,, tylko do jednej niewiadomej f;. Wiedy
naprezenia styczne beda spelnialy jedynie warunki brzegowe i warunek
plastycznoscei.

Rozwigzywanie osiowo-symetrycznych zagadnien brzegowych teorii niejed-
norodnej plastycznosci napotyka trudnosci podstawowe. Stad poszukuje si¢
roznych uproszezen prowadzacych do efektywnych wynikdéw. Przedstawiona
proba rozwoju teorii wyciskania materiatéw wielowarstwowych z silng niejed-
norodno$cia plastycznag moze postuzyé do racjonalnej, technicznej analizy
osiowo-symetrycznych procesow obrobki plastyczne;.
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PE3FOME

TEOPUTHUYECKHU AHAJNM3 MPOLECCA OCECUMMETPAUYHOTO
BBIJABIABAHU S MHOT'OCJACHCTBIX MATEPHAJIOB ¢ CUIBHO#M
ILIACTUYECKOW HEOQHOPOIHOCTLIO

B pabote npeacrasieso HEBOC, YIPOLIEHHOE TEOPHTHYECKOE pEITCHRE T10JiCH HANDMKEHMHIT
IS IpoIlecca BLEGABAMBAHMA MHOTOCIOMCTOIC MATEpUalla B YCIOBHHAX OCEROH CHMMETDHH.
Pemesue omupacTca HA MOACTH Tejna HACAALHO IUIACTHYECKOTO C YCNOBHEM IIACTHYHOCTH
Tpecka y npenmonoxennem A. Xaapa—T. Kapmarma mns xaxporo cios. Cmom obmamator
pasHEIMH 3HAYCHUAMY Tpefiella naacTE4HOCTH. JiedopMHApYeMsid [IaCTHYECKH MATEPHAT
XAPAKTCPH3YCTCH CHILHON TNACTHYECKOH HCOJHOPOAHOCTEIO. B GiH3koil OKpECTHOCTH JIMHMM
KOHTAKTA ClOCB OPSANOIATACTCA HENPEPBIBHOC PpACHpENENCHRE TPENeNs NHACTHIROCTH,
Ipemmonaraercs Toxe $opMy oOJIaCTH TEpexo/la B INACTHYECKOS COCTONHHE WM TNOJIOKCHHES
LHOBEPXHOCTH KOHTAXT4 ¢ioes. KacaTenbHble HATIPSOKEHHS W CPeJHES A4BJICHHEC B TPOHOILHOM
CEMCHAH BBIIABIUBAEMOTO CTEPXKHA BRIPAKEHBE QYHKIMAME 0O OTHONIEHHIO K OCEBOH KOOpIH-
mare z. HemapecTHbie (byHKIMM, 32BMCAITHE TOJBKO OT O[HOH MepeMeHHOH z, OUpeIeicHE! H3
YDABHEHRH TNIACTHYECKOO COCTORHMA HA JIHHHH KOHTYPa maTpmisl.. B pesyneTate mOTyHeHE!
TOTHEIC AHAJHTHYCCKHE COOTHOUICHHH, OUPEACIAIONTAC PACIHPEASIeHAE HOPMANLHULIX HaIps-
MCHHH HA NOBEPXHOCTH KOHTAKTA MaTepuafa ¢ MaTpHmeHl. Ha ocsome wapecTHOrO pachpe-
JeneHus HOPMANBLHEIX HAUPSOKCHHE H KACATENLHMX HANpMKCHHH OT TPeHHs HA TOBEPXHOCTH
KOHTAKTa MaTepHasa ¢ HHCTPYMEHTOM ONpeAeicHa TOYHAS, HIDKAAS OHEHKA CHJ BHIIABITH-
Banud, IIPEACTABNICHHOEC DEINCHHE HE ONPENCNAET OTPARWHYCHME JUIL YHCHIA cloes ¥ QopMy
maTpunel. MoxeT OHO HOCAYXKHTH [0Nifl PANEOHANBHOrO, TEXHMYECKOTO AHANH3A RHIXABTHBAHUS
HHAHHAPHYECKHX CTEPKHEN, COCTOSMIMX M3 HECKONBKHX METAIHYECKHX CHOCB.

SUMMARY

THEORETICAL ANALYSIS OF THE AXI-SYMMETRIC EXTRUSION PROCESS
OF MULTI-LAYER MATERIALS WITH A STRONG PLASTIC NONHOMOGENEITY

A novel simplified theoretical solution is found for the stress states accompanying the process
of extrusion of multi-layer materials under the conditions of axial symmetry. The solution is based
on the model of perfect plastic material satisfying the Tresca yield condition, the Haar—Karman
conditions being satisfied in each layer. The layers are characterized by different yield limits and
strong plastic nonhomogeneity. In the neighbourhood of the interfaces continuous variation of the
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yield limit is assumed. The form of the plastic zone and positions of the contact surfaces separating
the layers are assumed. Shearing stresses and mean pressure in a longitudinal section of the
exiruded rod are expressed in terms of functions of the axial coordinaie z. Unknown functions of
the single coordinate z are determined from the yield conditions written for the contour of the die.
Accurate analytical relations are derived for the normal stress distribution at the surface of contact
between the die and the material extruded. Using the known normal and shear stress distributions
(due to friction), accurate value of the lower estimate of the extrusion force is determined. The
solution may be applied to the cases of arbitrary number of layers and arbitrary form of the die. Tt
may be used to a rational analysis of the process of extrusion of multi-layer cylindrical rods.
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