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ZEWNETRZNE OSZACOWANIA OBSZAROW ISTNIENIA

WITOLD BODASZEWSKI (KIELCE)

W czgéci 11 stosowany jest konsekwentnie parametryczny opis pol clementarnych. Rozwazono
problem istnienia rozwigzan tych po6l dla warunkow brzegowych okreslonych na zbiorze
parametrow, ktory jest rownowazny zbiorowi wspoirzednych naprezen przyjmowanych w ob-
szarach skrajnych. Wyznaczono obszary istnienia rozwiazan dla pol o 2, 3 i 4 obszarach
jednorodnych oraz nieosobliwych strukturach. Pokazano, ze problem daje si¢ wowczas sprowadzic¢
do rozwigzania odpowiednich ciagow zadan optymalizacji z nieliniowymi funkcjami kryterialnymi
oraz zespolem liniowych i wypuklych ograniczen. Zadania te sa formulowane na przestrzeniach
parametrycznych, zdefiniowanych w czegsci I [10]. Otrzymane zalezno$ci pozwolily m. in. na
zbudowanie algorytmu komputerowego, ktoéry umozliwia rozwigzywanie dowolnych pol elemen-
tarnych; jest to pierwszy algorytm o takim stopniu uniwersalnosci. Analizy pél o strukturach
osobliwych (zdegenerowanych) umieszczono w czesci III; natomiast wspomniany algo-
rytm — w osobnej pracy.

_ OZNACZENIA

% linia nieciaglosci naprezen,

wspolrzedne punktu w ortonormainym uktadzie globalnym (i = 1, 2),
wspolrzedne w uktadzie Jokalnym, zwiazanym z kierunkami naprezen
gtownych (i = 1, 2); baza: {i,, i,},

w parametr naprezen;

X <

. . ) +1) @ {n+1)
Q iloczyn kartezjanski = {(w, ® ): wel0,7], o €[0, =]},

wspoOlrzedne tensora naprezenia (i,j =1, 2),
o; naprezenia giowne (i =1, 2),
p wektor naprezenia

o, granica plastycznosci materiatu,
k k= T
\/3,
e wektor jednostkowy normalny do %.
y parametr o znaczeniu kata pomiedzy x' i normalng do 2,
¢ parametr oznaczajacy kat pomigdzy osia x! ukladu lokalnego w ob-

szarze poprzednim, a kierunkiem wigkszego naprezenmia glownego
w obszarze nastgpnym,
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@ parametr o znaczemiu kata pomiedzy dwiema kolejnymi liniami
nieciaglosci naprezen;

parametr rodziny linii & (@ =1, 2),

parametr podrodziny linil & (g9=1,2,3,4),

liczba obszaréw jednorodnego stanu naprgzenia,

macierz transformacji wspolrzednych (T; i, j= 1, 2),

obiekt przcsunigeia réwnoleglego uktadu wspotrzednych,

obraz linii ¥ w Q,

zbi6r parametrdow linii & (okreSlony na @),

zbiér parametrow linii & (okreslony na ¥),

dopuszezalny obszar obrazéow P,

przedzial parametrow e (I' = [0, wl}

ustalony parametr naprezen; '

daszek” nad symbolem — ‘wielkosé, ktorej jednoznaczne okreélenie
wymaga podania warankéw dodatkowych.

P a MR G .e D

Ocznaczenia specialne

n — biezacy wskaznik (numer) obszaru jednorodnego stanu naprezenia.
Wielkoéci zwiazane z obszarem n!

wom ™o omow W om @ owom M omom e @
Ur'j: 6{: pfs w, (|6’ y: @: xr, Xa [ an Q’ q’ ei’ Il: _12;

dla oznaczenia numerdéw obszarow jednorodﬁych uzywa sig takze indeksu m;
Wielkosci zwiazane z dwoma saéiednimi obszarami: n i n+1;
ag)n.ﬂfl, Pn.n-l—l, Sn',ﬂ'+l’ F"‘"+1;: E
Podobszary i przedzialy dopuszezalne zwigzane z liniami gl

) (] {n)
I dopuszczalny przedzial zmiennodel o, zalezny od @ w obszarze m,

m

{n) )
I';, dopuszczalny przedziat zmiennoSci @ w obszarze jednorodnym n,

w om. wn o
wyznaczony przy ustalonych @ i efew = ¢, w=2¢),
Ans U podobszar dopuszezalny obrazow P le A4 < Q, ktdre odwzorowujy
w £ dopuszczalpg linig FmntE okredlong na Y, ppdobszar ten jest

(m)

zmienny, zalezny od @ w obszarze m,

A'{";+1 . " Wy nt1)
' podobszar depuszezalny obrazdéw P(w, @ ) wyznaczony przy ustalo-

W, omw oo o
nych w 1 w{w = ¢, ©=c)

(A% podobszar analogiczny do Ay3*!, zdefiniowany nastepujaco:

o wrD D @ 115
(A'{-.';“)*EA'iz';“+{{w, o) o=o ,we[ﬁmgn]}mfivs“;.
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Oznaczenia pozostale

K produkt kartezjanski:

R 4 5 I U {1} [UB . '
K={o o, k) 0ell,n] wel0, ], <2, =23}

w sensie fizycznym: przestrzen warunkow brzegowych pola elementar-

nego o | obszarach jednorodnego stanu naprezenia,
w ® _ ;
B(w, o, |} punkt, ktory odwzorowuje w K ciag wartosci parametrow brzego-

) wych,
0} -
A" obszar istnienia rozwiazah pola o [ obszarach jednorodnege stanu

naprezenia {okresiony na K), .
o : g m

(#)* pbrne (zewngtrzne} oszacowanic obszaru 27, otrzymane jako rezultat

rozwigzania zadafh okreslonych na przestrzeni £:
© @ ®
84 brzeg obszaru (analogicznie: Sy,

. , e, A L) )
¢ czynmik funkcji ¢(c1) na) q) okresiony wylacznie na Q, deﬁmowany

w celu rozdzielenia zmiennych w th funqu {(10.9),

% i-ta funkcja kryterlaina, :

Gy w2yt GF
@ produkt kartez;anskl 2={w, o) we{() n] cu e[() rc]}

@
m krzywa na powmrzchm zcwn§trzne_] obszaru &, ktorej rzut m pa

plaszczyng |x| = const ogranicza obszar plaski A; obszar A jest
okreslony na £'.

9, MIEJSCE ZADANIA 1 STAN JEGO ROZWIAZANIA Y

Rozwiazujac statycznie dopuszczalne, nieciagle i graniczne pola naprezen,
w tym takze pola elementarne, dochodzi si¢ do bardzo zlozonego, nieliniowego
vkiadu réwnan i nierdéwnoéci, dla ktorego nalezy rozwigza¢ odpowiednie
zagadhienie brzegowe. :

W podejsciu klasycznym uklad 6w buduje sie zestaw1ajqc nastepujace
waruanki:

a) rownania réwnowagi na kazdej linii mecxaglosm naprezen Fmnt!
(n=1,2.. -D);

b) warunek plastycznoéci w kazdym' obszarze jednorodnym
nin=1,2,...,1%

c) warunkl nieréwnosciowe, ktorych spehneme zabezpiecza mozhwosc
konstrukcji pola w plaszczyznie fizyczne) Y;

M We wszystkich czesciach pracy zachowuje sie ciggloé¢ numeracji rozdzialow.

2 — Rozprawy InZybierskie 3/89
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d) warunki brzegowe; warunki te moga by¢ formulowane w roéznorodny
sposob; dla pdl elementarnych ustala si¢ na przyklad graniczne stany naprezen
w obszarach skrajnych 1 i ! oraz kat » pomiedzy glownymi kierunkami
naprezen w tych obszarach (warunki rownosciowe); niekiedy Zada si¢ takze
fizycznej zawarto$ci pola w pélplaszezyZnie ograniczonej danym z gory katem
& (warunek nieréwnosciowy).

Postacie zwiazkow a), b), d) sa powszechnie znane. Zostaly one podane
przez W. SZCzZEPINSKIEGO w pracy [1] i byly stosowane we wszystkich pracach
pOZnigjszych. Zwiazki te, w ogdlnoéci nicliniowe, latwo jest przedstawié
w formie rekurencyjnej, by nastgpnie cato$¢ ukladu zestawia¢ z gotowych
podukiadow.

Konstrukcja takiego ukladu nie jest jednak prosta. Nie znamy bowiem
nawet liczby wspomnianych podukiadow, ktorej okreslenie wymaga zatozenia
“struktury ukiadu linii nieciaglosci naprezen w przestrzeni fizycznej Y. Z gory
nie jest zatem okreSlona ani liczba niewiadomych, ani struktura ukladu
rownan i nierownosci, ktore dla wyznaczenia pola nalezy ulozyc.

Trafny dobér struktury jest najtrudniejszym momentem zadania. W ogol-
nosci, gdy przyjmowadé ja dowolnie — poszukiwane rozwiazanie pola moze nie
istnie¢.

W czgéci T ([10]) pokazano, ze liczba obszaréw jednorodnych [ zalezy
zardOwno od postaci warunkow brzegowych, jak i konkretnych wartoéci, ktore
przyjmuja- dane na brzegach pdrametry. Kluczowym dla mozliwosci badan
obszarOw istnienia rozwigzan bylo wprowadzenie parametrycznego opisu
memagiosa pol elementarnych, za pomoca clementdw zbioru ((5.1))

Ty 2y T () @) =1
fo,o,...,0, 4, q..... ¢}

i funkcji okreslonych na jego podzbiorach:
(1) () (1) (m) ) 1)
¢ =¢(w, o, q). =yl 0, g) ([p=1.{-1),

o ( )
gdzie w oznacza parametr napr@zema w obszdrze jednorodnym n (we[0, n):

() )
q — parametr podrodzmy linii memag{osm naprezen #""+1 rozdzielajace

n+1) ()
obszary Jednorodne ni n+1 (q =1,2,3,4), ¢, y(n=1.(-1) — funkcje
okreslone wzorami (3.5 (por. takze rys. 13.).

W ramach tego opisu udaje si¢ spetni¢ toZsamosciowo warunki typu a), b)
i zredukowa¢ w ten sposob klasyczny ukiad réwnan do Jednego tylko
rownania. typu (5.2); w postaci: :

{n}

I
©.1) ¥ = 22 )

Odpowiada ono warunkowi d).



STRUKTURY UKEADOW LINTI MIECIAGLOSCI NAPREZEN W POLACH GRANICZNYCH cz. 1 419

Rownanie (5.2); zacytowano raz jeszeze by ulatwié czytanie czedci 11 i TIL
Nadano mu réwnoczeénie nowy numer wzoru. Fakt powtdrzenia zaznaczaé
bedziemy za pomocg znaku —, na przykfad: (5.2), -+ (9.1). W tym samym celu
powtorzymy dalej kilka innych, wazniejszych wzorow z czesci I

Warto zauwazyé, e wspomniana redukcja liczby réwnan, a takze zmien-
nych — charakterystyczna dla opisu parametrycznego — nie dotyczy tylko pol
clementarnych, ktore sa w pracy rozwazane. Jej znaczenie staje si¢ najbardziej
istotne podczas rozwiazywania pol o duzym stopniu ztozonosci, gdzie wymiar
klasycznego ukladu réwnan i nieréwnosci ulega wielokrotnemu zmniejszeniu.
Podkreslamy, Ze efekt 6w powstaje w bardzo zlozonym uktadzie nieliniowym.

Korzystng wlasnoscia opisu parametrycznego jest takze i to, ze w przypad-
ku pél elementarnych mozna prosto i wlasciwie w jeden tylko sposéb
wyspecyfikowac¢ elementy zbioru parametéw brzegowych. Pozwala to badaé

istnienie rozwigzan, anahzu]qc zaleznodé funkcyjna: n(co) 8 %, 9, 1) = 0 (por.
5.2). Zalezno$é t¢ mozna interpretowac jako pewien zwigzek pomigdzy zbiorem
warto$ci danych na brzegach parametrow, a fizyczna strukturq pola i rowno-
czesnie striktura ZWIQZkow ktore to pole opisuja.

Warunki zwigzane z zawartoscia pola w polplaszezyznie okreslonej katem
0 ((5.2.),, rys. 5) nie s3 W pracy analizowane. Sa to warunki nieréwnoéciowe,
aktywnc dopiero w zadaniach formutowanych dla pél ztozonych. Takich pol
nie rozpatru;emy

W czesci I wyprowadzono m.in. warunki istnienia rozw1qzan dla przypad-

ku, gdy w skrajnych obszarach jednorodnych pola 1 i I zaklada si¢ tylko

M W m®
parametry naprgzeniowe w = ¢, @ = ¢, Wy]scwwa Zaleznosé strukturalna

o o 1) @
typu 5{w, o, %, §, I} = 0 zostala zatem uproszczona do postaci Hi(w, 0, 1)=0

1 dotyczyla zadan, ktoére okreSlono wéwczas jako zadania bez ograniczen
geometrycznych. W czgsci I dotaczamy jeszcze ograniczenic na kat » pomie-

W
dzy kierunkami gtownych naprezen o, i o; uwzgledniamy zatem warunck

rownosciowy (9.1) 1 rozpatrujemy zaleznoéé:

m
f{w, w, %, D=0

Rozszerzenie zbioru ograniczen nie zmienia ogdlnej koncepcji rozwiazania
omowmnej w czgsci L Jest jednak przyczyna znacznej komphkacp analiz.
Migdzy nmyrm

wyznaczanie obszarow istnienia rozwiazan nie daje si¢ juz sprowadzi¢ do
ciagow liniowych zadan optymalizacji, analogicznych do oméwionych w punk-

1y &
cie 5 (por. 9.5) dla ,{(w, @, =0

nawet w przypadkach polo merelkleJ liczbie obszaréw 1, odpowiednie
funkcje kryterialne (nieliniowe) przyjmuja formy bardzo zlozone;
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podobne wiasnodci posiada zespol ograniczen; ponadio, w okreélonych
przez nie obszarach stwierdza si¢ m.in. istnienie zbiorow punktéw osobliwych;
struktury pél, ktére tym punktom odpowiadaja sa odmienne od struktur, jakie
otrzymuje si¢ dla danych z otoczenia punktéw osobliwych; mamy. tu do
czynicnia z efektem zapasci strukturalnej: znika jedna lub réwnoczesnie kilka
linii nieciaglodei naprezen; (blizsze wyjasnienie sensu tej osobliwosci podano
w rozdziale 12, natormiast sprawg korzystania z terminologii teorii optymaliza-
cji poruszono w punkcie 10.4.). S S P R
W tej sytuacji zrezygnowano' z poszukiwania. ogdlnych  (analitycznych)
formul rozwoju obszarow istnienia, ktore bylyby: analogiczne do odwzorowan
typu (5.7) (—(9.3)). Postawione zadanie rozwigzujemy glownie metodami
numerycznymi. Tylko w przypadkach szczegdlnych — na przykiad w bada-
niach otoczeti punktéw i zbiordéw punktow osobliwych — korzysta si¢ takze
z odpowiednio przekszialconych wyrazen analitycznych. -
K westie istnienia rozwiazai przyjeto badaé indywidualnie dla pol o kolejno
wzrastajacej liczbie obszarow jednorodnych. Zatozenie to dotyczy jednak
wylacznie warunkow naktadanych na s, poniewaz dla’ warunkéw zwigzanych

m Lwo o :
z ®=c, ®=c wazne sa nadal ogoélne zaleznosci (5.5)45.7) ((5.5)—>(9.2),

(5.6)-+(9.5), (5.7)—(9.3)), ktore przedstawiaja odwzorowania opisujace ewolu-
e : . : . €1, D
cje dopuszczalnych przedzialow zmiennosci parametréw o - (0znaczono
o) ‘ . . _ -
r,) i dopuszezalnych podobszaréw obrazow prrE U finii - g w Q (o-
znaczono A™"t1) towarzyszaca wzrostowi [nm| i zwigzang z ustaleniem

. o . . .
wartodéi @ = ¢ w obszarze jednorodnym ,m”

mELY. . ()

©2 o Du=f)

- S o wEy o W oprn 2D
9.3) Al =t(n, @ ) wely, o €l, @ =c nA,
gdzie

1 (1}
n=m+l, mt2,... (dla v = c=m= 1, n=IL.1,

la w=c=>m=1I, n=I[..1)

I e e S WP
r,={{m): voelwy, ®

maxds @ = C}.z
9.4 . ) ) T
(UL ptl) 1) @l @th oy (m
min?* .U')max L

rn={{o)r o€ o W=}
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(nt1) o m\] @ W 2 2w
@ ., = Max<arccos| sin g—co PO = Oy Dpyags | 77 gdy ;J;TEEF,“ )
(9.5

nx1) _ m om0\ wm w (m 1 1 ™
Wmin = MIN < &1 COs | sin g+w D0 = Wnins Qmaxs gn, gdy gﬂsefm .
W zadaniach z kompletnym zespolem rownan i nierownosci, warunki (4.1)

(9.6) prrtle g

(4.1} (9.6)) sa wprawdzie tylko warunkami koniecznymi istnicnia rozwiazan,
nie mniej zachowuja najwyzszy priorytet.

Ze wzglgdu na potrzebe ujecia w miarg kompletnego materiatu, ktérego
zakres okazal si¢ dos¢ znaczny, w pracy ograniczamy si¢ tylko do przed-
stawiania sformutowan poszczegdinych zadan, szkicowego omowienia metod
ich rozwiazania oraz otrzymanych rezultatoéw. Podajemy ponadto jedynie
wyniki, ktoére: maja wigksze znaczenie praktyczne. Mimo to, a hawet mimo
prezentacji wynikow glownie za pomoca rysunkow, zaszla jeszeze konieczno$e
wydzielenia czesci 111, w ktorej analizowane sg warunki brzegowe odpowiada-
jace wspomnianym osobliwo$ciom strukturalnym. Okazalo si¢ bowiem, Ze
wyniki tych analiz prowadza do waznych" wnioskow odnoszacych sie do
struktur linii nieciaglosci napr@zen wokot wewn@trznych WQzlow tych linii
w polach zlozonych.

Nalezy podkreslic, ze wprowadzenie opisu parametrycznego i uzyskanie za
jego pomoca wiclu nowych wynikow odnosi si¢ do rozwiazywania nieciaglych
pol granicznych. Pozostaje jednak w calosci w ramach idei metody, ktora
zaproponowal W. SzczepINsk1 w pracy [1].

10. ZADANIA Z DOLACZONYM WARUNKIEM NA X

10.1. Algdrytm rozwoju podobszaréw ATY.

W czesci I (p. 5.3, {5.7)—(9.3)) przedstawiono algorytm rozwoju podob-
m qa
szarow A"+ przy ustalonym o = ¢ w obszarze jednorodnym 1. Dla potrzeb

analiz zadan z rozszerzonym zespolem warunkéw rozwazymy teraz przypadek

rozwoju ana]og1oznych podobszarow, ktory odpowiada sytuacji, gdy z gory
W m. o o
ustalane sq rownoczesnie @ = ¢ i w = ¢. W tym celu wychodzimy ponownie

od odwzorowan typu (5.5)—(9.2) z ta tylko rdZnica, 2¢ obecnie wyznaczamy
dwa ciagi przedzialow:

(2} (3) 0} {t—-1) (I 2) 1)
{r,,ry,....,ryyoraz { r,, I,,....,T}.
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() 0
Pierwszy wiaze sie z ustalonym w (rozwdj ,,w przod”), a drugi — o (rozwdj
»Wstecz”).
Czesci wspolne:
2 @ @ 3 @ @
(10.1) FLI:FIHFI, F1J=Ffﬁr1,...

@
okreslaja wodwczas dopuszezaine przedzialy zmiennoéci parametrow o,
3 -1 @ W, om0
@,..., o przy danych w = ¢ 1 w= c.
_ Analog‘iczme do (5.7)~»(9.3) definiujemy takze dopuszczalne podobszary
' W o
A1+t = A = Q. Podobszary te sg funkcjami w, w okre§lonymi nast@pujaco

. : _ (n) (nt+1}) .
(10.2y o A’”‘“—F“x Iy nA.

iy (at+ 1) i : L
quame zawartosm Plw, o E/i'{": ydla n=1, 2..(1 —1) interpretuje si¢
S - S R C R DR R )|
Jako zespol Warunkow na-to, aby wszystkie funkqe vw, o, gq) ¢(w,

1) (m N S I VR I ()
® , q), przy danych na brzegach w=c,0=Cc, byly okreslone na swoich
dziedzinach. Sa to zatem takze warunki istotne dla konstrukcji sprawnego
algorytmu komputerowego, w ktorym wartoéci funkcji y i ¢ beda obliczane.
{m . '
Przedziaty T , lub podobszary A7} 1w przypadkach pdl o 21 3 obszarach
mozna doéé¢ tatwo wyznaczac geometrycznie (por. rys. 9). Z¢ wzrostem liczby

a n+1) 3] (n+1}
L 1 23 = A A
Agg - Ay 13 "
b (3 (3 T /L
= 7
|
~==] R R
8@ =i 58
= T 4 &
B Py H T
| . i 3 )
<, \
- i
7 - P T
AL 2 | 1]
= 72
e,

cC

mom e lim
i)

23]

4
o punkry riedopuszezalne

_Rys. 9. Przyklady podobszarow AP =1,2)
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(2) (4

Y
' 72 34 23
Ay Au Ay
a T / i
g . )
adw alle
. i wF
L ]
X s
-
-
{1 (3}
¢ x 88 b &
i o 2} o
Bo Ll T4
il
3

8 punkly niedopuszezalng

Rys. 10.' Przykiad podobszardw ATt =1,2,3)

! sposob ten jednak znacznie si¢ komplikuje. Korzystamy wtedy z pomocy
komputera. Przyklady edycji wynikéw pokazano na rys. 10 i 11 (rysunki
opracowano na podstawie wydrukow komputerowych). W konstrukcji z rys.
' @ W @ '
10 zalozono: I=4, w = ¢ = 70°, @ = @ == 160°, natomiast w konstrukeji
(1) (1) 3] (13 .
zrys. 11 — I=5 w=1c =20, w=c=160°
Sens geometryczny zdefiniowanych obickiow oraz ,dziatanie” formut (10.1)
pokazano na dwoch przykladach rozwiazan (rys. 9a i 9b) otrzymanych dla pol
{r)
o 3 obszarach jednorodnych. Obok przedziatlow I, , i podobszarow AP,
: (n} (n).

naniesiono tu dodatkowo przedzialy I, i I', znane z czeSci L.

] 3l . : : 4).
gﬂ ) g) 45 [ ] t{u : 23 4 C(S) )
Ass 15 Ass s
L L] ,
12 518
L
Ags j
N L&
\“_*L_r‘e]: .
= _ T
7} ) 21 2 {3 )
- @
Ea @ l w Lis o

Rys. 11. Przyklad podobszardw AM lin=1,2,3, 4)



424 W. BODASZEWSKI

Przyczyny szczegdlnego wyrdzniania pol o trzech, czterech i pigciu ob-
szarach zostana wyjasnione w dalszej czgSci pracy.
W uzupelnieniu podanego omowienia warto odnotowaé cztery nastgpujace

uwagi dodatkowe:
m +1)
1. Podoboszary At wyznaczaja pola zmiennosci parametrow o, @
m 1) m (1)
(n=2,3,...(0—1), w ktorych funkcje 7(w, o ), qb(wz w ) sa okreslone

i rzeczywiste. Zgodnie z definicja obszaru A (wzory (3.6)), AT n+1 nie zawieraja
wierzchotkow tego obszaru, mimo ze dla tych punktow rozwmzama istnieja,
chociaz moga nie byé¢ okreslone®. Tak wigc pola, w ktorych chocby jeden

(n)

z parametrdéw naprezeniowych przyjmuje wartosci: (w) 0 lub @ = =, nie sa
uwzgledniane, Przypadki te badamy osobno {czgé¢ I} i rozwazamy tylko
W sytuaCJach wyjatkowych: gdy nieokreslony uktad linii & #t1 jest jedynym
rozwiazaniem dopuszczalnym. Odpow1edmk1em obszaru A jest wowczas

obszar
o i 2 el ) 2

2. Podane definicje’ przedzialéw i podobszaréw dopuszczalnych sa dogod-
ne dla analiz numerycznych, gdzie nieokreslonofci nie sa akceptowane

Dysponowanie algorytmem wyznaczania AT pozwala od razu generowad
L. .2 @ (-1) JOTENCE S ) R ()
ciggi wartoici: @, ®,.., @ | Z dziedzin funkcji y(a) o) i P,
nt+1 . :
‘a) )) (= 1,2, (1) o
3. Praktyczna potrzeba wyznaczania A""“ powstaje dla pol elementar-
nych, ktore zawieraja [ > 2 obszarow ]ednorodnego stanu naprezenia. W przy-
padku pOJedyncze] linii 212, ktora rozdziela obszary ,,1” 1,27, dziedzing

M @ W (2
funkcji §(w, @), d(w, w) jest caly obszar A

4. Najmniejsza liczba I, dla ktorej zachodzi

: (1}
(10 3) rl e

- jest. na]mnle]sza llczbq obszarow }ednorodnych przy. ktore_l - 1 przy danych

(o .
W, ® — $3 spe}mone warunki konieczne 1stmema rozw1azan1a pola elementar-

nego.

. ' ' W m e+ )
@ PDokladniej: linia Gt est okreslona, gdy W= iw =0 g=1, 2 3, 4; nie jest

. i o] CES VIR
natomiast okreflona dla 0 =01 o = 5; analogicenie dla przeciwlegtych narozy obszaru A.
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Warunek (10.3) jest rtownowazny (5.8) i takze dotyczy zadania bez warun-
kéw geometrycznych. Mozna go rdéwniez napisaé w postaci (symetria):

[{4]
I, #0.

10.2. Warunki formulowane w celu rozwiqzania pol elementarnych

W opls1e parametrycznym, caly klasyczny uktad warunkéw rownosciowych
sprowadza si¢ do jednego tylko réwnania typu (5. 2 —(9.1). Wlasno$¢ ta jest
niezalezna od liczby zakladanych w polu obszardéw 1.

M m
W celu rozwiazania pola przy danych na brzegach {w, @, x}, réwnanie

()
typu (5.2); = (9.1) wyrazamy Za pomoca pdrametrow podrodzm q i zaplsUJemy
W postaci:

. - 2y (1) 2y (3} (2 (-1} (h (-1
(10.4) xﬂb{w @, g)+¢(w, o, g)+...... +éd( o, 0, ¢)

‘ (n) - {nt1) (n):
Funkcje ¢(w, o , q) sa tu okreslone wzorami (3 5),..
W rown_amu (10.4) n1ew1adomym1 sa.:

@ @ ¢-1)
a) parametry napreZeniowe w obszarach posrednich @, @,...., w
{m}
(we(0, n);
LIS {1 _ ) . o
b} parametry podrodzin ¢, ¢, ..... » 4 i moga one przyjmowad wartosci:

i
9=1234 | 2
Pokreélamy, ze nieznana jest rowniez liczba obszaréw jednorodnych |,

() (m)
takze wiec i Ticzba mewladomych parametréw: o, q.

Rozwigzan roéwnania (10.4) poszukuje sic w obszarze ograniczonym, ktory

: (1}
opisuja dwa zespoly warunkow. Przede wszystkim zadamy, aby funkcje ¢ (v,
(n+1) tn) m (a+1) (m)
w , gq)iy(w, @ , q)byly okreflone w swoich dzxedzmach Przy ustalonych
W mom m m
w=c,w=c (we(, n) prowadz to do warunkow (por 10. 1)

(n+1)

(10.5) - (cu cu)e/l""“:;é(i# dla n=1,2,..,(-1)

Drugl zespof tworza geometryczne warunkl konstrukcp pola na plaszczyzme
fizyczney Y- : : :

1} 1) @tz @i @) @bl o) @) (ni1) (m)
O =y(o, o, qg)t+édw, o, q-y© o, q)>0

((n=1,2,...,0=2),
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-1

10.6) Y @ < 2m,

i=2

(n+1)

©® #n (wylacznie dla = 3).
10
(n+1)

Wielkos¢ @ jest katem pomiedzy dwiema sasiednimi liniami niecigglosci
napr@zen gt et (p=1,2,. ~2), tys. 13, rys. 15). Spetnienie

(10.6), i (10.6), wyklucza rozwiazania, ktore by si¢ realizowaly w kilku
warstwach tej samej plaszczyzny fizycznej Y. Warunek (10.6), obowiazuje tylko
w przypadkach pél o 3 obszarach (blizsze uzasadnienie podano w'p. 11.1).

Fakt, iz wszystkie zaleznosci zostaly wyrazone przez parametry podrodzin

(0]
g ma swoje uzasadnienie w potrzebie konsekwentnej interpretacji parametrow

¢ i y, jaka powstaje w sytuacji, gdy nakladane sa zwigzki na geometri¢ pola.

ny  (m
Zapisy ¢ i y za pomoca ¢ 1 Q 53 réwnowazne w przypadku pojedynczej linii

& (por. rys. 1): okreélaja t¢ sama reprezentaci¢ prostych, chociaz parametr
Y Jest w obu wypadkach inaczej definiowany. W przypadku ukladow linii
& roéwnowazna jest’ tylko' intérpretacja parametru ¢. Sposob mierzenia
¥y wprowadzony dla rodzin linii % wymagalby wprowadzenia dodatkowych
zalozen S -

’ 4]
103 Obszary istnienia rozwiqzan A

Przy]mu_]emy nastepujace kryterium istnienia rozwiazania: Jesh dla przyje-

o
tych na bfzegach {w, w, x} oraz llczby l 1stmeje chociaz Jeden taki cnqg

2y =1 @ W @y g-1
wﬂw!"‘ﬁ a)!wi q’ q""! q 1

ktéry spelnia warunki (10.4)«10.6), to méwimy, 7e na plaszczyznie fizycznej
Y rozwiazanie pola istnigje.

Ogodlnie sa to rozwigzania nicjednoznaczne. Nawet w przypadku [=3,

(2)
gdzie nieznany jest tylko jeden parametr napreZeniowy w, na plaszczyznie
fizyczne) Y moga istnie¢ roZne rozwiazania, odpowmda_;ace réznym kombmac-

i @
jom wartosci parametrow q, q (por. przykiad Z P. 5.1). Mozliwe sa tez

1y o
sytuacje, gdy dla danych {@, w, %, I} istnieje tylko jedno rozwigzanie, gdy

rozwiazanie nie jest okreslone, lub gdy w ogodle nie istnigje. Istnieje ono
wowczas dla innej liczby [, a wigc w ramach pola o innej strukturze fizycznej
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i innej strukturze warunkéw, jakie dla rozwiazania tego pola nalezy ulozyé.
Przyjete kryterium rozstrzygania o istnieniu, badz nie istnienin rozwiazan
0}
sugeruje, by obszary istnienia " definiowaé na zbiorze mozliwych warunkéw
brzegowych:

(1 @ 1) ()]
K={{w, o, |4): we[0,n], wel0,n], |¥<2r, I= 2,3,...%

) ®
K wypetnia zbior punktow B(w, o, }x)), ktérych wspolrzednymi sa wartosci
przyjetych na brzegach parametrow.
M

- I4 (1) (l) r L] "
Obszar A~ jest zbiorem punktdw B(w, o, jx|)eK, dla ktorych rozwigzanie
pola istnieje w ramach struktury o ! obszarach stanéw jednorodnych,
t
W pracy przyjmujemy, ze dysponowanie ciagiem obszarow # (I = 2, 3, ..)
jest podstawa analiz zachowania si¢ rozwiazan przy réznorodnie przyj-
G}
mowanych warunkach brzegowych. Wyznaczanie # sprowadzamy do po-
szukiwania zespolow-powierzchni, ktdre te obszary ograniczaja.

104. Zadania formulowane na przestrzeni Q
N : : 0)
104.1. Zadania z ostabionym zespolem warunkéw. Obszary ()%, Ogdlnie
wszystkie warunki sktadowe uktadu:(10.4), (10.5), (10.6) sa nieliniowe i bardzo

zlozone oraz dogodne do przedstawienia tylko w postaci algorytméw. Z gory

] . . O CER ) m (1) () .
nie mozna zaklada¢, ze funkcje y(w, © , q) ¢(w, @ , g),z ktérych uklad

ten jest budowany, sg rozniczkowalne, ani nawet, Ze sa ciagle (por. (3.5), rys. 2).

() o
Jedynie warunki (10.5), ale tylko przy ustalonych @, @, 53 liniowe. Whasno$¢ ta

jest jednak trudna do zdyskontowania, poniewaz wyznaczane przez nia
podobszary AT+ sa w ogdlnosci wielospojne (por: rys. 9, 10, 11). Warunki
(10.5) wyrdznia takze i to, ze s3 okre§lone wylacznie na przestrzeni Q. Funkgcje
(10.4) i warunki (10.6) sg okre§lone na plaszczyZnic fizycznej Y.

Podane wlasnosci, lacznie z brakiem jakichkolwiek informacji o po-

o ®
szukiwanych powierzchniach granicznych obszaréw # (dla I = 3,4,....dla
=2 — rys. 2¢) staly si¢ powodem, 7e najpierw koncentrowano sig na
znalezieniu odpowiednich sformutowan okrojonych — z oslabionym zespolem
warunkow. Najbardziej dogodny wariant takiego zadania udato si¢ znalezé
przy zalozeniach: a) braku warunkéw (10.6); b) ostabieniu (10.5) poprzez nie
uwzglednianic warunkow: '
() n+1)

(10.7) Ce# e (=12, ,0-1);
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zamiast (10.5) otrzymuje si¢ wtedy:
o) (et 1)

(10.5)* (W, @ )e(APV )V #8, (n=1,2,... (-1
gdzie (por. rys. 2, 9, 10, 11):

) m+1) ) n+1) (m) 1 5
(A y* :A'{’,’I+1+{(a), o) o= o, we[gn,gn}}m/ﬂ}j}“.

Uprzedzajac, podamy od razu, ze przy tych zalozeniach otrzymuje sig nie
tylko istotne uproszczenie zadania. Najwazniejsze jest to, z¢ w ramach
o
przyietych uproszezen otrzymuje si¢ rozwiazania takich obszaréw (), ktore
n W o
ré7nia -sie od obszarow # (A" < (#°)* tylko na zbiorach o wymiarze mniej-
szym od wymiaru przestrzemi K (dokladniej, dla /=3,4..). :
Istotny jest takze fakt, ze¢ w sformulowaniu uproszczonym, zadania na
' ®
wyznaczanie powierzchni ograniczajacych (#)* daja si¢ sprowadzi¢. do po-
szukiwania zbioru parametrycznych ekstremow odpowiednio przeksztatconego

1y W oo
wyrazenia (10.4) (przy lokalnie ustalonych parametrach: o = ¢, w=rc)

Diatego, chociaz zadanie tylko lokalnie moze by¢ traktowane jako problem
ckstremum, w tej czesci pracy postugujemy sig terminologia zaczerpnigta
7 teorii optymalizacji. Méwimy wigc, ze funkcja kryterialng jest wyrazenie typu
(10.4), natomiast warunki typu (10.5%).tworza zespdl ograniczen. W konsck-
wencji okreélenia te odnosimy takze do warunkow (10.5) 1 {10.6).

10.4.2. Uproszczenia zwiqzane z éliminach parametréw podrodzin. W celu
rozwigzania zadat z ograniczeniami (10.5)%, zamiast jednej, dyskretnej funkcji
kryterialnej (10.4) — tworzymy ciag takich funkcii dla wszystkich mozliwych
(r) R . (m .
g=1234(m=1,2,..(0~-1) W kazdej z nich parametry g uwazamy za

- . : m - {n¥1) S ’
ustalone. Dzieki temu oraz dopuszezeniu réwnosci: (@ = o, funkcje kryteria-
ne moga by¢ okreslone tylko na zbiorze parametrow naprezeniowych, kiore
zmieniaja si¢ w sposOb ciagly. Z postaci (3.5), i (34), wnioskujemy, ze
w funkcjach tych powtarzaja si¢ znaki skladnikdéw, a nawet cale sekwencje

. () L D )y (1)
znakéw (parametry g oddzialuja tylko. na maki ¢ =¢lw, @ ,.q)
(nt+1)

Prawidtowosé ta ma zreszta proste uzasadnienie w réWanaZnoéci opisu ¢
za pomoca rodzin Q'i podrodzin ¢ (Q=1,2; ¢ =1,2,3, 4.
Eliminujac powtarzajace si¢ wyrazenia dochodzimy do 2~ funkgji typu:
~ 2 @ 3) L A-0 ®
(10.8) ¥x=td(w, 0)td(w, 0)t.. . +to( o , ),

ktore uklada si¢ dla wszys.tkich kombinacji znakow.
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W (10.8) oznaczono {por. (3.5),):

o ) (n+1) . (n+1) m . m (nt1)
(10.9) Plw, o )=sign( 0 —)d(w, o)
m (nt+1) ' C
Wzory (108 mozna tez napisa¢ za pomoca ¢ (e, ) {por. (3.2), poniewaz

(7} (n+1)
znaki ¢(w, o }w zbiorze 21~ réwnai (10. 8) zostang uwzgl@dmone auto-

matycziie,
Posrod wymlemonych 2'71 funkcji mamy _]eszcze odpowiednie pary funkcp
ktore 10znia si¢ jedynie znakiem x. Istotnie réznych z punktu widzenia
)
poszukiwania powierzchni. ograniczajacych obszary (#)* jest zatem 2!"2
funkciji:

) (mt1) .

(10.10) - x.-'=|-lili¢>(w o ), |

ukladanych: tylko dla tych komblnacp znakow ktore WIQZQ sie z: roznyml
modutami .
Przedstawiony’ sposob- konstruowama funkr.:]l x; polega na prostyrn za-

sta_,plenlu jednej funkcji dyskretnej — - ciggiem. 22 funkq: okreslonych na

. {n)
zblorze parametrow ™, zmlemajacych sigw sposob ciagly. Sens tej zamlany nie

sprowadza sie jednak tylko do uproszczenia funkcji kryterialnych (10.4).
() )
Zauwazmy, 7e: a) cigglo$¢ zmian argumentow . ktora otrzymano dzigki
{m) {1}
dopuszczeniu rownosci m = o . laczy sie z rownoczesnym uproszczeniem

wlasnosci ograniczen (10.5); w postaci (10.5)* sa to ograniczenia liniowe
i wypukle (okreslaja teraz obszary jednospdjne); b) zaréwno ciagi funkcji
kryterialnych (10.10), jak i ograniczenia (10.5* sa okreSlone wylgcznie na
przesirzeni £; wymiar te} przestizeni jest mniejszy od wymiaru przestrzeni
(ptaszczyzny) Y.

Rezultatem rozwiazania zadan (10 10), (10.5)* 53 pow1erzchme ograniczaja-
o) o 0 o
ce obszary (#)}* takie, e A < (#)* ( obszary (. #Y* sa zewnetrznymi oszacowa-
. ) U]
niami obszarow H). Wyznaczemu obszarow ()" dla kolejno wzrastajacych
liczb naturalnych [ poswiecony jest rozdziat 11. :

: ")
10.4.3. Metoda rozwiqzania. Funkcje kryterialne typu (10.10), dla (co (0, m)

) {n+1) _
Plo, o )E(A"’"“)* (h=1,2,...,(0-1) sa funkcjami ciggtymi. Nie mniej

(m n+1)’
kumqu]q w sobte wlasnosci kazdej ze swoich funkgji sktadowych ¢(w, o ),

w tym nieciagiosci pochodnych (por. i¥s. 2), a takze obszary gwaltownych
zmian gradientu. Nie pozwala to na dostatecznie dokladna jego estymacie,
ktora bylaby ewentualnie niezbgdna, gdyby zadanie rozwiazywaé metodami
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gradientowymi; funkcje (10.10) sa bowiem ogdlnic dane tylko w postaci
algorytmu. :

Podane wiasnosci zawezaja dosé silnie wybor metody rozwiazania {[7]).
Najbardzicj istotne dla tego wyboru sa jednak nie tyle wlasnodci zadania
uproszczonego, ile zadania z kompletnym zespolem warunkéw. By zlokalizo-
waé zbiory, na ktérych aktywne sa pozostale ograniczenia i badaé otoczenia
tych zbiordéw, rozwiazania obu wspomnianych zadan musza byé pordow-
nywane. Jest to gtéwna przyczyna, dla ktérej nawet do zadan (10.10), (10.5)*
byl stosowany muin. algorytm bedacy w istocic pewnym wariantem metody
systematycznego przeszukiwania. W sytuacji, gdy dysponujemy - ogolnymi

H n+
formulami generowania zbioru punktow dopuszczalnych ((a;,( wn)e(/l';"'}“)*

(wzory: (5.6)--(9.5), (10.1), {10.2)), konstrukcja takiego algorytmu staje si¢
wzglednie prosta, a naklad pracy obliczeniowej — mozliwy do zaakcep-
towania. Ogdlny szkic algorytmu przedstawiono w czesci 111 tgcznie z analiza-
mi zadan z kompletnym zespolem warunkow.

‘W celu sprawdzenia dokiadnosci otrzymanych w ten sposoéb wynikoéw
zbudowano dodatkowy algorytm oparty na zalozeniach metody Complex
({8]). Stosowana wersja algorytmu réznila si¢ do$é znacznie od Zrddlowei.
Wprowadzone modyfikacje nie byty jednak ukierunkowane na rozwiazywanie
pol elementarnych. Algorytm testowano z myéla o zastosowaniu do roz-
wigzywania pol bardziej zlozonych. Implementacje algorytméw podanych
w [9], nie sa jeszcze powszechnie dostepne. : '

10.4.4. Dalsze skutki uproszezen. Nickorzystnym efektem ¢liminacji para-

(m
metréw g jest m.in. utrata sprz¢zenia pomiedzy poszczegdlnymi funkcjami

kryterialnymi (10.10) i ograniczeniami (10.6). 7 kolei dopusizczenie rownosci

(n) {(n+1) i
w= @ powoduje, ¢ nie sa ujawmane rozwigzama o osobliwych struk-

turach. Rozwiazania te odpowiadaja sytuacj, gdy jedna lub kilka Hhnii

nieciaglosci naprezen znika, poniewaz rozdzielalyby obszary jednorodne,

w ktOrych panuja stany naprezen o identycznych warto$ciach gtownych.
Nalezy tez zauwazyé, z¢ w zadaniach (10.10), (10.5)*, osobliwosci rozwigzan

. . ) (nt1)
nie sa ,widoczne” juz za przyczng Wzorow (3.2) i (3.3). Funkcjom ¢{w, o

BONCESY o S L W (n+1)

i f(w, o ) wzory te przypisuja wartoscl, jakie wynikaja z danych 0, w..
W (a1 -

W przypadku @ = @ otrzymujemy na przyktad: ¢ =0 i pewna konkretng

. ) 1)
wartos¢ parametru § (por. rys. 2c). Tymczasem przy @ = @ ~obie funkcje sa
w istocie nieokreslone: w przeksztatceniach, ktore doprowadzily do (3.2), (3.3)
{1} (n+1}

dokonano m.in. skrocenia wtamka, ktory dla @ = o przyjmuje forme %; bylo
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A . oL im n+1) .
to wowcezas dopuszezalne poniewaz spehienie @ # o zabezpieczal warunek

(n} {(nt+1) 1
(0, o )edAP™t.

0]
11. OBSZARY (A)* DLA POL ELEMENTARNYCH. ZADANIA SZCZEGOLOWE

0}
Ponizej pokazano rozwiazania obszaréw (#)* otrzymane dla pol elemen-

tarnych, ktére zawieraja /=3 i I =4 obszary stanow jednorodnych.

T
(2}

ISTh-1

@
Rys. 12. Symetryczna polowa obszaru #° (zbiér powicrzchniowy)

W przypadku /=1 otrzymuje si¢ jednorodne pole naprgzeri, natomiast
2
obszar " (! = 2) przedstawiono w czgéci I na rys. 2c. Jego powierzchnia zostata

tam przedstawiona za pomocg warstwic.
3] )]
Obszar " odgrywa wazng role w analizach rozwoju obszaréw &, szcze-
3

golnie w odniesieniu do . Dlatego na rys. 12 pokazano go ponownie, tym
razem w postaci rysunku przestrzennego.

11.1. Pola o 3 obszarach jednorodnego stanu naprezenia w
11.1.1. Warunki formufowane w celu rozwigzania pola. Odpowiedni szkic

SRR ¢ S I ¢ 5!
pola pokazano na rys. 13.Ustalone sa parametry naprezeniowe w = ¢ €(0, 7),
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Rys. 13. Szkic poid o 3 obszarach jednorodnego stanu naprezenia.
{Uwaga: we wszystkich czefciach pracy parametr ¢ jest na rysunkach przedstawiany za pomoca
hkow ciaglych, v — kropkowych) .

@ G : FRE o
w = ¢ (0, m) w obszarach skrajnych 1'i 3 oraz kat x pomigdzy kierunkami
o 8 S .

o, i o,. Pomigdzy obszarami 1 i 3 istnieje __obéz"a'_i‘;_r. poéredni 2, ktory jest
wydzielony za pomoca dwoch linii nieciziglqs’ibi: naprezen £1? i £2° Geomet-
ria tych linii oraz parametr @ nie sa dane.” W' celu rozwigzana takiego pola

formulujemy nastepujacy zespol warunkow (por. (10.4)=(10.6):

(1) (@ 1) @2y 3y 2y ) 3
(1L.1) w=d(w, w, g)+¢(@, 0, )= ¢+,
{1} (2) 12 (2) (3) 2a
(11'2) (a)i w)EA1,3 #gn ((JJ, w)EA].,S #qj::
2y 2y (3) (@) 2y M@ W @ o

& 2'}’((93 w, Q)+¢(G), a, Q)—?(CU, @, q)>05

' @ e
(13 6 <2z, O#m.
@ 1 @ w @

Niewiadomymi sa @, ¢, q, Przy cZym parametry ¢, g przebiegaja Zhior
0 : . o R @2r @ forn [ onon :
g =1,2,3,4idecyduja jedynie o znakach ¢, P ( & e[—i,z], n=1, 2).
- oo o BORORe) '
Jesli przy danych {e, @, %} moina dobraé ciag wartosci {w, ¢, g}, ktory
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spetnia warunki (11.1}+{11.3), to moéwimy, ze dla przngtych warunkow
brzegowych rozwigzanie pola o 3 obszarach istnicje.
@

Warunek (11.3); wyklucza rozwigzanie dla @ =z W rzeczyw1st0301
powstaje wtedy tylko jedna linia niecigglosci naprezen, utworzona przez dwie
wspilliniowe polproste %12, 23, pole, w ktérym z gory przyjeto 3 obszary -
staje si¢ polem o 2 obszarach; pierwotna struktura pola ulega degeneracji

{2)
(czes¢ III). Warunek € # m jest charakterystyczny dla pola elementarnego
(2)
o 3 obszarach i stanowt tu uzupelienic warunku @ > 0. W przypadku pél
o 4 obszarach jednorodnych nie jest on nak}adany.

(3) m
11.1.2. Obszar (A')*. Eliminujac z (11.1) parametry g ¢ Q — otrzymamy ciag
czterech funkcii:

L (1@ @ ® R 65 @ @) 3)
(11.4) : '

n (2) @ 3y (1 @ 2y (3)
x=—¢(w, o)—¢(o, w) ®=—¢{w, o)+, ®).

Widoczne jest, Ze odpowwdme pary funkcp (11.4) maja identyczne moduly.
(3
Aby wyznaczyc (A7Y* wystarczy wiec rozwazyc dw1e funkc_]e

O @ ey ()

l¢(w w)+¢(6€J w)f

(11.5)
(1) (2) (2) (3).

= (w; 60) F(o o)

(3) :
Powierzchnie ograniczajgce (#')* wyznaczamy numerycznie rozwiazujac na-
stgpujace zadania: '

1) (3) 1) @ (3) 1y (2) « ( 23
%imax(a)s (D) max{% (OJ @, CU) ((D GJ)E(A ) 3 (G)) CD)E(AI,S)*};

il.6
(1L6) 1) (3) W 2 ¢ W @)
Kimin( @ w) =min {x{w, o, ©): (o, w)c(diZ)*, (co a))eA L)%},

i=1,2,

(1) ) 3 (3)
w ktorych wartosci @ = ¢ €(0, )0 = ¢ €(0, #} sa lokalnic (na kroku)

zamrazane. W kaidym 7 takich zadan mamy nieliniowe funkcje kryterialne

(@)
{por. (11.6}) liniowe ogramczema (11.2y* oraz jedna tylko zmienng .

3 — Rozprawy lnZynierskie 3/89
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Rezultatem rozwigzania zadaf (11.6) sa powierzchnie ekstremalne:
(1) @ ) 3

Himan (@5 @), Rimin(@0, ) (=1,2) okreglone w K. Wyznaczaja one obszary

) @ (1) (3
(117) (‘%f:)* = {(G), w, txl) (D,E(O, TC)’ CDE(O, ﬂ:)! 1%|E[xfmin5 %imax]s
| i=1,2.

(Y]

v renfena,

#w
Rys. 14. a) Symetryczna potowa obszaru 2, b) Symetryczna polowa obszaru plaskiego A; m'
— rzut krzywej m na plaszezyzng |x| = m/2
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Ich suma

3) (€] (3}
(11.8) (Y = (A J* (A )

3
jest poszukiwanym obszarem (°)*,

. ) 1) (3 3 .
Przypominamy, ze warunek B(w, w, jx|)e(#)* gwarantuje istnienie roz-
wigzania pola tylko wtedy, gdy spetnione sa jeszcze warunki (11.3) oraz gdy dla

S it
kazdego n=1, 2 zachodzi w # o .

3
Graficzna posta¢ obszaru (#)* przedstawiono na rys. 14a. W istocie jest to
3)
juz kompletny obszar X", poniewai na tym rysunku zaznaczono micjsca

m  (me1)
{cienkie linie kropkowe), gdzie warunki (11.3) oraz w # ® nie sa spelnione.

(3)
Tworza one zbiory punktdéw B((&J}, (3(0), )¢ . Dla takich B, struktury pdl
0 3 obszarach ulegaja degeneracji (cz¢$¢ HI). Cienkimi liniami kropkowymi
zaznaczono roéwniez zbiory punkiéw B, dla ktérych rozwigzania nic sa
okreSlone. Punkty (izolowane), dla ktorych rozwiazanic nieokreslone jest
jedynym mozliwym oznaczono pojedyncza gruba kropka oraz literg N.
3) :
Wiasnosci otrzymanego obszaru 4" wykorzystamy miedzy innymi w czesci

. , ) ) (1}(5) ]
IIT do wyznaczenia dolnego oszacowania powierzchni max [x(w )| ogranicza

jacej od gory obszar rozwigzan dopuszczalnych pola zawierajacego 5 obszarow
(5)

jednorodnych (A7), Uczynimy to za pomoca geometrycznej konstrukeji ob-

szaru plaskiego A, pokazanego na rys. 14b, ograniczonego krzywymi typu n'

{rys. 14a, grube linie kropkowe) i okre§lonego na produkcie

. 1 3 () 3)
(11.9) Q={(w,n): wel0,7], woel0,x]}.

Krzywe m', sa krzywymi plaskimi, utworzonymi przez rzutowanie na plasz-
czyzng jx| = const (na rys. 14b — |u| = g) krzywej przestrzenncj m (rys. 14a),
) _ (3)
poprowadzonej na powierzchni zewnetrznej obszaru #. Wyrozniajac krzywa
m, jej rzut m’ oraz tworzac obszar A przyjeto nastepujaca jego wlasnosé, dobrze
widoczna na rys. 14a:
jesli spelione sa warunki:

w3 T 1 (3 @)
(1110) (CU, C!J)EA, I%!E Oa 5 3 (C{J, w, |%|)¢‘%fi
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to dla wszystkich zbiorow wartoéci warunkow brzegowych, ktore te warunki
spelniaja, rozwigzania pol o 3 obszarach jednorodnych na pewno istnicja.

11.2. Pola o 4 obszarach jednorodnych

Szkic. pola pokazano na rys. 13. Danymi sa parametry naprezeniowe

W @ @ . .
w = ce0,n), o=we@ 1w obszarach skrajnych 11 4 oraz kat » pomig-

) LW @ . . A T
dzy kicrunkami o, i o,. Pole zawiera dwa obszary po$rednie 2 i 3 oraz linie

. - . 2 3}
P12 g3 @3 Geometria tych linii oraz parameiry naprezenowe @, @

w obu obszarach wewnetrznych nie sa dane.

Rys. 15. Szkic pola o 4 obszarach jednorodhégo stanu napreienia
Zgodnie z (10.4}{10.6),. w celu rozwiazania tego pola naléiy vlozyé
nastepujacy zespdt warunkow: :

(1} {2) (1) 2y (3) 12) (3) (4) (3} 2y (3 (4)
(111 x=¢(w, o, 9)+¢(®, @, Q)+, o, g)=¢+¢+¢;

@ @ @ . @@
{]112) ((D: 0))5/11,4, (CU, a))EAl,4 7éﬂs ((’Us w)EAl,‘l- #ﬂn
B wm e @@ @ W@ n .
& =y(0, w, 9)+d(w, ©, g)—y(@, 0, 4)>0;

3 3 @) 3 @ @ 3) (2) (3 (2
(11.13) 0 =y(w, w, 9)+¢lw, ©, g)—y(@, o, ) >0

@ @
O+ 6 < 2n.
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2 3 (W (@2) {3 )
NleWIadomymI 4 w, w, ¢4, ¢, w, PrZy cZym ¢ moga przyjmowac

m (+1) o
wartosci q =1, 2, 3, 4 i decyduja tylko o znakach ¢ (o, "w g)(n=1,23)

Dalsze postgpowanie jest analogiczne do opisanego w punkcw poprzednim,
)

W celu wyznaczenia obszaru (#')* formuluje sie cztery funkcje analogiczne do
(11.5). Wynikaja =z nlch _odpowiednie postacic funkcji kryterialnych

1 2 @ @
x(w, o, 0, w)(i=1,2,3, 4) Przytaczanie rozwinigtych postaci »; pomijamy;

dodamy tylko, ze sa one funkcjami ciaglymi swcnch argumentow i okreslonym

wylacznie na przestrzcm Q.
)

Powierzchnie ogramcza]qce (AY* W“yznacza sig rozw1qzujac ciag o$miu
zadan typu: :

@ W) @e W m etn o
Kimax (@, @) = max {¥(w, ©, @, 0): (©, © )e(AT] )* n=1,2,3},

a4
1) @ ) () (3) (4) () (w+1) .
Himin(@, @) = min {x(0, 0, ©, 0): (©, © Ye(APL)*, n=1,2, 3},

i=1,2,3,4.

@ @3 w @ @
Zmiennymi sa tutaj @ i o, natomiast w = ¢ (0, m), = ce(0, n) s3

lokalnie (na kroku) zamrazane. Wlasnoéci funkeii kryterialnych (por. (11.14))
1 ograniczen ({11.12)*) sa takie same jak dla pola o 3 obszarach jednorodnych,
Rezultatem rozwigzania sa powierzchnie

1) (4) (1) (4) .
7"imax(a:'y (D): ximin(ws (J!)) (I = 19 2: 3: 4)9

okreslone w K. Wyznaczaja on¢ obszary

) (1)
(Jf)*—{(w w |[}: COE(O 7I), wE(O ), % € [Kimin Himaxls i=1,2,3, 4}
Suma

) i=4  (4)
(11.15) L= ()
: _ ) i=1
B
wyznacza poszuklwany obszar (#)*.
@ ~
Warunek B(cu a) lxi)e(&i’ y* oznacza, ze przy danych wartoSciach para-
metrow brzegowych rozwiazanic pola o 4 obszarach istnieje, gdy dodatkowo
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b7
4)
verresirer g H

4)

Rys. 16. Symetryczna polowa obszaru "

. m  (a+1) , @
jeszcze sa spelnione warunki (11.13) oraz w # @ ; zawartos¢ Be(A)* jest

tylko warunkiem koniecznym istnienia rozwigzania na ptaszczyznie Y. Graficz-
4) . 1C3] : S
na posta¢ obszaru (X)* (wlasciwie #) przedstawiono na rys. 16.

o /0
11.3. Ogdlna charakterystyka form geometrycznych obszarow (A)* (Ji” )

) .

Przedstawienie obszarow (2'Y* w postaci rysunkowej wyczerpuje w zasa-
dzie calos¢ opisowych informacji o charakterystycznych wiasnosciach ich
geometrii. Ograniczymy si¢ zatem do oméwienia tylko tych wlasnosci, ktore
byly oczekiwane i w zwiazku z tym moga stanowi¢ pewien sprawdzian
poprawnoséci otrzymanych rozwiazan, a takze wlasnoéci, ktore na rysunkach
moga byé ewentualnie mniej czytelne. Naturalnie, majac na razie “tytko
rozwiazania zadan z ostabionym zespolem ograniczen, nic bedziemy szerzej
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poruszali kwestii, jakie wiaza si¢ z zaznaczonymi na rysunkach zbiorami
o]
punktoéw osobliwych. Punkty te naleza do (#')*, ale nie naleza do . Od-
powiednie analizy rozwiazan wykazujacych osobliwosci strukturalne zostang
przedstawione w czegsci I11 _
W W
Przede wszystkim zwrdémy uwage, ze wszystkie obszary (#)* (#) —

m ® a o
rys. 12, 14a, 16) sa symetryczne wzgledem plaszczyzn o —w =01 0 + @ = 7.

(1) (1 W 0]
Plaszezyzny @ = 0, w = 7, @ = 0, w = © nie zostaly z zalozenia zaliczone do
o .
zadnego (A7) (por. 10.1). Dla warunkow brzegowych reprezentowanych
punkiami, ktére leza na tych plaszczyznach, rozwigzania pél nie sa okreslone.
(2) :

Obszar A" pokazany na rys. 12 jest przestrzennym przedstawieniem tej

same] powierzchni, ktéra na rys. 2c pokazano za pomoca warstwic. Jest to
L 1 2 . . e

powierzchnia || = ¢{w, @), a wiec takze i geometryczna forma kaidej ze

@ n+1)
sktadowych funkcji ¢(w, o ) réwnania typu {10.4) ((10.10)). Za pomoca

rysunku 12 mozna zatem pogladowo analizowad wldsnosm wspomnianych
rownan.

_ @

Powierzchnia obszaru £ jest rozpieta nad obszarem plaskim A. Idac od
m (@

przekroju centralnego @ + @ = 7 w kierunku poczatku ukiadu wspélrzednych

stwierdzamy, Ze powierzchnia ta ma najpierw charakter zblizony do powierz-

chni walcowej. Wigksze, a nastgpnie gwattowne odchylenie od powierzchni

1 @ x

walca notujemy w poblizu przekroju w + o = 3 Krzywa powstaia Z przecigcia
’ 2) -

ta plaszczyzna powierzchni " staje si¢ famana o ksztalcie litery U. Jej pionowe

&3]
krawgdzie nie s zaliczane do .#" mimo, ze dla polozonych na nich punktow
B rozwiazania pol istniejg; nie sa jednak okreslone. Analoglczne sytuacje

(1 (2)
powsta_]a po symetryczne_] stronie przekroju w4+ w = x.

2
Do # nie zaliczamy take odcinka proste;

1) (2) M 2@ {1 5
(0, 0,%): =0, ve rAra % = 0}.

Dla warunkow brzegowych okreslonych na tym odcinku rozwiazania pol
o 2 obszarach nie istnieja (wzor (3.6),: niedopuszczalne jest rozdzielenie jedna
linig % dwoch obszarow, w ktorych naprezenia maja te same wartoécl glowne.
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(2)
Odcinek ten jest zbiorem punktow nieciaglosci powierzchni 2. Oczywiscie,
zbiory punktow o takich wiasnosciach posiada kazda funkcja sktadowa
3)
rownania (10.4), a wiec mec1a,glos<:1 moga rowniez powstawaé w obszarach %
)
i A. W ramach zadan z okrojonym zespolem warunkow sg one jednak
niewykrywalne.
(3)
Najbardziej skomplikowane powierzchnie graniczne ma obszar X%
(rys. 14a). Jego gorna powierzchnia sklada sie z czterech platow walcowych.

Walce; ktore przecinaja si¢ w plaszczyznle || = 3 posiadaja tamze nieciggtosci

pochodnych Nlecmg%osm te powsta]a w rezultacie przecinania si¢ powierzchni
(3) )
zewnctrznych obszarow (J[ i (A ,)* (por. (11.8)). Jeszcze bardziej ztozone sa
(3) "
powierzchnie boczne obszarow ¢ . Kazda z nich sklada si¢ z dwoch roznych
powierzchni, ktore przecinaja si¢ wzdhuz krzywej przestrzennej m. Charakterys-
tyczne jest, ze krzywizny Gaussa obu tych powierzchni, odpowiednio w prze-
krojach % =0 i |x| = =, przyjmuja wartosci zerowe. Sasiednie powierzchnie,
ktore siegaja |x| = = maja tam wspolne piaszczyzny styczne Wokot utworzo-
1y (3
nych tu ostrzy, nawet mate zmiany w, @ powoduja znaczne zmiany zakresu
dopuszczalnych wartosci parametru .
1n @ '
Walcowy charakter maja takze powierzchnie max lx(a) )| ograniczajace
@y @ : o

od gory obszar (X)* (A — rys. 16). Spotykane tu_taj ostrza <]%| = %n)

i nieciagtosci pochodnych (j%] =.n) maja podobne znaczenie, jak w przypadku
A 3)
obszarow 1.
3) 4)
Zestaw1ajac wyznaczone obszary (Jf i (A w ]ednej przestrzeni K latwo
(3)
zauwazy¢, ze maksima powxerzchnl ograniczajacej od gory obszar (X)*
pokrywaja sie ze zbiorami punktéw minimalnych analogicznej powierzchni
)

obszaru ()*. Podobna wiasciwo$é daje si¢ rOwniez zauwazy¢ dla obszarow
@ 3

A1 A, jakkolwiek sens poroOwnywania globalnych ekstremow jest tu nieco

3) SR (2)
inny; obszar %" jest bowiem obszarem przestrzennym‘ natomiast X° — powie-
rzchniowym. W tej samej przestrzeni K mozna rowmez tworzy¢ pogladowe
1lustraqe przyrostow 4.4, ktore odpow1adaja P zy' -om llczby obszarow /.
AT L

Podane mformacpe o} obszarach A, Jakkolwxe

-.y_l__](__ _:uz_upe{n'l:aja ilustracje
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rysunkowg i daleko nie wyczerpuja roznorodnosci mozliwych wnioskow, moga
juz by¢ bezposrednio wykorzystywane, m.in. w praktycznym doborze struktur
do konkretnie przyjetych warunkdw brzegowych. Podkresli¢ jednak nalezy, ze
pole zastosowan dotad przedstawionych wynikow obejmuje tylko pola elemen-
tarne 1.tylko takie ich przypadki, w ktérych punkty reprezentujace zbiory
przyjetych na brzegach parametréw nie naleza do zbiordw punktow osob-

liwych, zaznaczonych na rysunkach drobnymi lintami kropkowymi. Zbiory te
®
nie naleza do # bads za przyczyna osobhwoscx rozwiazan w przestrzem
(2} {1
Q(w= m), badz w rezultacie aktywaosm ogramczen typu (10. 6) ngsto ma

takze miejsce sytuaqa gdy obie przyczyny rownoczesnie wykluczajq 1stnlen1e
rozwiazar.

Fakt, iz wymiar zbiorow punktéw osobhwych (por rys. 14a, 16) jest
mniejszy od wymiaru przestrzeni K moglby ewentualnie. sugerowad niewielkie
znaczenie tych zbiorow. Istotnie, 'w.ramach struktur zawierajacych 2, 3 lub

4 obszary jednorodne mozna- otrzymac rozwmzama dla prawie kazdych

 w o eI
warunkow brzegowych {w, w; x}, gdy warto$ci parametrow @, w, x zawarte

sg w przedziale [0, n]. Wniosek ten pozostaje wainy dla prawie kazdego
przypadku warunkow brzegowych, jakic spotyka sie w zewnetrznych (brzego-
wych) wezlach linii % w polach ziozonych.

Zupelnie odmienna sytuacja powstaje natomiast w przypadku, gdy mamy
do czynienia z wewng¢trznymi wezlami linii . Okazuje sig, ze dla analiz
struktur linii %, ktore tworza si¢ wokol takich weztéw, najbardzie] istotnymi
sg akurat wlasnosci rozwiazan, jakie otrzymuje si¢ dla warunkéw brzegowych
okreslonych na zbiorach punktéw osobliwych. Jak juz stwierdzono, roz-
wigzania te wyrdzniajq si¢ m.in. powstawaniem efektu degeneracji picrwotnic
przyjete) struktury: znika co najmniej jedna linia nieciagloéci naprezen.

Potrzeba znajdowania zbioréw punktow, ktorych wymiar jest rnmejszy od
wymiaru przestrzeni K, a nast@pme koniecznosé ‘badan zachowania sig roz-
wigzan w otoczeniach taklch punktow powodu;a, 7e. anahzy struktur 11n11
< stajg sie jeszcze bardziej: ztozone. TR

TeJ gruple problemow posw1¢cono czgse III prac:y
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PE3IOME

CTPYKTYPLI CUCTEM JIMHUI PA3PBIBA HATNIPSDKEHUWIT B TPAHWYHBIX [TOJISX,
V/IOBJIETBOPAIONIMX VCJIOBUIO I'VBEPA-MUW3ECA
YACTh II. CTPYKTYPHBIE YCJIOBUSI CYIECTBOBAHMS DJIEMEHTAPHBIX
; ITOJIEIL.
BHEHIHVUE OLLEHKM OBJIACTER CYIIECTBOBAHHSA

Bo II wacté npumersieTcs MOCIEAOBATENHHO NapameTpAYeckoe ONMCAHAE 3NMEMEHTADHBIX
noJeii. PaccMoTpena 3ajada CyMIECTBOBAaHHs peIHEHRil 3THX mojeld ANS IpaHUYHBIX YCIOBMIA,
ONpENENEHHEIX Ha MHOXECTBE I1apaMeTPOB, KOTOPOE IKBKBAJIEHTHO MEOXECTBY COCTaBIIAIOLIUX
HanpskeRKi, 3aJaBaeMBIX B Kpaifukx obnactax. Onpenenens: o61acTH CyMECTBOBAHMS pelUeHU
g voneit ¢ 2, 3 u 4 obnacTamMu OAHOPORHOCTH M C HeocoOBIMHU cTpykTypamu. IToxasawo, yto
3ajaya [aercsi TOTAA CBECTH K PEIUCHHIO COOTBETCTBYIOIUMX MOCIEJOBATEILHOCTEH 3ajau
ONTUMM3AUWE C HENUHENHHIMR KPUTEPMANBHBIMH  QYHKUMAMA M CHCTEMOH JNMHEHHBIX
H BBIOYKJIBIX OrpaHudeHwii. 3TH 3afa4H (POPMyIpOBaHbl Ha HAPAMETPHYECKUX NPOCTPaHCTBAX,
orpefiesieBHbiX B I wactm. IlonyyeHHele 3aBUCMMOCTH TO3BOJIAIH, MEXAY NPOYUM, NMOCTPOUTH
KOMIABIOTEPHBbIH  aJrOputM, KOTODPBIA  J3aeT BO3MOXHOCTh  pelIaTh  NPOU3BOJIbHLIE
3JIEeMEHTapHbIE TOJISl; 3TO NEPBBIA aNrOPUTM C TAaKOH CTENEHbIO YHHBEPCANLHOCTH. AHaiu3
noneii ¢ 0coGBIMH CTpPYKTypamu (BEIDOXKIEHBEIX) TomertueH B III wactw, ynmoMsmyTsii e
anropuT™ — B OTHENbHONK paboTe.

“SUMMARY

STRUCTURE OF STRESS DlSCONTINUlTY LINES IN LIMITING FIELDS

:  WHICH SATISFY THE HUBER-MISES CONDITIONS

AR I, EXTERNAL EXISTENCE CONDITIONS OF ELEMENTARY FIELDS
" EXTERNAL ESTIMATES OF THE REGIONS OF EXISTENCE

. Parametrxc descnptlon of elementary fields is used throughout Part If of the paper. Problem
of existence of solutions of such fields is considered for the boundary conditions determined in the
set of parameters which is equivalent to the set of coordinates prescribed in the boundary regions.
Regions of existence of solutions are given for fields consisting of 2, 3 and 4 homogeneous regions
and non-singular structures. It is shown that the problem may then be reduced to the solution of
corresponding sequences of optimization problems with nonlinear criterion functions and a system
of linear and convex constraints. The problems are formulated in parametric spaces defined in Part
L. The results obtained allow for a construction of a computer algorithm which makes it possible to
solve arbitrary fields; it is the first algorithm of this degree of universality. Fields of singular
(degenerate) structures are discussed in Part III, and the algorithm mentioned above — in
a separate paper.
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