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ZBIORY OSOBLIWYCH WARUNKOW BRZEGOWYCH

WITOLD BODASZEWSKI (KIELCE)

Rozwazono problem istnienia rozwiazan pol elementarnych-dla przypadku zadari z komplet-
nym zespotem warunkéw. Uwagg skoncentrowano na badaniach zachowania si¢ rozwiazan przy
osobliwych warunkach brzegowych, to znaczy takich, dla ktorych wy_|scmwe ‘struktury pol ulegaja
degeneracji. Pokazano, Ze zbiory osobliwych warunkéw" brzegowych lokalizaja si¢’ badz na
brzegach obszaréw wyznaczonych w czesci II przy stabszych ograniczeniach, badz tworza w nich
linie lub powierzchnie nieciaglosci. Szczegdlowo omdwiono sytuacje na plaszczyznie fizycznej,
ktore powstaja w polach o strukturach zdegenerowanych. Wyprowadzone wnioski pozwolity m.in.:
a) wyjasni¢ efekty zwiazane z degeneracja struktur pol elementarnych; b) znalezé dolne oszacowa-
nie minimum powierzchni ograniczajacej obszar istnienia rozwiazah pdl o pigciu obszarach
jednorodnych; pola te nie naleza do elementarnych; c) okresli¢ najmniejsza liczbe linii nieciagiosci
naprezei wokol izolowanego wezla tych linii w polu ztozonym; d) sformutowaé jednoznaczne
kryterium podziatu p6l elementarnych i na tej podstawie wykazac, ze pola o czterech obszarach
— wyodrgbnione w czgéci 1 — stanowia klasg¢ o znaczeniu poréwnywainym z wyrdzniana dotad
klasa pol o trzech obszarach jednorodnego stanu naprezenia; e) pokaza¢ najbardziej istotne
trudno$ci rozwiazywania nieciaglych i granicznych pol statycznie dopuszczainych.

Dodatkowe oznaczenia stosowane w czesci 11

l;, 1, liczby obszardw jednorodnego stanu naprezenia; indeksy 1, 2 stuza do
rozrézZnienia dwoch przypadkow struktur,
() (&3]
I'; przedzial dopuszczalnej zmiennosci @, okreslony na €', wyznaczony przy

31

K]
ustalonej @ w obszarze ,,i”,

(€] ) ) (3)
AT’ podprzedzial zmiennosci w, okreslony na ' — taki,.ze jesli wedl”, to
s} 63
ry = (0, n) oraz I's = (0, m),

O(B, &) kula elementarna, okre§lona na K,
i, d, d* indeksy.
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12. DEGENERACIA STRUKTURY UKLADU LINI NIBCIAGLOSCI NAPREZEN

W czesei 11 podano, ze dla osobliwych warunkow brzegowych — to znaczy
takich, ktorych obrazem w K jest punkt B ze zbioru punktow osobliwych (por.
rys. 14a, 16) — zatozona pierwotnie struktura pola ulega degeneracji. Jednym
z najbardziej widoczaych efektow zwigzanych z degeneracja struktury jest
znikanie co najmniej jednej linii nieciagtosci naprezen. Efekt ten powstaje
w rezultacie nalozenia-doéé ztozonych warunkdw, dlatego — by go badag,
a nastepnie formutowaé wnioski odnoszace si¢ do pdl zZiozonych — rozwazmy
blizej jego istote. : .

Mowimy, ze pole o [, obszarach jednorodnego stanu naprezenia ulega
degeneracji do pola o I; < I, obszarach, jesli zachodzi jedna z nastepujacych
sytuacji:

m @ )
a) ciag parametrow naprgzeniowych @, ..., ® zawiera [,—I[, = 1 par
n n+1 ' ’
wartosei, dla ktorych zachodzi (w) = ( a)) (aktywne warunki (10.7)),

b) konfiguracje ukladow linii % w ramach struktur o 1, i I, obszarach
stanow jednorodnych sa identyczne {warunek (10.6);). - '

- Struktury pol elementarnych moga degencrowac si¢ na dwa sposoby. Jesli
. i S G : _ (=6 ;
na K zichodzi # A #0, a dane warunki brzegowe {(CB, (c?), %} reprezen-

L T ) J = L o (2 .
towane tu punktem B{w, @, '|'xl_)'sa'tak‘d_ﬁjbrgne,:ieB( w, ©, |l)e A" i rowno-

| Gy e : . o .
czesnie Be &, to rozwiazania pola istiigja zarowno w ramach struktury o I,
jak i o I, obszarach. Pole o f, < I, jest wtedy polem zdegenerowanym pola o'/,
obszarach. Zwiekszenie liczby obszarow z Iy do L, lub jej zmniejszenie z I, do [;

i T . . - X . ) .
nie_powoduje wowczas zarowno opuszezenia obszaru 2, jak i obszaru
I2) L e . . . TR IE NN =
A . Opisany przypadek dotyczy tzw. usuwalnej degeneracji struktury.

Dla pola o I, obszarach i ustalonych warunkach brzegowych {(61!)) g;,x}
zawsze mozna dobraé takie [, > I, 7e rozwiazania pola istnieja w ramach obu
struktur. : S . _

Istnieja jednak przypadki szczegolne, w ktorych k i I, nie mogay tworzy¢
pary dowolnych liczb naturalnych. Zachodzi wtedy rownoczesnie:

(12)
B¢,

. 1)
(12.1) Bex (I, <),

()
N A nOC(B,¢) 0,

>0
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(2) :

Warunki (12.1) rozumiemy w ten sposdb, ze obszar % posiada niepusty czesé

wspolng z kazda kula O(B, &) o dowolnie matym promieniu ¢ i srodku
(1) {i2)

w punkcic B, ktory to punkt nalezy do %, ale nie nalezy do . Jesli punkt

0 - .

B(E:u), (éu},' l%|) spetnia (12.1), to przy warunkach brzegowych okredlonych jego
wspolrzednymi w przestrzeni K, struktura pola o [, obszarach ulega degenera-
gji istotnej (krotko: degeneracii).

© W ramach uzupehienia podanej definicji zauwazmy, ze:

1. Osobliwo$¢ strukturalna w sensie (12.1) dotyczy sytuacji, gdy zwick-
szenie liczby obszardéw jednorodnych z I, do I, laczy sic z nieistnicniem
rozwigzania pola w ramach struktury o I, obszarach.

2. Punkty B. o wlasnoéciach (12.1) moga tworzyC (i tworza) zbiory

! I2)
0 wymiarze mniejszym od wymiaru obszaru .
C ()

3. Zgodnie z definicja obszaréw typu (#)* podana w czgsel I, punkt B,
. : L : {I2) . .
ktory spetia (12.1) nalezy do (#)%; mowimy, Z¢ jest on punktem osobliwym
tego obszaru. Zbiory punktéw B o takich wiasnosciach nazywamy zbiorami
osobliwych warunkéw brzegowych. Dla ‘osobliwych warunkéw brzegowych
istnieja tylko rozwiazania o strukturach zdégenerowanych.

S : : o - (2} ({2} (12)
4. Zbiory punktéw osobliwych obszarow (AY* dopelniaja o do (#)*.
Na podstawie podanych wnioskow stwierdzamy, ze degeneracja struktury

pola moze by¢ utoisamiana z niespelnieniem warunkéw (10.6) i (10.7). Warunki
te nic byly dotad uwzgledniane. Zasadnicze cele tej czgScl pracy musza byé
zatem nastepujace: S -

a) zlokalizowanie polozenia punktdéw i zbiorow punktéw, w ktdrych
aktywne staja si¢ warunki (10.6) i (10.7), '

b) ujawnienie i analizy efektow, jakie towarzysza aktywnosci tych ograni-
czen na plaszczyznie fizycznej Y,

¢) wyprowadzenie wnioskow, ktdre pozwola na metodyczne znajdowanie
struktur pél elementarnych dla kazdego ciggu wartosci, jakie moga przyj-
mowac okreslone na brzegach parametry, calosé prowadzonych badan i analiz
zostala ukierunkowana na wykorzystanie w projektowaniu struktur pol
o wigkszym stopniu agregacji obszaréw jednorodnych.

Aby te cele zrealizowaé nalezy rozwazy¢ zadania z kompletnym zespolem
warunkow, ) ' '

- 13, ZADANIA 7 KOMPLETNYM ZESPOLEM WARUNKOW

W czeéei 1T pokazano migdzy innymi, ze gdy odrzuci¢ ograniczenia (10.6)
., o . W @1y : ' .
oraz dopuici¢ rozwiazania, w ktérych w = o , to zadania na wyznaczanie
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obszarow istnienia rozwiazan pol clementarnych staja si¢ zadaniami na
okreélenic zewnetrznych oszacowan takich obszaréw. W zamian, zadania
wyjéciowe udaje si¢ sprowadzi¢ do odpowiednich ciggéw 272 zadan op-
tymalizacji z nieliniowymi funkcjami kryterialnymi (10.10) oraz liniowymi
i wypukiymi ograniczeniami (10.5)*; sa to zadania okreslone na przestrzeni £,
ktoérej wymiar jest mnicjszy od wymiaru przestrzeni fizycznej Y.

Efekt ten zostal jednak osiagnigty kosztem:

) :

a) eliminacji parametrow g ¢Q, czego rezultatem byla utrata sprz¢Zenia
pomigdzy funkcjami (10.4) i warunkami (10.6), _

'b) utrata mozliwoéci znajdowania punktow "lub zbioréw punktow

B(((i;n), g;, 1x]) takich, dla ktorych pola musza zawiera¢ mniejsza liczbg obszaréw

od pierwotnie zalozone), to Znaczy gdy ich struktury ulegaja degeneracji.
Aby te sprzgzenia przywroci¢ oraz badaé rozwigzania dla warunkow
brzegowych okresionych na zbiorach punktdw osobliwych, rozwazymy teraz
zadania z kompletnym zespolem warunkow (10.4), (10.5), .(10.6). Zadania te
rozwiazywano przede wszystkim numerycznie, jakkolwiek — w szczegOlnych
przypadkach: — stosowano takze podejscia analityczne. W algorytmie, ktory
{

postuzyt do wyznaczania powierzchni ograniczajacych ostateczne obszary J
oraz do zlokalizowania zbiorow punktdw osobliwych wykorzystano od-
powiednie wzory i zaleznosci podane W czesciach I i 1L ,Dziatanie” tego
algorytmu mozna naszkicowaé nastgpujaco:

. . (L (1) 0] (13}
a) przy zamrozonych na kroku o = ¢ €(0,r), o= =ce(0,n) oraz

| = const wyznacza si¢ podobszary (A m=1,2,...,0-1))
b) generowane sq wartoSci elemeniow ciagu '

: @ @ -1
(13.1) Wy Wy -ey Dy 5
takie, 7e
(my (n+1)
(13.2) @ o AT @ =1,2,..,0-1)
¢} dla aktualnego ciagu {w;} sprawdzane jest spelnienie warunkow:
: ) o
(13.3) ‘ lwi—n| >¢&, lo] > ¢ (s—vO),_ '
. 1) W o
{13.4) | o, —w)>¢ (n= 1,2,....(0-1)

d) jesli spetnione sa (13.3)1(1 3.4), to dla kazdego ciagu parametrow rodzin
) : .
0=12@mn=1,2, ...,({=1)) oblicza si¢ ((3.4),, (10.4), (10.9), (10.10)
. I-1 ‘l&)+1 . ) (nt1) . . . —1
(135) xd.iz E (—1) qb(wis wy )9 (d = 1: 23 32 )!

n=1
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a nastgpnie sprawdza, czy spelnione s3 warunki (10.6); kolejne wartoéci indeksu
o @ ¢-1)
d sa tu zwigzane z kazdym ciagiem wartosci parametrow Q, Q,..., O ;

)
poniewaz warunki (10.6) nic moga byé prosto wyrazane za pomoca  (por.
10.2) — ustalono przyporzadkowanie (por. 3

(n)

w [L3 da Q=1
(13.6) q = “

2,4 dla Q=2

e) jesli dla aktualnego ciagu wartosci parametrow naprezeniowych

m W @ - 0 o
(13.1)* LWy = O Wy Wy, O, @ = C

. @ -1y .
istnicje chociaz jeden taki ciag {q, ¢, ..., g }, dla ktorego spelnione sa
warunki (13.3), (13.4) i (10.6), to zaklada sig, ze dla zwigzanej z tym ciagiem
wartodci indeksu d* (d* = 1, 2,...,2"1) zachodzi

(1 M @
Blow, o, xp)ed;

, . ., . g L.
w ogdlnodci otrzymuje si¢ tu zbidor punktéw B{w, o, x},) odpowiadajacy
roznym wartosciom d*;
f) opisana procedura jest nastepnie powtarzana dla ciagu
1 @ @ t-1 @ )
{13.7) L Wis1 = €L 01, Djggy ey Oypq W4 = C
i jeSli rowniez dla tego ciagu spelnione sa warunki (13.3), (13.4), (10.6), to
' @
tworzony jest zbidr punktéw B(w, , s ;. 4); | _
g) jesli dla ciagow (13.1) i (13.7) spelnione__ sa warunki
(n+1) ) m+1)  (m) TR L
(0 —o 0 —044) >0 (n=1,2, ...,(1—2))
(13.8) oraz
t-1) T ¢-1) o
(0141 =01 ) @; ~@441) >0,
to dla kazdego fe[0, 1] i wyznaczonych d* zachodzi:

1) ) 1) o R )
B(w, o, xp) = fB(0), @, %) +(1 - P B0, w, %, 1) H;

)M I :
punkty B(w, w,%p;) i B(w, 0, x4, ) sa zatem kodcami przedzialow,
wewnatrz ktorych funkcja %, jest ciagla; warunki (13.8) przedstawiaja zadanie,
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. . ( {1} W (z+1) . .
by sasiednic ciagi obrazow Plw;, @ Vi P(@;41, ©i+1 )W przestrzen Q lezaty
e L . . (n+1) (m) ) . . L.
po tej samej stromic prostej w = 0, jest to linia nicciagiosci obszaru 4;
. (1} wowm :
h) zbiory {B(w, @, %)}, 1Bl@, @) %arat )} sa wyznaczane w obszarze

najnizszej petli i przechowywane w pamigci operacyjnej; po wykonaniu tej
petli, przedzialy:

(SRS (il

[Biw. w, zp ), Blar, o, Zpie)]

— jesli maja czescl wspolne — sa sumowane; procedury te sa powtarzane dia
wszystkich ciagdw - typu (13.1) i (13.7) ‘wygenerowanych przez algorytm
w podobszarze (A71H1)%; saklada sic, ze otrzymane w ten sposob zbiory

poczatkow i koncow przedzialow ciaglodci sa punktami poszukiwanych
powierzchni, ktdre ograniczaja ji)f ;

i) W przyjetej realizacji-algorytmu zalozono, 7e parametry {(.3 sa zmieniane
w petlach zhierarchizowanyéh w ten sposob, ze petle zmian {c':;: sg nadrzgdnymi

nad petlami zmian m;)l) (n=2, 3,....,(1—=1); zaklada sie ponadto, ze
{n
(cg = oc-(clu);__oc_:const jest plaszezyzna przekroju obszaru A

W 'uzupé%nieniu warto dodac, ze: ' . _

1) podany algorytm nie akceptuje nie tylko rozwiazan, ktére nie spelniaja
warunkow (10.4)(10.6), ale takze rozwiazan, przy ktorych parametr 3 jest
nieokreslony (por. (13.3), {(13.4)); '

2) skonstruowana procedura sumowania przedziatéw operuje na zmien-

nych typu real; mimo to jest bardzo szybka; - '
- )

3) wyznaczone zbiory punktow powierzchni ograniczajacych A zapisuje
sie na dysku, a nastepnie porownuje z odpowiednimi zbiorami wyznaczonymi
7 rozwiazania zadan (10.4), (10.5)% pozwala to zlokalizowaé obszary aktywno-
&ci warunkow (10.6), (10.7); _

4) w algorytmie przyjeto kryterium istnienia rozwiazania przedstawione
w punkcie (10.3); kwestia istnienia dopuszczalnych przedtuzed pol nie jest
rozwazapa. ,

Identyfikacje typu ograniczenia, a nastepnie badania efektow towarzysza-
cych jego aktywnosci na plaszczyznie fizycznej ¥ prowadzono za pomocg
osobnego pakietu programow. Stuzyly one wylacznie do badania otoczen

®
zhioréw punktow osobliwych obszarow (A Y. Procedury zawarte w tych
programach pozwalaly takze znajdowaé takie punkty B, dla ktorych istnieja
wylacznie rozwiazania odpowiadajgce nieokresione} gpeometrii ukltadu linii
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g1 jeden lub rownoczesnie kilka elementéw ciagu (13.1) przyjmuje wtedy
wartosel 0 lub 7. _

Nizej zestawiamy wazniejsze wyniki takich badan oraz najbardziej charak-
terystyczne sytuacje na plaszezyinie fizycznej Y. Otrzymane rezultaty postuza
potem do wyprowadzenia ogolnigjszych regul projektowania struktur linii
niecigglosci naprezen. '

14. ANALIZY ROZWIAZAN POL ELEMENTARNYCH O OSOBLIWYCH STRUKTURACH

3
14.1. Zbiory punktow osobliwych obszaru (#°)* oraz odpowiadajgce im

rozwigzania pol elementarnych.
Zbiory te obejmuja: _
a) odcinki prostych oznaczone na rys. 14a cienkimi lintami kropkowymi,
@
b) powierzchnig obszaru ', ktora jest powierzchnia niecigglosci obszaru
3 . _
Na tych zbiorach aktywne sy, odpowiednio, warunki (10.6) 1 (10.7).
Dia warunkow brzegowych, ktére odpowiadaja punktom B polozonym na

1) (1) (3) 3) - . . iy e L e s
ptaszezyznach w =0, @ =7, ® = 0, @ = 7, rozZWigzania pdl na ogol istnigja.

Nie sa jednak okreslone i nie bedziemy ich wyrozniali. Z zalozenia wyrdznimy
tylko te rozwiazania nieokreslone, ktore dla danych warunkéw brzegowych
stanowia jedyne rozwiazania dopuszczalne.
o 3) 3
Pozostate brzegi obszarow A 1 (A'Y* sa identyczne.

W @ 3 m
14.1.1 Odcinki prostych {(o, o, x|): © = @, |x| =7, we(0; n), n =1, 3}.

' o RO @

Pola o trzech obszarach jednorodnych, dla ktorych zachodzi @ = w, s3
zwykle nazywane symetrycznymi. Wyrozniaja si¢ one najwigkszym dopuszczal-
nym zakresem zmienno$ci modulu parametru x. Obejmuje on przedzial
otwarty (0, 7). Wlasnos¢ ta, dobrze widoczna na rys. 14a, ujawniala si¢ zreszta
juz wezesniej, m.in. podczas analiz obszaréw A7""* przedstawionych w cze-
sci L

Na rozwazanym odcinku prostej aktywne sa warunki typu (11.3). Charak-

@
terystyczne jest tu m.in. to, ze jesli jest spelniony warunek @ # m ((11.3),), to nie
@ ) ﬁ

s3 spelnione warunki @ > 0 ((11.3),), & < 2x ((11.3),) i odwrotnie. Dokladniej

mowiac, jedna lub druga sytuacja ma miejsce zaleznie od wartosci, jakie

4 — Rozprawy Inzyierskie 3/89
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.. (1 @ 2)

przyjmuja parametry gq, g. Parametr o przyjmuje wartoSci zaleinie od
EPINE

przedzialéw, w ktorych zawieraja si¢ @ = . I tak:

(1) 1 @ 1 ) 2)
dla we O’Sﬂ DW= w-i-gn (w =sup I'y,);

W 1 2 @ W 1 @ &3 2) 2)

dia we gn,gn T w=wt § (o = sup I'y3 Tub o =inf I'j3);
1) 2 2y 1 (2) G

da o e(-jn, 1:): ®=a-3n (o =infI'},);

) {(nt+1)
Zwroémy uwage, 7e obrazy P(w, « } linii ™"t ykiadaja sie woéwcezas na
(@2 @ 3
tych brzegach obszaru A, gdzie qb(cu w) = ¢, cu) -———{por rys. 17a i rys. 2).

n} (n+1)
Widoczne jest takze, iz warunki @ # o (n=1,2) s3 tu zawsze spelnione.

a b
[ (rc:;*r)
. A ;
&
12
Ao A2
u_ | g
(3} - .
@ ) .o p23 ]
| g I
= ‘xz
1) 23 )
#i A% 1
X
-
o punki niedupu.s'zczalny i o : ST );r;) }fn)

Rys. 17. Przyk-}ad ilustrujacy degeneracje struktury pola o trzech obszarach dla warunkow
" brzegowych okrelonych na zbiorze: -

m @ ® wm W 3 :
{0, 0,k 0 =0, oe@n), 0O ), =nr}.

ny
a) podobszary A3 i polozenie obrazéw Plw.: a) ) (n=1,2)

m--"ﬁ (2)
=1, g —4}

@) @
b) rozwiazanie {w = 50°, o = 110", w = 50°

@ @ *m_
c) rozwigzanie {m = 50°, o= 110°, @ = 50" q = 1 q = 2}
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Interesujace sa rozwiazania, ktore odpowiadaja kraficom wymienionych

. a 1 . S
przedzialow. M, in. dla @ = 3% zgodnie z podanymi wyzej zaleznosciami,

L. @ @ 2 @) ay @ 2 @) -
otrzymuje si¢ @ = 0 lub © =3 Przy w = 0, obrazy P(w, w)i P(w, w)leza

o ~ (1) (2 ~ 2} )
w wierzcholkach obszaru A. Parametry ¢(w o) i ¢(w, @) nie sa tam
okreslone. Nieokreslony ™ jest wige takze parametr x. Jesli przyjaé, ze || = =,

jak to ma miejsce na rozwazanym odcinku prostej, to otrzymamy @ = 0 lub

(2)

& =mn, a wigc w istocie jedng tylko lini¢ nieciaglosci naprezen zamiast
' , , L . . . w2

zalozonych tu z géry dwoch linii. Analogiczna sytuacja powstaje dla @ = §n

{2} 3) {2)
z tym, ze wtedy @ = n. Wymienione punkty nie naleza wige do 2", lecz do .

_ " )
Podane wyzej ciagi wartosci parametrow @ (n = 1, 2, 3) odpowiadaja do$¢
charakterystycznym sytuacjom na plaszezyznie fizycznej Y. W ilustrujacych je

przykladach, pokazanych na rys. 17b,c, przyjeto o = 50°, @ =50% x=m=

(= (cfj) = 110°). Widzimy tutaj, ze zaréwno w przypadku b), jak i w przypadku
¢) — linie nieciaglosci naprezen £'% i %23 sa roéwnolegle. W rezultacie:
. . R ] . 2

~w polu z rys. 17b (przyjeto (q) =1, (q) = 4) nie jest spelniony warunek

() .
(11.3),, ktéry wymaga, by & > 0; nie ma wigc fizycznego miejsca dla obszaru
posredniego 2; gdyby zlozy¢ obie linic nieciagloéci naprezen w jedna, to
rozdziclalaby ona dwa identyczne stany jednorodne w obszarach 1 i 3 nie
tworzac rzeczywistej linii nieciaglosci naprezen — pole staloby sie jednorodne;
1 2 {2)

w polu z rys. 17¢ (zalozono (q) =1, (q) = 2) otrzymuje si¢ © = m; nie jest
zatem spetniony warunek (11.3),: linie %% i 223 tworza tu w istocie jedna
tylko linie nieciaglodci naprezed, na ktorej w sposob sztuczny naniesiono wezet
A; obszary 1i 3 sq identyczne i zajmujg to samo pole plaszczyzny fizycznej Y;
mamy wigc do czynienia z degeneracja pierwotnie zalozonej struktury pola do
pola ztozonego z dwoch obszaréw jednorodnych; poniewaz przypadek ten ma
duZze znaczenie praktyczne dla rozwiazywania pol bardziej ztozonych — roz-
wazymy go dokladniej w punkcie 14.1.

Nalezy pokreslic, ze w otoczeniach rozwazanych prostych, ktore naleza do
@ -

A" — rozwigzania pola o trzech obszarach istnieja: modut parametru » zdaza
do =, chociaz tej wartosci osiagnaé nie moze,

*} W punkcie fym rozwigzanie istnigje chociaz geometria ukladu nii #"*! nje jest
okreslona. - - : : o
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Dodatkowo warto takze zwrociC uwage na sens fizyczny warunkow (11.3).
Wykluczaja one rozwigzania, ktére by si¢ realizowaly w kilku warstwach tej
samej plaszczyzny fizycznej Y, tacznie z przypadkiem skrajnym, gdy uklad linii
nieciaglo$ci naprezen ulega degeneracji. Takie wzajemne uzupelnianie si¢ lub
nakladanie warunkow ma micjsce przy szczegolnych warunkach brzegowych,
nic mniej podczas badan obszaréw istnienia rozwigzan jest spotykane dos¢

czesto. Przyczyna powstawania tego efektu jest doS¢ oczywista: jesli nie sa

. . m 1) : o . . .

spetnione warunki @ # «© , to automatycznie nie sa t_akze spetnione warunki

(11.3). Stwierdzenie odwrotne nie jest na ogdl prawdziwe 1 w tym m.in.
o s 1) ,

przejawia si¢ pewna nadrzednosc warunkéw P(w, o )eAPi!t (w tym:

) (m+1) . , . . py

o # o ) nad warunkami geometryczne) konstrukcji pola na plaszczyznie Y.

R (VAN ) @ W m
14.1.2. Odcinki prostych: {(w, w p)): ® = 0, x=10, 0€(, m), n=1, 3}.

_ _.Taku'samq. jak w przypadku oméw_ionym poprze&hio, aktywne sa tu
warunki typu (11.3). Mamy wigc takze sytuacie, w ktorych — wymiennie
. L ) : -

- albo nie jest spei'.nibny warunek @ ;éfr ((1'1.3)3),."a'1b0 niespeinione s3

VI @Y. e ek :
réwnoczesnie warunki @ > 0 (11.3),) 1-©@ < 2m ((11.3),). Istotna rdznica po-
lega tylko na tym, Ze niespelnienie warunkow (11.3) zachodzi dla kazdej
@ S
wartoéci parametru wel'; 3.
- {n) {(n+ 1) . ) A
Warunki o # w (n= 1, 2) sa tu spetnione prawie zawsze, z wyjatkiem
, [T | w @ 5 _ o

przypadkow, gdy w = = 3 oraz @ = =% ‘W tych przypadkach

. {n) (n+1)
aktywne sa zardwno warunki @ # @ (n=1,2), jak i warunki (11.3).

14.1.3. Pozostale zbiory punktow osobliwych. Rozwazamy odcinki prostych:

(1) (3 3) () 1 iy

a) {(w, o, |x|): o =._—a_)__+§_ﬂ:,_ x=0, wel0,nr), n = 1.,. 3},
w® @ w5 o '
b)) {(w, w, %) a)'=--—a)+§n',_:-r-x=0, wel0,w), n=1,3}
ONE @ w1 ol e
9 {(o o,k eo=eoiiz x=5m, we(0, 1), =13}
' @ o L

~ Sa to te brzegi powierzchni ", ma ktérych okreslony jest parametr ¢.
W kazdym przypadku warunkow brzegowych, ktore odpowiadaja punkiom

o o . . g . R T e EE (n) {(nt+1)
wewnetrznym tych odcinkow stwierdza sig niespetnienie warunkow w #. @ .
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(CVINE)) | S 5°5 .
W punktach B(w, o, %)) = 3(61:, gir, R == 0) oraz B(En, A 0) nie sa
rowniez spelnione warunki (11.3).
Otrzymany tu wynik badan jest zgodny z bardziej ogélnym rezultatem,

ktoéry przedstawiamy dale], i ktory pokazuje, ze nie tylko wymienione brzegi,
3 @) @)
ale cata powierzchnia: ,%” nie nalezy do #". Do " nie nale?y zatem 4 lacznie

7 brzegiem tej powierzchni.

o - RONE W @
1 4 1.4, Pow:er zchma mecrqgfosc; obszaru . Jesli W, W, % qua akurat tak
3 2 (1 (3) (3}
dobrane, ze B(m w, [x}e A", to B(w, w, |x|)¢ # i odwrotnie. Pole, w ktorym
pierwotnie przyjeto 3 obszary jednorodne degeneruje si¢. wtedy do pola
(2)
o dwoch obszarach. Zbior powierzchniowy #7 jest p0w1erzchn14 memacg%osm
(2) - TS e i F

obszaru . :

Wrynik ten, otrzymany najplerw na’ drodze anahtycznej, a takze dobrze
widoczny w badaniach numerycznych (zadania z kompletnym zespolem
ogramczen) Jest dose meoczeklwany 1 rownoczesme na tyle 1nteresujqcy, Ze
przedstawimy go dokladmej

Dwa obszary stanow jednorodnych I i 3 mozna rozdzwhc jedna linig

Loy
memqg&losm naprezen tyiko w przypadku gdy @5 0%, zostanq akurat tak

dobrane, ze zachodzg warunki:

(1) {3) .
{w, w)ed,

(4.1} o
~ ) (3)

Rownosc (14.1), wymka z (3.2), a obydwa warunkl (14 1) tacznie 54 rownowaz-
1 @ = 2)
ne warunkow1 B(lw, o, §x|)e%“

Dla dowolnej tr03k1 liczb co (w) % (z ich dzmdzmy) konstrukqa Jednej tylko
linii & nie jest zatem dopuszczalna

Pytamy, czy dla warunkow brzegowych, ktore spetniaja (14. 1), mozliwe jest
takze zbudowanie pola, w ktorym obszary 1 i 3 beda rozdzielone dwiema
liniami #'% i #%3, a wigc i obszarem posrednim 2.

Otoz, zgodnie z podanym na poczqtku wnioskiem, odpowwdz okazuje si¢
negatywna. Mozna to wykaza¢ m.in. analitycznie wychodzac z (11.1), (11.2) lub
z zaleznosci im rownowaznych. Dla rozwazanego przypadku otrzymamy na
przykiad zadanie (por. (11.2), (11.4)):
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M 2) 2) 1 @)
(0; w)ed, (v, w)ed, (o, w)ed,

(14.2)
() @ 1y (3)

1@, @)+ Fo, %)f+¢(w ),

' : @ _ . .

ktore nalezy rozwiagza¢ wrgledem . Zwiazki (14 2), mozna przedstawié
m) nt

w sposob rownowazny takze za pomoca $lo, o ) (por. (14.1)). Przeksztal-

cajac odpowiednio (14.2), dochodzimy do wielomianu trygonometrycznego

‘| () . -~
4 stopnia wzgledem cos w. Jego wspolczynniki sa bardzo Zozonymi funkcjami

1 (3 , . . .
parametréw o, @, % i dlatego nie bedziemy ich przytaczali, Dodamy tylko, Ze

6w wielomian ma-w obszarze dopuszczalnym miejsca zerowe tylko wiedy, gdy

(@ @ 3 ) )
‘w = ® lub gdy @ = @. Pomigdzy obszarami, odpow1edn10, 1121ub 213 nie

tworza sie wowczas linie nieciaglosci naprezen.
Poprawnosc podanego wniosku jest takze dos¢ latwa do sprawdzema za

2y W@
pomocq rys. 9a. D!a o = w (P{ew, w)¢A, na rysunku oznaczono []), obraz

3)
P(a) co) (D) lezy w punkme przeciecia A}3 i A, 31, to znaczy w punkme

1y @) @
P(w, w) (J). Zwréémy uwage, ze obraz P(w, w) zajmie to polozenic

co@) () (2 ()
dokladnie wowczas, gdy o = w (P(o, w)¢ A, 0).

Podany wniosek ma wlasnos¢ symetrii. Dla potrzeb praktycznych mozna
go rowniez sformulowal nastgpujaco:

Jeéli dwa jednorodne stany naprezen 1, 3 mozna rozdzieli¢ dopuszczalnym
ukladem dwéch linii nieciaglosci #'2, .,‘223 ktory na plaszezyznie fizycznej
. wydziela obszar posredni 2, to mcmozhwe jest dopuszczalne rozdzielenie tych
stanéw jedna tylko linia #'® i odwrotnie.

@
14.1.5. Wybmne zbmry brzegowe obszaru A . W tym miejscu dodatkowo

omdwimy wlasnosci rozwigzan, jakie otrzymuje si¢ dla warunkow brzegowych
okre§lonych na zbiorach:

(1) (3 @ .. 2 W
{(o, o, ) w—w+3n we(0, 717) E%]—n Iub x—O, n=1,2},

a uczynimy to, mimo ¢ dla warunkow brzegowych struktury pol o trzech

obszarach nie ulega]a degeneraq} Z wyprowadzonych ti wnioskow skorzys-
@
tamy podczas analiz zbiorow punktow osobhwych obszaru (A)*.
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a
+1)
AL
“ /‘13
—=
£3)
w 23
12 ’
As |z
pz

)g)){;}

Rys. 18. Preykiad ilustrujacy rozwigzanie pola o trzech obszarach dla warunkéw brzegowych
okredlanych na zbiorze

1) (3 S oW 2 [¢)] f(3)
{(w, @, ): 0= Caig?t, well,n), we,n), |4==

) {n+1)
a) podobszary A1%5*! 1 polozenie obrazow P{c:), @ }(n=1,2), A75"" degenervja sie do
punktow na 64,

. et @) @ w e
b) rozwiazanie {® =20°, w =80°, o= 140°, g =1, g-= 1}

Dla p6l, ktore spelniaja warunki brzegowe okreslone na wymienionych
zbiorach punktoéw charaterystyczne jest m.in. to, ze:
: W {2) (2 @) . - SR
obrazy P(w, w), P(w, o) leza na brzegach obszaru A (rys. 18a) i uktadaja
. o s . S e {n+l) - )
sig zawsze na tym samym odcinku brzegowym: gornym o = cTH-g Iub-
(ﬂ+1) () T R . : " s i .
dolnym o = w—»§ (n=1,2); oznacza to, ze zachodzi

- () (2) - (2} (3) o
(b(wa m)=q§(a),_co)=§

oraz
@ , 2 @

albo (v, w)=0 i Flw, ) =0,
(@) @ 3

abo @, 0)=5 i f(@, w)=3;

. - #y (n+1 T
obydwa te ciagi parametrow ((co), ( W )) (n=1, 2) daja analogiczny efekt na
plaszczyznie fizycznej ¥; = .

podobszary A5 (n =1, 2) degenerujy sie’ do punktéw (rys. 16a); na
 rozwazanym brzegu jest zatem aktywny warunek (10.5)%.
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Typowa sytuacje na plaszczyznie fizycznej Y, ktora ilustruje omawiane

_ . . 1) 3)
przypadki, pokazano na rys. 18b. W przyktadzie zatozono: @ = 20°, @ = 140°

(2) . L
(= w = 80°). Widoczne jest, z¢ warunki (11.3) sa tu spelnione. Na plaszczyznie
fizycznej mozna wigc zbudowac pole o trzech obszarach, dla ktorego |x| = =.

. “)
14.2. Zbiory punkidw osobliwych obszaru (A)*

) ‘ W @ ) @
Powierzchnia max |{e, @)|, ktéra ogranicza od gory obszar J", jest juz
znacznie prostsza od przedstawionej w punkcie poprzednim, chociaz takze 1 na

e . 1 e gen s 1 , . .
niej, jak réwniez na min x (o, @) =0, znajduja si¢ zbiory punktow wiazace si¢

7z osobliwosciami struktur. Spotykamy tu takze izolowane punkty, w ktorych
rozwiazania nie sa okreslone, Ponizej przedstawiamy charakterystyczne sytua-
cje, jakie temu towarzysza na plaszczyznie fizycznej Y oraz w przestrzeni
parametrycznej €. ' '

' : 1 @ O @ W @
14.2.1. Odeinki prostych: {(w, o p): w = @, @€, n), we(0, 7), |x[ =7

lub » = 0}. Wlasnoécia charaketrystyczng rozwiazan, jakie otrzymuje si¢ dla
warunkow brzegowych okre§lonych na tym zbiorze jest rowno$¢ przynajmniej
jednej z par parametréw naprezeniowych w. sasiednich obszarach stanow
o . . (n+1) ’ o
jednorodnych. Pojawienie si¢ réwnoéci @ = o oznacza degeneracje zalozo-
nej struktury pola.do pola o co najwyzej trzech obszarach jednorodmych.
W rozwazanym przypadku sa to pola symetryczne.
- : 0 3) 1 @

Przypadek taki byt omawiany podczas analiz obszaru 4 (dla {{«, w, lx):
@ W @ , o .
‘0 = @, wel0, 7), (0, 7, |l =mlub x = 0}). Okazalo si¢, ze w rzeczywis-
toéci mamy wtedy do czynienia nie z polem o trzech lecz o dwoch obszarach
jednorodnych. Odcinki prostych

(1) @ @ W @) .
{(w, o, ) 0 =0, ©e0,n), we©, ). j=nix=0}

(@) () Pl ol 3 «
nie naleza zatem ani do 4, ani nawet do A" Fakt ten fatwo jest zilustrowaé
(3) @
pogladowym rysunkiem, zestawiajac gorne pp_wiquph_p_ie_: obszarow A 1 A~
w jedriym -ukladzie wspotrzgdnych. Wspomniane powierzchnie, a whasciwie
@ @ i T T
powierzchnie. obszarow (A)* i (A)* 52 styczne::wzdhiz wspomnianych
odcinkow. e SRVERD o
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Stwierdzamy zatem, Zze w pizypadku pola symetrycznego nie mozna
otrzymaé rozwiazania, ktore by pozwalalo osiagac |%| = = lub » = 0 w ramach
struktur o trzech lub czterech obszarach jednorodnych. Wniosek ten jest
bardzo wazny dla analiz struktur ukladéw linii nieciggloéci naprezen, jakie
tworza sie wokol izolowanego wezla linii & w polach zlozonych.

. @ @ (2

14.2.2.  Odcinki prostych:  {(w, ©, ) o= wi—gn,' fe| = m,
() :
we(0,n), n=1,4}. Rozwigzania pél dla warunkow brzegowych okres-
lonych na tj(éh odcinkach takze cechuja si¢ rOwnoscig przynajmniej jednej pary
parametréw naprezeniowych w obszarach sasiednich, Z analiz przedstawio-
nych w punkciec poprzednim wiadomo juz jednak, ze ziory:

3 @ w2 3)

{(e0, @, |x]): w=wi§ﬂ:, |%| = =, we(O n) n=1, 2}r:J£’

Mamy tu wiec do czymema 7 degeneracja struktury pola do pola, ktore
zawiera trzy obszary jednorodne.
Nalezy podkreslié, ze w odréznieniu od sytuacji oméwionej w podpunkcie

n @
poprzedmm (w = ), dla warunkow brzegowych okreslonych na odcinkach

() @ @ o2 )
{(CU,. @, '%D @ = wigna %= 0, . CUE(O, TC), h = 1, 2: 3}:

rozwigzania pél o czterech obszarach istnicii.
@ @y n BRREE TR S

14.2.3. Zbiory brzegowe {(aJ w, [#): 0w=wt ix[ 5™ we(0, n),

=1, 4}. Do§ nieoczekiwanie okazato sie, ze dla warunkow briegéwyéh

okreélonych na tych zbiorach rozwiqzania na og(')l istnieja 183 okreélone za

(1) @
wyjatkiem punktow B(w, w, [x|) gdzie odcinek  ten przebua plaszczyznfg

4 W
®+ o =7 Dla tych punktow B istnieja tylko rozwigzania nieokreslone.

Rozwiazania wyznaczone dla rozwazanych obecnie warunkow brzegowych
wyrozniaja si¢ dwoma charakterystycznymi mqgaml warto$ci parametrow
napre¢zeniowych: iy

S 7} . @ W
a) dla przedziatu a)e(O, ;J;) i w= w—i—§ otrzmeJemy

2 O g G @ g & & g S @
a)=w+§, a)::w-E—E, wzw—g (o= o)
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a
o 23
@ Ay
34
p23 : /'114
(4} 4 s
o od;
25
y g
12
i A

. punkty niedopuszczaing

'XT V ){n} )[ﬂ]

Rys. 19, Rozwmzame pola 0. czterech obszarach dla przypadku a) warunkdéw brzegowych
(oznaczonych w tekscie), okreSlonych na zbiorze

1 @ @ W og W @ 3
{(a), w, ) w= wi;, wed, 7, . oel,n), | =5n}

N ) (n} (r+1)
a} podobszary A}4"' i polozenie obrazéw P(w, ) (n=1,2,3),

) L @ ) @ W @ 3)
b) rozwigzanie {@ = 50°, @ =110°, w=170°, =110 g=1, g¢=1, g¢q= 2

{Uwaga: symbolem D oznaczono fizyczne miejsce na przediuzenie pola

(1) ()
na przyktad przy o = 50°, @ =110° (rys. 19) otrzymujemy rozwiazanie:
(1) (2) (1) (6
Ao =50°, 0 =110, 0:)—]'7"0D cu—ll()" g=1,q =1, q_2} w ktorym
@ )
&= g, € = m; jak wida¢, rozwigzanie to istnieje mimo, ze linie ¥2° i @34

3 Sm
tworza kat @ = n; warunek @ # _]est bOWIem 1Stotny tylko w przypadku pol

0 3 obszarach jednorodnych;

)
dla podanego ciggu parametrow @ (n =1, 2, 3, 4) charakterystyczny jest
) ) {n) (nt1)
takze rozklad obrazow linii P{ew, o ) pokazany na rys. 19a; ukladaja sic one
W (m+1)
na tych brzegach obszaru A, gdzie ¢(w, o )— E

. w /1. 2 L@ o
b} dla przedzialu we(—gn, gn) io= cu+§ otrzymamy ‘odpowiednio:

(3} {2y 1 {4) 3N - x (3) (1)
w=w+=-, w=o+ " (0=w)

(2) 1) x
3 3 3

w = w—
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a .
{n+1) 23 34
Vo % A
) Y
[ 2 )(1 i
P
(]
e
1 i
P N .
2
N/

. punkly niedopuszczalie

Rys. 20. Rozwigzanie pola o czterech obszarach dla przypadku b} warunkéw brzegowych (ozn.
w tekscie), okreslonych na zbiorze

1 @ {4} L, & (1)
kY 2

* 3
(0, 0,) o =0t 0,1, wel,n), == }

a) podobszary dopuszezalne A7 (n=1, 2, 3),

. SRS T @ 3) “ o) @ 3
b) rozwigzanie {w =70°, ©=10°, w0=70°, w=130°, ¢=2, g=3, 4 =3}

2) 3)
oraz rozwigzania, w ktorych @ =n, @ = 5; na rysunku 20 zilustrowano je

- : () (@) ‘
przyktadem, w ktdérym zalozono w = 70°, w = 130° i otrzymano:

{1) (2) (3) 4) (1) (2) (3)
{0=70° 0=10° 0=T70° w=130°, g=2, ¢=3, gq=3);

. . AT L B
charakterystyczny dla rozwazanego przedziatu uklad obrazow linii Plw, w)
pokazano na rys. 20a,
W g.@ @® g ) . . . .

Dla o = gio= m+§ otrzymujemy rozwigzania, w ktorych kat x jest
nieokre§lony. W obszarach wewngtrznych 2 i 3 otrzymuje si¢ wtedy albo
2 2 @™ 2} LEL I A . . ey . ‘
W = §n, w=m, albo w =0, 0= 3 Ow punkt nieokreslonosci jest punktem
@ e

izolowanym na powierzchni (J¢)*.
Analogiczne sytuacje napotkamy na symetrycznym zbiorze punktow, to

CYRRNCI I .
znaczy, gdy o = cu—-§ (por. rys. 16).
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_ ]
15. WYKORZYSTANIE WLASNOSCI OBSZAROW £~ W ANALIZACH STRUKTUR POL
ELEMENTARNYCH 1 NAJPROSTSZYCH POL ZLOZONYCH

{4) 20 N
15.1. Kwestia isinienia rozwiqzan w A jesli istniejq rozwiqzania w A" 1 A .

: 3
Podczas apaliz zbioréw punktéw osobliwych obszaru (A)* (p. 14.1)
: C(3) (2) '

stwierdzono, ze jesli B((clu):, (co), )e’, to dla tych samych warunkow
brzegowych nie istnigje rozwiazanie pola, ktore by zawieralo 3 obszary
jednorodne. W tych przypadkach zawsze nastepuje degeneracja zalozonej
struktury do struktury ztozonej z dwoch obszarow. Prawdziwe okazalo si¢
takze stwierdzenie odwrotne: nie mozna zbudowac pola o dwoch: obszarach
jednorodnych, o ile jego rozwiazanie istnieje w ramach struktury, ktora
zawiera trzy obszary. : : .

W tej sytuacji wazna- staje si¢. odpowied? na pytanie, czy podobny efekt

1«
powstaje rowniez w przypadkach, gdy punkty B({'a)), 8, j|) naleza rownoczes-
2 @ (3 @
nie do # i 4 lub do A i A . Inaczej moéwiac pytamy, czy mozliwe jest, aby dla
tych samych warunkow brzegowych istnialy rozwiazania pol o 4 obszarach,
jesli rozwiazania te mozna otrzymac juz w ramach struktur o dwoéch, badz
trzech obszarach.
2 #®
Na podstawie wyznaczonych " i .4 (rys. 12 i 1ys. 16) mozemy stwierdzic,
(1) 2) )« )

7e jesli B(w, w, |x]) € A, to zawsze zachodzi takze B{w, w, |x)) e A . Zwroémy
uwagg, z¢ ten ogdlny wniosek nie traci waznoséci takze w przypadku warunkow

brzegowych okreslonych na zbiorze:
1) (2} W@ @ w15
(w, @,%): @@=, OE gn,gn, i =0

@ 4y
poniewaz zbidr ten nie nalezy zarowno do o, jak 1 do .
. (1 3) . :
7 kolei w przypadku, gdy B(w, o, lx)e A, to prawie zawsze zachodzi
. {1 o SR o I .
takze B(w, o, |x]}e #; wyjatek stanowig warunki brzegowe okreslone na
odcinkach:
o S W 2.

{0, 0,k o= oty | =n, we@,m), n=11}
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dla ktdrych rozwiazanie pola istnieje tylko w ramach struktury o 3 obszarach
jednorodnego stanu naprezenia. Powickszenic liczby obszaréw do I = 4 nie jest
tu mozliwe. '

Zwroémy réwniez uwage na fakt, ze dla warunkow brzegowych okreé-
lonych na odcinkach '

(1y @ @

)]
{w o) o=o, k=1 i x=0, we0mn), n=1,1,

nie istnieja rozwiazania zarébwno w ramach struktur o trzech jak i o cztetech
()
obszarach. Lacznie z wnioskami podanymi wyzej dla ¢ mogloby to sugero-

(GIEN Y
wac, ze dla warunkow brzegowych, w kidrych @ = w, |x) = n lub % — 0, nie

istnicje rozwiazanie pola, ktore byloby zlozone z mniejszej hezby obszarow
anizeli | = 4. Tymczasem przyklad takiego rozwiazania podano na rys. 17c.
Otéz jest to wyjatkowy przypadek, dla ktérego rozwiazanie pola istnieje tylko
w ‘postaci zdegenerowane;. Degeneracja ta wiaze sig z pozornie sztucznym
2)

warunkiem @ # =, jaki wprowadza sie tylko dla pol zawierajacych z zalozenia
3 obszary jednorodne. Warunek ten musi by¢ jednak dolaczony, by konsek-
wentnie wydobywaé wszystkie przypadki degeneracji strukturalnych. Pole
pokazane na rys, 17¢ zawiera w istocie dwa obszary jednorodne.

Pola elementarne o réznych strukturach, ale ot}zymanf: dla takich samych
warunkéw brzegowych roznia sie m.in. parametrem & {por. (5.2),, rys. %)
Mozliwos¢ zmian tego parametru okazuje sie bardzo wazna podczas roz-
wiazywania pol zlozonych. Zada si¢ tam bowiem czesto, by skladowe pola
elementarne zawieraly si¢ w pewnej, z gory ustalonej potplaszezyZnie ograni-
czongj zadanym katem &. Zwroémy uwage, ze rozbudowa struktur wigze sie
z tworzeniem dodatkowych stopni swobody, ktére mozna wykorzystac dla
spelnienia takze i tego warunku, Wraz z rozbudowg struktur, liczba bedacych
w dyspozycji réwnafd ni¢ wzrdsta, wzrasta natomiast liczba zmiennych,
Mozliwosc ciaglych znian ¢ pojawia si¢ dopiero dla struktur zawierajacych co
najmniej ! =4 obszary jednorodnego stanu naprezenia, ale — jak wyzej
pokazano — nie dla wszystkich warunkoéw brzegowych jest dopuszczalna.

'15.2. Pola o pieciu obszarach standw jednorodnych

15.2.1. Pole o piéciu obszarach jako pole zlozone. Pola o pigciu obszarach
mozna zbudowaé z dwdch pél, ktére zawieraja po 3 obszary jednorodne,

(3)
takich jednak, w ktorych parametr @ w obu polach skladowych nie jest z gory
. (r) (n+1)
ustalony. Zadamy tylko, by obrazy P{w, w ) linii #"*! zawieraly sig
SRR ' [ B C VT BT SRR
w podobszarach AYs™* wyznaczonych dla danych @ = ¢, @ = ¢ . Przyktad
takich podobszaréw pokazano na rys. 11. :
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Dla rozwigzania pola, ktore zawiera pig¢ obszarow jednorodnych dys-
ponujemy - podobnie jak uprzednio — jednym tylko zwiazkiem - rowno-

L . 2) .3 @
sciowym typu (104), w ktéorym mew1ad0mym1 sa: o, o, @,

@2 3 4
4. 4, 4, q. Pozostate warunki ((10.5) 1 (10. 6)) wyznaczaja dopuszczalny

_ (5)
obszar rozwigzan. Obszaru 4 nie bedziemy szczegélowo wyznaczali. Do
dalszych analiz wystarczy dolne oszacowani¢ jego powierzchni graniczne;.

15.2.2. Dolne . oszacowanie _zhioru. punktéw minimalnych powierzchni

(1) (5)
max [x¢(w w)]. Dia uproszczema analiz, dolna ocen¢ minimum powierzchni

(1) 5 : {5},
max [x(w ., @) ogramcza]acej od gory obszar A wyznaczymy geometrycznie,

3)
wykorzystujac formg przestrzennq obszaru ¢ (rys. 14a) oraz konstrukc;q

obszaru plaskiego A z rys. 14b.

Dla pola zawierajacego 5 obszaréw, zbudowanego z dwoch pol o 3 ob-
szarach, nalezy rozwazyé dwa obszary typu A (rys. 21.) okredlone, odpowied-
nio, na produktach € (11.9) zdefiniowanych nast¢pujaco:

(1y (3) (1)
{{o, o) me[O n], we[O 7]}

oraz
: 3): (5) )
{co w): we[O nl, we[O 7]},

(3)
Obszary A pozwalajq wyznaczyé dopuszczalne przedzialy I'y takie, z¢ }esh
@3 @
w = Iy, to rozwiazanie pola sktadowego o 3 obszarach istnicje dla kazdego |x]

z przedzialu otwartego (O, g) {11.10).
Na rys. 21a i 21b pokazano przypadki, ktére wiaza si¢ z najbardziej
(3)

niekorzystnymi {najmniejszymi) przedziatami I",. Widzimy, ze nawet w takiej
3) (3)
sytuacji -przedziat I'} zawiera w sobie pewien podprzcdzml A" o dhugosci
3) (3) (3}
wigkszej od zera i rownej okolo 5 Biorac weATI” < I} mozna zatem zawsze

(5 {3} : : 3) :
otrzymac Iy =(0, n). Z faktu ze AI" # 0, wynika nast@pme iz @ moze byc
3 (5)
dowolmc zmieniana w I'}, a mimo to F . nie ulegnie zmniejszeniu.
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b . 3
A {%2} . AF? A

@ (%
Rys. 21. Najbardzicj nickorzystne przypadki rozwofu przedzialdw I, I, dla pol zawierajacych

pigt obszarow jednorodnych

Whioskujemy zatem, ze zawsze moina tak dobraé- warto§¢ parametru
)

w, by pola skladowe o trzech obszarach ((1,2,3) 1 (3,4, 5) nie ulegaty
degeneracji, to znaczy, by w ramach kazdego z nich oddzielnic mozna bylo

otrzymywac nie tylko rozwiazariia dla ixl = (O, g), lecz takze dla x = 0 oraz dla

[} rOWnej co ri_aj'mniej g Jesli wige pole zawiera pie¢ obszarow jednorodnych,

to mozna otrzymywac nawet rozwigzania dla % = 0 i [%| = 7 przy dowolnych

m (5 .
wartoSciach parametrow @, o z przedziatu 0, =),

. . . 1y (5 (5)
Minimum powierzchni max |x(w, wm), ktora ogranicza od gory obszar 4
Wwynosi wiec co najmniegj [x| = 7. ‘

15.3. Liczba linii nieciqglosci naprezen wokdl wewnetrznego wezla pola
zloZonego. - _ _ _ '
Rozwazamy nieciagle pole naprezen wokol wewnetrznego wezla linii
£ 1 pola zlozonego. Zakladamy, 7e:
~ a) wszystkie linie nieciaglosci naprezen zbiegaja si¢ w jednym punkcie,
b) wzadnym z obszar6éw jednorodnych nie powstaje stan beznaprezeniowy,
¢) nie naktada si¢ zadnych warunkéw zwigzanych z oddzialywaniami
obszarow wokdl wezlow sasiednich: rozpatrujemy pole izolowane. _

- Wspomniane stany beznaprezeniowe moga sig tworzy¢ w wezlach zewnet-
rznych pol zlozonych, w szczegdlnosci w weztach, ktdre leza na brzegach
swobodnych. o -

Pole wokotl wezla mozna analizowaé podobnie do juz omdwionych;. to
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znaczy jako pole zlozone z ! obszaréw jednorodnych, takic jednak, ze

n i .
m = o (symetria) oraz » =0, badz |x| = .

Analogiczne warunki brzegowe byly rozpatrywane m.in. w punktach 14.1
i 15.2. Na podstawie otrzymanych tam wynikéw mozemy teraz stwierdziC, ze

(e . . R T T o
dla @ = o, # =0 lub |¥] = 7w, rozwigzana rozwazanych obecnie pol istnieja

tylko w dwdch. nastepujacych sytuacjach:
pole zawicra.dwa “obszary jednorodne rozdzielone w istocie jedna tylko
linia ., ktora w sposob sztuczny dzieli sig na dwie polproste #1? 1 &%
(por.rys. Uc); pole- takie. jest przypadkiem zdegenerowanym pola o pigciu
SRR : (2 o

obszarach. jednorodnych; mamy tutaj: @ =m;

strukiura pola zawiera pi¢¢ obszarow jednorodnych, ktore sa rozdzielone
ukladem czterech linii &, przy czym stany naprezet w obszarach skrajnych
1 i 3 sa identyczne.

Dla potrzeb praktycznych mozna powyizsze wypowiedzie¢ nastgpujaco:

Poza przypadkami szczegOlnymi (zdegenerowanymi), w ktérych liczba
niezbednych linii % wokot wewngtrznego wezia wynosi 2, a ich konfiguracja
przyjmuje postaé dwoch wspolliniowych pdtprostych, najmniejsza liczba lini
& wokét wezta wynosi 4. W przypadkach okreslonych jako zdegenerowane,
dwie sposrod czterech linii & znikajg, poniewaz rozdzielalyby obszary,
w ktorych panuja identyczne stany naprezenia. SR o

Zwrdémy uwage na zgodnos¢ podanego wniosku ze stwierdzeniem niedo-
puszczalnosci ,zamiany” jednej linii 2 uktadem dwoch linii £, przy tych
samych warunkach brzegowych, oméwionym w punkcie 14.1.

15.4. Préba klasyfikacji pol elementarnych

"Pod okredleniem ,pola clementarne” rozumiemy na ogdl pajmniejsze
podzespoly, z ktorych mozna budowaé pola dowolnie zlozone. Najprostsze,
nieciagle pole elementarne sklada sig z dwoch obszarow standéw jednorodnych,
kiore rozdziela jedna linia nieciaglosci naprezen & (£12). Kwestia okreslenia
najwickszej liczby obszarow jednorodnych w polu elementarnym nie jest juz
tak jednoznaczna. Liczba ta moze przyjmowaé wattodci 4 lub 5, zaleznic od
tego, czy do podanego sposobu rozumienia pél elementarnych dolaczymy
jeszeze kryteria zwigzane 7 warunkami brzegowymi, czy ich nic dolagczymy.

Gdy wziaé pod uwagg wylacznie kryterium strukturalne — najwieksza
liczba obszaréw jednorodnych w polu elementarnym wyhiesie 4. Pole o pigciu
obszarach nalezy wtedy uwaza¢ za pole zlozone, poniewaz mozna je Zawsze
zbudowaé z dwéch pdl o trzech obszarach (por. 15.2). Wystarczy w tym celu
zalo7yé, ze Stan naprezenia w obszarze posrednim »3” nie jest z gbry ustalony

. e

i zazada¢, by P((Zco), (sa;))eA{‘;% oraz P([(i)), (w))e/lig‘s‘.-
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7. drugiej strony, zakladanie struktur o trzech lub . nawet o..cztereéﬁ-:_ ':.
obszarach nie zabezpiecza istnienia rozwiazania pola przy dowolnie przyj~

()
mowanych warunkach brzegowych, to znaczy dla a)e(() 11;) coe(() 7:)
[%|€[0, n]. Na przyktad w ramach struktur, ktore zawieraja 4 obszary,

rozwiazania pol istnicja dla praw1e wszystkich zbiordéw wartosci parametrow
B )
brzegowych” z wyjatkiem zbioréw punktow - osobliwych obszaréw (#)*

(rys. 16) Anahzumc te zblory, Wyprowadzono m.in. wniosek, Ze chcgce otrzymac

rozw1azan1a pol clla dowolnych w) {0, TC) 35(0 7} oraz x| z przedziatu
domkmgtego [0, =, nalezy zakladaé strukturg o 5 obszarach jednorodnych.
Gdyby zatem do warunkow strukturalnych dolaczy¢ zadanie, aby e f0, x],
to takze pola o 5 obszarach. zaliczatyby sie do elementarnych.

_ Blizsze fizycznej naturze zadania i ogolnie akceptowanemu sposobowi
rozumienia pol elementarnych wydaje si¢ by¢ kryterium oparte wylacznie na
cechach strukturalnych. Przyjmujac je tutaj — do wlasnoéci, ktére postuzyly
dla zdeﬁmowama pol elementarnych zestawmnych w czesci I — dolaczyé
nalezy jeszcze warunek 7e s3 to pola o co najwyzej cztercch obszarach
jednorodnych. .

Klasyﬁkaqe pol Jakle spotyka sig w literaturze opleraja, sie glowme na
wyrozmamu charakterystycznych warunkow brzegowych. Sa to kryteria nie--
jednoznaczne, chociaz posrod wyodrgbmonych wedlug nich pdl moga byé
takZe pola elementarne o ile sg rzeczywiscie najmmejszymI podzespotami pol
ziozonych a ni¢ polami o wyzszym stopniu agregacji obszaréw jednorodnych
- konstruowanyml w celu spelnienia konkretnych warunkéw brzegowych.
Nalezy podkresli¢, ze na sprawg klasyfikacji podl zwrocono juz uwage w pracy
[1], gdzie — zgodme z podanymi w tej pracy wnioskami — moéwi sig
0 ,,techmczme waznych przypadkach warunkow brzegowych”,

Podziat pdl elementarnych wedhug warunkéw brzegowych doprowadzit do
powstania wielu. pojeé dodatkowych, ktore w szezegdlnych sytuac_]ach prak-
tycznych mialy dos¢ duze znaczenie dla efektywnego rozwiazywania pol
zlozonych. Czes¢ tych poje¢ powstata jednak w sposob sztuczny w istocie tylko
poglebiajac i tak juz duze trudnosci rozwiazywania nieciggtych pol granicz-
nych. Sytuacj¢ t¢, by¢é moze, niesle zilustruje na przyklad fakt, ze pola
elementarne o 4 obszarach nie byly dotad weale wyrdzniane. Tymczasem, jak
sie okazalo, maja one znaczenie podstawowe -— analogiczne do znaczenia pol
0 3 obszarach. :

16. UWAGI KONCOWE:
Podane wyniki badan obszaréw istnienia rozwiazan uwzgledniaja w zasa-

dzie wszystkie podstawowe kwestie zwigzane z doborem struktur pdl elemen-
tarnych, w ktorych to polach zaklada si¢ warunek plastycznodci. Hube-

5 — Rozprawy Inzynierskic 3/89
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ra—Misesa. Na podstawie wnioskow z tych badan udalo si¢ takze przeanalizo-
waé struktury uktadow linii nieciaglosci naprezen wokot wenetrznych i zewnet-
rznych weziow linii w polach ztozonych. Dotyczy to ]ednak sytuacji, gdy mamy
do czynienia z wezlami izolowanymi. Problemy zw1azane z nakladaniem
dodatkowych warunkéw, jakie wynikaja 2z Wzajemnych sprzezen pdl wokot
sasiédnich wgzlow linii % w polach zloZzonych, nie byly w pracy rozwazane.
Autor dysponuje juz wprawdzie pewnymi rozwigzaniami takich zadan, nie
mniej sa to jeszcze wyniki, ktore moga ewentualnie nie ilustrowac, cafosci
mozliwych wnioskow i dlatego nie zostaly zamieszczone. Redukcia liczby
roéwnan i niewiadomych jest tam jednak dobrze widoc¢zna, Zwroémy uwage, 7e
przy zastosowaniu opisu klasycznego, na przyktad do rozwiazania pola wokét
izolowanego wezla' wewngtrznego, nalezatoby utozy¢ co najmniej 12 réwnan:
8 skalarnych réwnan réwnowagi na liniach #™**! (min [ = 4) i 4 warunki
rownosciowe, jakie wynikaja z zalozonego kryteriu'm u‘plastycznie’nia‘z) W opi-
'316 parametrycznym uktadamy tu tylko jedno réwnanie typu (10.4). -

'Na' podstawie otrzymanych wynikow udato sie roéwniez skonstruowad
algorytm komputerowy, ktory pozwala rozwiazywaé nicciagle pola plaskie
wokotkolejnych weztow Haii % 1 w ten ‘sposdb budowaé pola ‘dowolnie
zlozone. Do tego celu nie sg ]uz potrzebne ani gotowe rozwiazania‘szczegdlne
prostych pol skladowych ‘ani- ukladane dia’ mch 1ndyw1dua]me algorytmy
obhczen

Program ten zostat upowszechmony pod nazwa,Komb”. Jego wykorzys-
tani¢ zmicnia ‘jakosciowo ‘metodyke rozwiazywania plaskich pol zlozonych,
jakkolwiek wydaje sig, ze uzyskany postgp moglby by¢ juz znacznie wigkszy.
,Komb” wykorzystuje bowiem zaledwie czgS¢ wnioskdw, jakie' w pracy
wyprowadzono. Wydaje si¢, ze sa juz one na tyle kompletne, iz moga byé
wykorzystane w probach konstrukeji algorytmu znacznie bardziej rozbudowa-
nego, generujq_t:’egof automatycznie struktury ukladéw linii- & i samodzielnie
rozwigzujacego graniczne pola plaskie przynajmniej dla peWnej klasy warun-
kow brzegowych. Jest to Jednak osobne zadanie, ktére moze byé podjgte przez
duze zespoly badawcze.:

" Podobne anahzy struktur pol gramcznych W ktorych zakladano by
warunek plastyczno$ci' Treski nie zostaly dotychezas przeprowadzone. Jakkol-
wick mozna tu przew1dywac pewnc analogie, to jednak w szczegolach
powstani zapewne istotne t6znice. Interesujaca cickawostke moize stanowié
natomiast fakt, ze¢ wszystkie z dotad rozwigzanych pdl zlozonych, niezaleznie
od tego, czy zakladano w nich warunek Hubera—Miscsa, czy tez warunek
Treski, posiadadaja struktury, ktorych wiasnosci s ogélnie zgodne z wnios-
kami, jakie w pracy przedstawiono.,

w2 Zgodme 7 zakozéniami podanymi na poczatku czedcl I rOzZwazane sa wylaczme nieciagle
pola plaskie. . . i
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PE3lOME

CTPYKTYPLI CUCTEM JIMHUA PA3PBIBA HAIIPSDKEHUN B TPAHUUHEX TIOJIAX,
YAOBJIETBOPAIONINX VCJIOBUIO I'VBEPA-MU3ECA.
YACTDb IIL. CTPYKTVPHBIE YCJIOBMS CVYIHIECTBOBAHUSA 3SJIEMEHTAPHBIX
[TOJIERA. ;
MHOXECTBA OCOBbLIX 'PAHUYHBIX VCJIOBUY

PaccmoTpera Tpo6ieMa CymecTBOBARHS DEWIEHWH SJ1eMEHTAPHbIX IOJelt Mist ciiyyas 3ajay
C NONBHOM cucremMoOM YcioBMi. BHHManue COCPEHOTOYCHO HAa HCCIEJOBAHMSX IOBEACHUS
peweHui npH OCOOBIX TPAHMYHBIX YCIIOBHSIX, T. 3H. TaKUX, JJisi KOTOPEIX MCXOMHEIC CTPYKTYPHI
nojieit mogurexat ‘ BulposkneHuio. IloxasaHo, YTO MHOXecTBa OCOOBIX IDAHUMHBIX YCIIOBHH
AOKaIM3UPYFCSE WM Ha- rpaHuuax obnacredf, oupenenensbix Bo Il gactm, nmpm cnabeix
orpaHMueHUsIX, WK 00pa3yloT B HHUX JIMHMH YOBCPXHOCTH pasphia. [1oapoOHO obcysimenb:
cuTyamu Ha (HU3NYECKON IIOCKOCTH, KOTOpbIe BO3HHKAIOT B “IIONSX C BBIPOXNCIEHHBIMI
crpyxTypami. CHENdHHBIE BHUBOJABLL IIO3BOJMIIN, MEXAY NDpouuM, 1) BBISCHUTH 3bdexTs,
CBSI3aHHBIE C BBIPOXKICHHEM CTPYKTYP OJIEMEHTAPHBIX TIONCH; 2} HAWTW HWKHIO OCLEHKY
MHUHMMYM4 TIOBCDXHOCTM, OrpaHUUBAaleU(ell OOJACTL  CYlIECTBOBAHHS  DellieHMH  nonei
¢ 5 obyacTsaMH ODHOPO/XHOCTH; 3TU TIONS He NPHHAMIICKAT K IEMEHTAPHBIM; 3) ONpPCHCIMTH
HAMMEHKIIEE KOJIMUCCTBO NUHMI PA3PBIBA BANPHKCHUH BOKPYT H30IMPOBAHHOIO y3Na ITHX
JMHMH B CNOXHOM Tojie; 4) chHOpMYJUPOBATH ONHO3HAYHBIA KpHTEpMA pasaenenus
3JIeMEHTapHEIX 1oJiell ¥ Ha 3Toil ocHoBe ITOKa3aThb, YTO Moast o 4 obiacrsx, BHIACIICHHLIE
B | ¥acTu, COCTABJISIOT KJIaCC O 3HAYEHWIO CPABHUMBIM C OTMCYAaeMbIM 10 CHX TOD KIJIACCOM
¢ 3 obnacTsMn OJIHOPO/AHOrO HATIPSMEHHOIO COCTOAHHSI; 5) 10Ka3aTh HauboJiee CyulecTBEHHbIE
TPY/IHOCTH PEUICHMS PA3PBIBHbIX M TPAHHYHBIX CTATHYECKH ZOTYCTAMBIX TOJEH.

SUMMARY

STRUCTURE OF STRESS DISCONTINUITY LINES IN LIMITING
FIELDS WHICH SATISFY THE HUBER—-MISES CONDITIONS

STRUKTURY UKLADOW LINII NIECIAGLOSCI NAPREZEN W POLACH GRANICZNYCH cz. 11 467




468 W. BODASZEWSK]

PART III. STRUCTURAL CONDITIONS OF EXISTENCE OF ELEMENTARY
FIELDS. SETS OF SINGULAR BOUNDARY CONDITIONS

Problem of existence of solutions of elementary fields is considered for the case of problems
with a complete system of conditions. Attention is focussed on the solutions subject to singular
boundary conditions, ie. such for which the original field structures are degenerated. The sets of
singular b.c. are either localized at the boundariés of regions determined in Part I of the paper
subject to weaker limitations, or they form discontinuity lines and surfaces. Detailed analysis is
applied to situations within the physical plane, which arise in fields of degenerate structure. The
results obtained make it possible (1) — to explain the effects resulting from degeneration of
elementary fields; (2) — to find the lower estimates of minimal surfaces bounding the region of
existence of solutions of fields consisting of 5 homogeneous regions; such fields are not elementary;
(3) — to determine the lowest number of stress discontinuity lines at an isolated node of such lines;
4) — to formulate the unique criterfon of subdivision into elementary fields; (5) — indicate the
considerable “difficulties encountered insolving discontinuous and iimiting statically admissible
fields.
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