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DYNAMICZNE SZTYWNOSCI PODLOZA W ZAGADNIENIU DRGAN
FUNDAMENTU BLOKOWEGO POD MASZYNY NIEUDAROWE()

JAN-LANGER T PIOTR RUTA (WROCEAW)

W pracy sformulowano uproszczony model polprzestrzeni sprezystej wynikajacy z pominigcia
sprzezen w klasycznych rownaniach elastokinetyki. Stosujac catkowe transformacje Fouriera oraz
rozwinigcfa w. szeregi wzgledem wiclomiandw. Czebyszewa, przeanalizowano harmoniczne ruchy
translacyjne 1 rotacyjne prostokainego stempla spoczywajacego na sformulowanym podlozu
Metodami numerycznymi obliczono zespolone sztywiosci reprezentujace podloze inercyjne
w zagadnieniu stacjonarnych ‘drgan fundamentu blokowego pod maszyny dla réznych wartosci
parametrow ukiadu. Podano interpretacjg’ tych sztywnodci i preeprowadzono porownanie nie-
ktorych rezultatdéw z wynikami znanymi z innych prac. :

L. WsigP

Problem drgan fundamentoéw blokowych pod maszyny obrotowe i posuwi-
sto-zwrotne, spoczywajacych na podlozu odksztalcalnym, jest jednym z pod-
stawowych zadan dynamiki budowli o istotnym znaczeniu dla praktyki
inzynierskiej. Autorzy prac poswigconych tej tematyce rozwiazywywali zagad-
nienie drgan _fundament'u' przyjmujac rozmaite zalozenia dotyczgce uktadu
fundament-podioze. Szczegdlnie interesujacy jest dobdér modelu podioza,
model ten bowiem stanowi o adekwatnoéci rozwigzan teoretycznych do
procesu rzeczywistego, a Jednoczesme decyduje o stopniu trudnosci roz-
wiazania. . ~
. Najprostszym modelem podloza odksztafcalnego jest bezinercyjny model
Winklera, wykorzystywany m.in. w pracach [1, 2, 3]. Barkan [1] i KisieL [2]
analizowali drgania wlasne i wymuszone bloku traktowanego jako sztywna
tarcza (zagadnienie plaskie). Pelne rozwiazanie zagadnienia przestrzennego jest
przedstawione w pracy [3], gdzie rowniez omdwiono: inne prace dotyczace
drgan fundamentéw blokowych spoczywajacych na podlozu Winklera. Pod-
foze. kalera jest takze akceptowane w obowiazujacych przepisach. normo-
wych [4], przy. czym:niedostatki modelu sg kompensowane tym, ze moduly
sztywnosci podtoza sa vzaleznione od proporcji wymiaréw stopy fundamentu
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oraz od rodzaju ruchu fundamentu, niemniej pozostaja niezalezne od czestosci
drgan, a wigc nie wyrazaja wplywu inercji podloza.

Oddzielna grupe stanowia prace na temat drgan fundamentdéw blokowych
spoczywajacych na polprzesirzeni sprezystej, w ktorych gléwnym problemem
jest okreslenie reakcji pedloza, co z matematycznego punktu widzenia sprowa-
dza si¢ do rozwiazania dynamicznego zagadnienia teorii sprezystosci z uwzgle-
dnieniem warunkdw kontaktu plaszczyzny ograniczajacej potprzestrzen z ru-
chomg podstawa fundamentu. Po wyznaczeniu funkcji reakcji podtoza mozna
juz bez trudu okresli¢ dynamiczne sztywnosci wiezi podporowych fundamentu,
a wiec sprowadzi¢ problem do klasycznego zagadnienia przestrzennych drgan
bryly sztywnej o szeéciu stopniach swobody, podobnie jak w [3].

Do omawianej grupy nalezy min.  praca ARNOLDA, BYCROFTA,
WARBURTONA [5] na temat drgan fundamentu o podstawie kotowej lub praca
Luco [6] uwzgledniajaca pOlprzestrzen: uwarstwiona. Zagadnienic plaskie
analizowali Karasupar, Keer, Lee [7], OmEN [8], L.uco 1 WESTMAN [9],
Aworosr [10], stosujac metod@ rownan calkowych, a takze BURIAK [11]
i SEJMOW {12] Drgania pionowe fundamentu o podstawie prostkatnej analizo-
wali THOMSON i KoBori [13], zaktadajac réwnomierny rozklad reakcp podloza
oraz ]ednopunktowy kontakt podloza z fundamentem.

Lysmer i KUHLEMEYER [14], Dasgupta i Kameswara [15] zastosowali
metode elementow skoficzonych do analizy dynamicznej podloza o ograniczo-
nych wymiarach, wprowadzajac na brzegach specjalne tlurmkl redukujace
energi¢ fal odbitych.

- W-ostatnim okresie pojawily si¢ prace, w ktorych dynamiczne zagadnienie
kontaktowe fundamentu blokowego na polprzestrzeni sprezystej rozwiazuje si¢
metoda elementdéw brzegowych z rownomiernym' rozktadem reakeji podloza
w-obszarze elementu. Metodg te zasto‘;owah m.in. KITAMURA i SUKURAI [16]
oraz- WongG i Luco-[17]. : ' ' :

Podejmowane sa réwniez proby budowama uproszczonych modeh inercyj-
nego podloza odksztalcalnego, ktore dostatecznie dobrze aproksymuja za-
chowanie si¢ polprzestrzeni spr¢zystej, a jednocze$nie nie nastreczaja - tak
duzych trudnoéci matematycznych, jakie towarzysza analizie modelu Scistego.
Przykladem takiego podejécia sa prace MURAWSKIEGO [18] i Swrtkr [19],
w ktorych podano modele uproszczone mogace sluzyc do anahzy p10nowych
drgan stempla na podiozu- odksztaicalnym : -

- 'W niniejszej pracy wykorzystamy roéwniez uproszczony model inercyinej
potprzestrzeni sprezystei, zaproponowany przez autordw w pracach [20; 21],
ktorego opis’ wynika. z rownan - klasycznej  elastokinetyki. po pomlchm
sprzezen. Model ten, -bedacy uwogdlnieniem modelu Switki (jedno: z' réwnan
opisujacych model jest zgodne z réwnaniami uzyskanymi inng droga w [18,
197]), umozliwia: przeprowadzenie pelnej- analizy zagadnienia® przestrzennego.
Praktyczna przydatnosc omaw1anego modelu zosta%a sprawdzona w pracach
[19, 20, 211. chen : :
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2. UPROSZCZONY MODEL POLPRZESTRZENI SPREZYSTEI

Zalozmy, ze w Ol'tOkaI‘teral’lSkle_] przestrzem r= coI (v, z) Jest poszuki-
wane pole przemieszczen gq = col(u, v, w) osrodka o gestosci g, spehnajqce
sprz.@zony ukiad hmowych czastkowych réwnan rozniczkowych:

@1 _ . Zq+0Q =0,

gdzie Q.= col (X Y Z) jest polem sit masowych meza]eznych od przemiesz-
czen. Ponadto na .pewnej powierzchni gra.mczneJ dane sa warunki brzegowe
typu Neumanna _ : _

(22) R Bq+p =0,

gdzw p = col (px, py, p.) }CSt Wektorem mtensywnosc; obmazen na teJ powierz- -
chni. # i # sa kwadratowymi macierzami operatorowymi.

Roztdézmy macierze ¥ i % odpowiednio na czedei diagonalne i pozadiago-
nalne:

(2.3) =Lyt &y,  B=By+3B,,
a rozwigzanie q przedstawmy w postaci szeregu
(2.4) =Ygt tgt ...

zakladajac, ze szereg ten jest zbiezny. :
Réwnania (2.1) i (2.2) przybiora postaé

oot Lo+ ... + & g+ Liq+ ... +0Q =0,

(2.5) .
Boqq '!‘930‘11_‘_5' et B+ 2 q+ ... +p=0..

Roéwnania te b@dac'spelnione,' gdy spetniony bedzie nastgpujacy rekurencyj-
ny cigg roOwnan rézniczkowych z odpowiadajacymi im warunkami brzegowy-
mi: o Lo ‘ ) '

L09o+0Q =90,  B,q,+p =0,

(2.6) Lo+ L4, =0, Boq+%,q,=0,
Loy + L4, =0, B, +%,4, =0,

’ L] »

© W ten  sposOb: zagadnienie - opisane za pomoca sprzgzonych macierzy
: operatorowych zostaje formalnie zastapione rekurencyjnym ciggicm zagadnien
{2.6), w ktorych aktualny wektor n1ew1adomych jest skojarzony z operatorowa
macierzq diagonalna. Zadanie sprowadza si¢ wiec do réwnan separowdnych
wzgledem niewiadomych funkcji przemieszczen. W praktyce mozna- zrealizo-
wac jedynie pierwszy krok iteracji okreslony relaciami (2.6),, dalsze etapy staja
si¢ bowiem zbyt trudne do opisu. W tym kontckécie opisana procedura nie
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moze stanowié podstawy do zbudowania efektywnego algorytmu prowadzace-
go do rozwigzania Scistego, okresla ona jednak pozycje, jaka zajmuje przy-
blizony model osrodka opisany relacjami (2.6); w stosunku do modelu Scislego.
. Interpretacja rownan modelu uproszczoncgo jest nastepujaca: w wyniku
dzialania obciazeh o okreSlonym kierunku punkty nalezace do badanego
osrodka przemieszczajg sig wylacznie w kierunku tych obciazen. Sytuacja taka
nie odpowiada modeclowi Scistemu, stad juz po pierwszym kroku iteracji
w modelu tym: pojawilyby si¢ resztkowe stany napigcia, ktore w dalszych
krokach  ulegalyby . sukcesywnemu -wygaszaniu. W modelu uproszczonym
resztkowy stan napigcia zostaje pominiety. S s
Stan przemieszezen izotropowego inercyjnego o$rodka liniowo-sprezystego
jest opisany rownaniami Lamégo, ktore po pominigciu sit masowych i oporow
ruchu maja nastgpujaca postac: - =
; 2

B8, Pu_
(/1+G)5;C+GV H—g %7 =0,

2

a3 , . 0%v
(2.7 (1+G)-6;+GV U—Qaf—(),

2w

at

g
A+G@ -+ GViw—2p
oz

Ponadto w zagadnieniu Neumanna obowiazuja warunki brzegowe

du, 0
—ASI—G(QEI+QEm+gEn)—G(—EI+ ”m+9"i’n)+px =0,

ox ' dy | oz ox | ox ox
(.2.?) | —igm—G(g—Zl+g—;rﬁ+g§ )_.G(—g%l.-l-z—zm»{.—%rfl)fg:ﬁ,‘ |
.—.JL,.Sln.—G(%%I—l;-%m.—k%gn)—(?(%I+g§m+%gﬁ)+.l?; =0, .. ”
gdzie A, G sa statymi Lamé.:go.,. R - '
(2.9)‘ o 9=%+%+%‘5,~

natomiast. [, m, n sa cosinusami kierunkowymi normalnej-zewnetrznej do
powierzchni granicznej, wzglgdem. osi. x, y, z W. dalszym ciagu bgdziemy
rozwazad polprzestrzen z 2 0, ktorej powierzchnia graniczng jest plaszozyzna
z=0,azatem [=m=90, n= -1 S S T L

Przy tych zalozeniach- operatory wynikajace z rozkladu. (2.3) maja na-
stepujaca postac: - Lotk e e
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B a2 2 2 2 A
p) AT I ¢ IR .
( +_2G)6x2+G6y2+G6‘zz Q5 0, 0
82 0* i 0*
(2.10) Lo= |0 6 2-l—(A+2G) -IrG‘a 53— at"; o,
62 32 62 az
0; 0 —
] | Gax2+ +(;{+26)a 5 Qatz
i 0 . 0 ]
’ oxdy’  dxoz
0% i
2.11 L. =46 | — 0; ,
@11 . = + )_ dxdy _ dydz
0 o?
Loxaz’  ayer |
GEa—;- 0; 0
z
e
. = | 0 o ;
(2.12) B | . Gaz 0
0; 0 (A+2G)—
~ .
0 0, e
2 ) 3 Gax
(2.13) B, = 0; 0; G~—a— .
e L o dy |-
EUN R o]
i A O

e Zwzordbw (2.10). i°(2.12) wynika, ‘Zé réwnania rézniczkowe -dotyczace

przemieszczen u oraz v wraz z warunkami brzegowymi s analogiczne,

wystarczy zatem rozpatrywaé jedno z nich, wykorzystujac w miare potrzeby

podstawienia x & y, u<>v, p,<>p,. Jako wiodace, z tej pary rdwnafl obierzemy

w dalszym ciagu rownanie dotyczace skladowej u. Ostatecznie przedmiotem

analizy w zakresie modelu UProszezonego sa dwa roéwnania wraz z odpowmd—
~nimi warunkami brzegowymi
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az 62 . 2 62
—_ e F e s —
[(,1+2G) 2T Ot Gamm0 atz]u 0,

o

o -0
azlz=0+px ’
214 P C N
A+2G = Q.
(+ )alz() pz

3. SFORMUELOWANIE PROBLEMU I ROZWIAZANIE OGOLNE
W potprzestrzeni z > 0 rozwazany jest izotropowy, jednorodny liniowo-

sprezysty ofrodek o gestosci ¢ 1 stalych Lamégo 4, G. Na powierzchni
granicznej z = 0 (rys. 1) spoczywa stempel o wymiarach podstawy 2ax 2b.

(En)

Pz
%
yan P"‘ya/ 5

/Px(g.q}

e

z-

Rys. 1

Podstawa stempla wykonuje ruchy ‘harmoniczne z czestosciz kotowa Q,
translacyjne w kierunku osi x, y, z oraz rotacyjne wokol osi x, y, z bez
poslizgow. Z punktu widzenia analizy drgan fundamentu blokowego reprezen-
towanego przez stempel, wspoldziatajaca polprzestrzen moze by¢ zastapiona
ukladem szesciu wigzi (trzech translacyjnych i trzech rotacyjnych) o sztywnos-
ciach zaleznych od parametréw ukladu. Celem zadania jest wyznaczenie tych
sztywnodci na podstawie analizy. uproszczonego modelu poiprzesirzeni. Za-
klada. sie, ze opory ruchu wynikajace z tlumlacych wiasnosci materialowych
ofrodka sa pomijalnie male. _ :
. W dalszych rozwazamach wprowadz1my wymlar porOWnawczy

(3.1) I c#_.\/c—lg :

oraz nastepujace parametry i zmienne bezwymiarowe:
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wzgledne wymiary podstawy stempla: .

(32)

zmienne bezwymiarowe

X X
é == &E = ﬂ?n
1]
(33) =y
(=2,
| wzgl¢dn§ przemie_szcz«;qia_ _

(3.4) v== . w=",
o o ¢ o€

parametr materla%owy (mlara efektu Poissona)

,1—!—2G 20y

(3.5) yE = G "o

Ve, w),

“parametr 'czgstoéc:i drgan o L
(3.6)  x=0c/e/G.

Po wprowadzeniu przyjetej parametryzacji, rOwnania (2.14) przybieraja

nastgpujaca postaé (uwzgledniono tu, ze 9%/3t* = — Q%;
U 52 U a2 U
22 22
[/] B aéz OC aCZ U= 0
ou P :
Cmm 2 =0,
k=0
3.7)
i W L0 W W

ﬁz 852 OC a 3 +l/12 aCZ XZW:_O,

2 pz__
W ﬁik 0+ =Q.
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Wykonujac na (3.7) podwodjna transformacj¢ Fouriera typu

O T e
(38 @M= [ £ nestPdzdn,
otrzymarrfy dwa rownania rézniczkowe wzgledem zmiennej {
82U , ' -
WP =) U =0
oU P
iy _|_JE —_ 0,
BC k=0 G
3.9 2
'\b an Ez_l_aZﬁZ_xZ)W: 0,
oW P
27 vz 0
4 ot lg=o+ G

Rozwiazanie tych rownan z uwzgl@dmemem warankow brzegowych daje
wynik

UG i, 0)=UGE, n)exp( c\/wz?m 7 —u?),
W(é_’ ﬁ: C) W(é ﬂ)exp(_a'\/ BZEE+C€ f] " )

przy czym U(E, i), W(&, 77) sa transformataml Wspolrze;dnych stanu przemlesz—
czen powierzchni granicznej { =0 i wynosza

(3.10)

UE, )= "*(w BB a2 —x?)
(3.11).

W, 7= L g p o) 1.

Q!’Ul

'I/

Stan przemieszczen pow1erzchn1 gramczne] mozna zatem ogolnie sfor-
mulowa¢ za pomoca WZOTOW

U ) =5 [ UG e @ mdEar,
312) | N
W, m=r- || WE e “Srmazai,

Z uwzglq_dnieniem (3.11).
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4. RUCH TRANSLACYINY STEMPLA W KIERUNKU OSI X

Zgodnie z przyjetym modelem translacji stempla w kierunku osi x tbiirarzir;
szy w obszarze kontaktu stempla z polprzestrzenia obciazenie styczne p,. (rys.
2). Obciazenie to napiszemy w postaci szeregu podwéjnego (por. np. [22])

GAOT, j(’?);

41 xéﬁ E(-I‘ ij s
I A (T e

i,j=0,1,2,....

7/
// P,'(Ig,?%/ x

2 3

Ry.s. .2_ . .

Stala G reprezentuje czynnik wymiarowy, T, T,; sa parzystymi
wielomianami Czebyszewa, natomiast 4; $a nieznanymi wspdlezynnikami
bezwymiarowymi. W mianowniku formuty (4.1) wprowadzono funkcje, dzicki
ktorej w rozkladzie naprezen kontaktowych jest a priori zagwarantowane
pojawienic sig osobliwoéci. krawedziowych, podobnie jak w zagadnieniu
statycznym. Funkcje przebiegu czasowego e* w formule (4.1) i w dalszych
rozwazaniach pominigto, poniewaz dotyczy . ona rdwniez sktadowych stanu
przemieszczenia i w réwnaniach (3.7) ulega uproszczeniu, - _

Jezeli reprezentacja rozwazanego modelu podioza, odpowiadajaca trans-
lacji stempla w kierunku x, jest pozioma wiez o sztywnosci K., ulegajaca
deformacji (0, 0) = u(&, n), to globalny warunek rownowagi w obszarze
kontaktu ma postaé : -

+ 1
“4.2)  K.u(l,n=K.cU(E, n) = [{p.dxdy=c? || p.dédn =
_ aCh : LY

: +1
= Ge* Y a; [ (A=A -] P T T, ) Ty (&) Ty (mdEdn = 72 Ge2ay,,
ST .

a zatem

‘ s ) K =. 2 aoo .
“3) ST e g




478 1. EANGER i P. RUTA

Poniewaz wspolczynniki szeregu (4.1) i przemleszczema stempla nie s3
okreslone, mozna przy]ac 7e

(44) S - .. K —aooGC : R
jesh na: przemieszczenia w obszarze kontaktu nd}ozymy warunek

(4.5) . U m=r"

Warunek ten mozna spehnic wykorzystu;ac zasade pracy w1rtud1nej wariacji
obciazenia na rzeczywistych przemieszczeniach

+1

(4.6) { J U, n)ﬁpxdédn =n’ I I Sp,dédn,

przy czym stosownie do (4.1) Warla(:]e- 0bc:azen1ah mozna przyja¢ w postaci
(47) 5px = [(1_52)(1_'?2)]_1"2 Zm(é)]}n(n) M, R 0’ 1= 2....

Jednakze z uwagi na trudno$ci matematyczne, jakie pojawityby si¢ w dal-
szych obliczeniach przy odwracaniu transformat Fouriera, warunek (4.6) nicco
oslabimy ograniczajac obszar catkowania do gldwnych centralnych osi pod-
stawy stempla, co prowadzi do relacji

L

(48 H U('f .n)épx[mﬁ(n)+ﬁ5(ff)]d§d11“EZ_H 5px[0t5 )+ﬁ5(§)]d€di7, =

gdz1e 5(5) 3(n) sa funkcjami Diraca. Ogramczeme obszaru kontaktu do
gtownych osi podstawy stempla jest'dopuszezalne m.in. dzigki temu, ze' we
wzorze (4.1) zagwarantowano pojawicnie si¢ osobliwosci rozkladu: naprezen,
stworzono wiee warunki dobrego przylegania podstawy stempla do pod}oza
nawet przy ograniczonych formalnych warunkach kontaktu.

Dalsze: przeksztalcenic lewej strony warunku (4 8) Z uwzglgdmemem (4 7
i (3 12}, jest nastgpujace: SR : :

Sy

@9 | jue, Dop. a0 + BEE1dEd

m(é) TZ (?7)
=(—1Vu UéO 2 dé+(— UO g =
I { )\/_c— M ( )\/W n=
1y | -
Gy )oc jj U{(Z, “)j ““j‘%d&dédﬁ+
{_1)”‘ I N
+ e Mdﬁdcfdn:
( 1)n+m %

= H U(é ) L] 5, (12)+ BT o, (171 dE .
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Wykorzystano tu wzér catkowy [23: 7.355]
1
Tux)
e dx = (—1)"nJ,, (1)),
—j.l m (—1)'md,,(1¥)

gdzie J jest funkcja Bessela plerwszego rodzaju.
Natomiast przeksztalcenie prawe; strony warunku (4.8) daje wymk

(4.10)

@i ZIprEaé )+ Bo(1dEdn = (— 1y m} im(i)z dé+

+H(—1)"n2p I %dw = T (= 1760+ (— 1Y"B3,0],

gd21e d;; Jest symbolem Kroneckera.
W dalszym ciagu obhczymy transformat@ obmazema {4.1)

@D B =T 0,

oraz przemieszczenia (3.10),

“13) U Z%( I)"L’(llfzﬁsz"‘+0t2 7 —x%)” ”szl(lé’l) xPr()

i uwzglfgdmmy ten wymk W (4 9) : .
W ten sposdb warunek (4.8) ostateczme sprowadzi sig do ukladu réwnan
algebraicznych

(414) - ZAmm.ta - Anm’ m5 n= 0: 1: 2) e
przy. czym

Entit [“sz(é) BI 51T 28 I ()
mm; 1 mta+itj i
— D “ N

Amn = T{Z[(_ l)naémo +(—— 1)mﬁ5n0]

d&d,

(4.15)

Dzieki zaleznosci [23: 6.552(1)]

© J(bx) (1 ) '(1 )
4.16 dx =1, ab K, ~ab ),
o et e )Sez)

W W wersji srodlowe} wzor (4.16) jest wazny dla b'> 0 oraz Rea > 0, jednakze korzystajae
z [23: 6.552(4,6)] i z [24:°524, 52.5, 52.6] mozna wykazaé, 7e wzdr jest prawdziwy rowniez
w przypadku Rea =0, jesli Ima # 0. Dowdd pomijamy.
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wzor (4.15), mozna przedstawi¢ za pomoca catki pojedynczej -

(@1T) gy = (=10 f [J(T) Iom (Et) L-Gﬁx\/tzi)'

KTt ot 55 )5 /7 ) L

gdzie I jest funkcja Bessela argumentu urojonego, K za$ jest funkcja Mac-
donalda. W dwu skladnikach catki wprowadzono odpowiednio zmiany zmien-

nych &= %t, = th

Obliczenie wspotczynnikoéw ukladu rownan (4.14) oraz rozwigzanie tego
ukladu mozna juz wykonaé metodami numerycznymi, a wykorzystame wyniku
Ay W relacji (4.4) okredla ostatecznie poszuklwana sztywnose.

Obliczanie sztywnosci wigzi translacyjnej K, nie wymaga oddzielnej anali-
zy, wystarczy bowiem w poprzednich rozwiazaniach zamieni¢ rolami wymiary
a i b, to znaczy parametry « i f§, co prowadzi do relacji '

(4.18) K, f) = K, (B, a).

Dodatkowego komentarza wymaga przypadek » = 0 (zagadnienie statycz-
ne). Wyprowadzone w tym rozdziale zaleznosci pozostaja wazne do wzoru
(4.15), zmiana za$ dotyczy przejsaa do calki pOJedyncze_] Ostatecznie otrzymu-

je sig

e s el
o
+BJ 2;(Bt) T2, (B1) (2!!f ) (2111 t)}dt

przy czym w dwu skiadnikach catki Wprowadzono odpowiednio znuany

zmiennych & = Et, K = Bt.

¥

5. RUCH TRANSLACYINY STEMPLA W KIERUNKU OSI z

Translacji stempla W kicrunku osi z towarzyszy w obszarze kontaktu
podstawy stempla z polprzestrzenia obciazenie normalne p, (rys. 3), ktore
napiszemy w postaci szeregu

15:(8) T,(n)

CRVINI X (T 2’ =

i,j = 0': 1:. 23. '_"1-'..-
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Pr By}
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§z

Ry 3

. Jesli reprezentacja rozwazanego modelu podtoza, odpowiadajaca transkacji
stempla w kierunku z, jest pionowa wigz o sztywnosci K _, ulegajaca deformacii
w(0, 0) = w(é, n), to globalny warunek rownowagi w obszarze kontaktu ma
postac

(5.2) sz(é.,.r;) K cW{ N = ” pzdxdy = ¢? H v, défdi; =

= GLZZ% H [(1—¢H(- 112)] o Tz:(é) L;(m) To(&) Ty () de dy = n* Ge?ay,,
a Zatém ogolme Jest .

: K= 2. t:"‘OO i
(5.3) L, =T MF(&")GC

Mozna przyjac, ze

(5.4) K, = ay,Ge,
jesli na przemieszczenia w obszarze kontaktu nalozymy warunek
(5.5) S W(E, n) = =2, .

Analogicznie do p. 4 warunek ten przeksztalcimy do postaci
: Lo+ L o : . : . +1 : .
(5.6) [§ W, n)dp,[ad(n)+po(E)]dEdn = =* {f op,[ad(m+ B&(E)1dEdy.
Lewa strona tego warunku przeksztalca si¢ do postaci analogicznej do (4.9),
prawa strona za$ daje wynik identyczny z (4.11). Transformata obciazenia (5.1)

ma posta¢ analogiczna do (4.12), natomiast transformata przemxeszczen (3.11),
przyblera postac :

57 WED- D R G L e B A EAC )

Zadanie sprowadza si¢ dalej do rownan typu (4.14), przy czym wyrazy
wolne (4.15), pozostaja bez zmian, natomiast wspdlczynniki rownan wyrazaja

6 -- Rozprawy Inzynierskie 3/49
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e N .

Wwymﬂkmpnmdbﬂmw&mm]]w . 4 procedumy przejicia do catki pojedyness
otrzymuje sk odmecznie

GI) My = (L Mwﬂmumxwm(( PP — ))

e i el

8 M= —

Wmnzmmﬂkmm @wmr((ﬁ%)mm&mmdbm
((55 1Y) Ay =(— ))"’”’”*"*" [} [[wﬂm(@w)ﬂam(@@ ‘((ﬂlﬁf))ﬁ,((*ﬁt))

%szﬂ((fﬂ!) st,{(/ﬁt))lf,( )) (( ))di'u:

Hnm;y ezpon w siktitadiaikoeth collki rammgm edipovisdinio uiany Zwioamgdh
E=mt, ifj= [
Po momwigzamin xownsh i obiiczomnn wpdlozymiika gy, 2z mdladgi (549
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Teeihi mqpmﬁt&q}ﬂ mmwﬁangg@. modldlo puodttoza, m@p&w&ﬂm&a@ .mﬂta'g'ji
stampila waelkdl asi y, jjedt moitacying wig © szypwneta K, dozngigen bt
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@ Mgt — r?mcl[ ttm gldbﬂ}rg.y ik oMo W @ihmal?z-@ Heantedlain rma
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Przeksztalcenie lewej strony wzoru (6.7) z uwzglednieniem (6.8) i (3.12), jest
nastepujace:

(6.9) U W, mop,[xd(n)+ o (E}]dSdn =

2m+ 1 (é)

Zn(q)
—1e | W0 dé+ Ty 1OV | WHO, dn =
)Jz)ﬁ ()lf(n)mn
o J’]‘D W —) j‘ — T 2m+1(£)dédé ].?_

J1-&
(_ )n+m + 0

_ i [ W E, 1) a1 (1) 50 CE .

2
Wykorzystano tu wzor catkowy [23: 7.335]
B .
(6.10) 8 s (1 mmealiseny.
-1 —X

Natomiast przeksztalcenie prawej strony wzoru (6.7) daje wynik

2

(611) -0 [[ £op,[ad(e) + B3(EY1dEdn =

:E;(xa(—l)" j' ’112m+1(6)T1(§)d§zﬂ;aa(_ﬁl)naom_

Po obliczeniu transformaty obciazenia (6.1) '
6.12) B8 1) = = G T ay(— 1V (8D o ) s
i przemieszczenia (3.10), N
619 WE 1) =30 Y ay(— Y PE +ai ) D s () S sen

oraz po podstawieniu (6.13) do (6.9) otrzymamy uktad réwnan algebraicznych
typu (4.14), w ktorych

m+n+l+J J2m+1(6)‘]21+1(6) z,(’?)d d_
11 e
2

A= (4)*1%@25

A

*uinij " (

(6.14)

Warunek zgodnosci przemieszezed wzdhuz osi % jest spetniony tozsamosciowo,
mamy zatem m niezaleznych rownan dla kazdej pary j, n. Poniewaz interesuje
nas wspOlezynnik a,,, to wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku j, n =0.
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Ostatecznie warunek (6.7) sprowadza si¢ do ukladu réwnasn

(615) ZAmOi()ai():AmOB _ m=0, 1,2,... .

Podobnie jak w poprzednich przypadkach, wzoér (6.14); mozna na pod-
stawie (4.16) przedstawi¢ w postaci calki pojedynczej

Faiv 1 (0 S 2 1 (0t}

-Io(%ﬁxx/tz**1))Ko(%ﬁxx/t2—l)dt’ .

przy czym zastosowano tu zmiang zmiennej & == axt.
W przypadku »x = 0 wzor (6.16) przeksztalca sie do postaci
i qymei L T B p
(6.17) Aoio =(—1)"""— f 214 1 (@) T 3 4 1 (2) Io(—t) Ko(“t)dt,
RS 2°)%\2
przy czym zastosowano tu podstawienie &= at.

Po rozwiazaniu ukladu roéwnan (6.15} i po podstawieniu obliczonego
wspdlczynnika a,, do wzoru (6.4) otrzymamy ostatecznie poszukiwang sztyw-
nos¢ K,,.

Obliczenie sztywnosci K., odpowiadajacej rotacji stempla wokoét osi x, nie
wymaga oddzielnej analizy, zachodzi bowiem oczywista réwno$é

(6.18) R e = KB ).

| X
O s §

(6.16)  Apgio = (—1)"*!

7. RUCH ROTACYINY STEMPLA WOKOL OSI z

Rotacji stempla wokél osi z towarzysza w obszarze kontaktu podstawy
stempla z polprzestrzenig jednoczesnie obcigZenia styczne p, i p,. Ruch taki
mozna rozlozy¢ na dwa ruchy skladowe (rys. 5), w kiodrych realizuja si¢
odpowiednio przemieszezenia u(¢, ») pod obciazeniem p (&, 1) lub v(, n) pod
obcigzeniem p,(, 1), przy czym zachowanie ksztaltu podstawy wymaga aby
ou/dy = 0v/dx = ¢. Reprezentacja rozwazanego modelu podloza sa wigzi
rotacyjne o sztywnosciach odpowiednio K%, oraz Kj,. Iaczna sztywnosé
rotacyjna, z uwagi na zgodnos¢ sktadowych katdéw obrotu, wynosi

(7.1) K,, = K%+ K35,
przy czym _

(7.2) : Ky, BY = K5, (B, 0,
a zatem

(7.3) K (e, B) = K5y (2, B)+ K58, o).
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RBys §

W ten sposéb wyznaczenie seiywiosel K, sprowadza sig do wyzmaszeniz
sztywaosei skladowe) K4y, co bsdzis pfggg;ﬁi@i@m dalszyeh rozwazan.
@?&@z@m@ §£ym@ P DApisZemMy W postacl sisregy
a9 . pdn= é@gyfﬁf%@ﬁ Li=0,1,2,

Wick o siywnoisi K, dozmaje obroly gi = @g

Globalny warvnek réwnowag w obszarzs k@ﬂtﬂsw i3 9@§t§£

0 el fé%y%y I spdsdy =29 | ey =

*Qﬁg’ﬁiﬂy ” =) =n)" ”%?%,«(é)?&m(iﬁ%@ﬂ(ﬁ)déﬂﬂ“

| = Qeﬁﬁggg;
A zatem :
(7.6). v = uﬁfﬂﬁ%
ﬁﬁ
Mozna preyiac, 7
7.7) Kby = G gy,
Jedli pa przemicszezenia W obszarze kentakly nalezymy warunek

a8 ég o 53
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lub rownowarmy wanusek przemiesrcremiowy

79) U, W))=%Z'/ﬁ2ffﬂ--

Wykorzystijaé zasady prac wirtualnych analogicznie do p. 4 otrzymany
warnnek komtakibn

1 #1
(7.1 ﬁ U(E, n)dp Jedlm)-+PHE L dy = %zi/ﬁz jf_ ilfl 0Py [ed{op)-+ BHEN I by,

przy Czymi
[(’F'EH)) ﬁpﬁ ﬁ [{(ﬂ -ﬂ((]l _HHIB}]"NII‘%M{(@TEH*H{(WB; L, # == {0-5 ]1-3 2....

Lewa strona warenku (7.10), podobaie do p. 6, mm sig dio postaci
+1
(7.12) E g U, WW&IM@(WHM(@M&M

- BT ﬁ UL, )20 i) sguifdZds,

mﬂ:@nﬁa@t prawa stropa waronku {(7.10) — do postaci

oy T ﬁ o, [adta) + BAENAZdn = §(~1)"5,,.
Po obliczeniu transformaty obciazenia (7.4}

(714 PAED =26 T~ 1¥ 2D Ty e

i przzmamzczeﬂm (3.11), ’

019 D1 =5 Taf— VG PE+ap =)

-J L 18T 25+ 1 (]} sgng.

oraz po podstawieniu (7.15) do (7.12) otrzymamy uklad réwnan algebraiczaych
typu {4.14), w kiérych

J2n+1(’?)-fz;(@«’2;+1(’1)
.\/lllzﬁz +ﬁt ?i 2

,EZ
A = (= 1" B0,

mmj = (”_l)m+n+i+;!il II d‘fd’?a

(7.16)

Warunek zgodnoéci przemieszczenn wzdhuz osi ¢ jest spelniony tozsamos-
ciowo, mamy zatem n niezaleznych réwnan dla kazdej pary i, m. Z-uwagi na to,
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7e interesuje nas wspolczynnik g, Wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku
i, m = 0. Ostatecznic warunek (7.10} sprowadza si¢ do ukladu rownan

(7.17) Z AO,,OJ-an = AOH’ n = 0, I, 2, A
i

Podobnie jak w poprzednich przypadkach, wzor (7.16), mozna na pod-
stawie (4.16) przedstawi¢ w postaci catki pojedynczei '

(7.18)  Agnoj=1{— 1)"+J j Jajraf (Bact) J 255 1 {Pret)

o an N
ol = /P =1 K| /2 —1 )dt
°(2w ) -°(2¢ t ) ’-
przy czym zastosowano tu zmiang zmienncj 7 = fxL.
W przypadku x = 0 otrzymujemy odpowiednio

(7.19)  Aowaj = (~ 1)"“ IJzJHﬁt)Jan(ﬁt)I (241) (;:b't)dt

stosujac zmiang zmiennej 77 = Bi.

Po rozwiazaniu rownan (7 17) i podstawieniu obhczonego pierwiastka ag,
do (7.7), otrzymujemy sztywnosc cz¢Sciowa K%, natomiast petlna sztywnoS§¢
rotacyjna K,, okreila wzor (7. 3

8. ROZWIAZANIE NUMERYCZNE

Najbardziej klopotliwym problemem w zakresie rozwigzania numerycz-
nego jest obliczenie wspolczynmkow A,,,,,U, wyrazonych co prawda przez calke;
po_;edynczac, ale niewlasciwa i zawierajaca osobliwoécei. Dia ustalenia uwagi
zajmiemy si¢ catka typu

(8 1} . nuJ j Jz; at)JZm(at) Ij(b \/ )K b‘\!

wystepujaca - w. (4. 17), (5.9), (6.16);. (7.18). - :
Problem pierwszy polega na znalezieniu takich metod jei obhczama aby
zminimalizowaé przedzial calkowania numerycznego, funkcja podcatkowa
bowiem wolno. znika przy £-» 0. :
Na podstawie [24: 56.9, 56.10] mozna wykazaé, ze rozwam@me asymp-
totyczne funkcji podcatkowej dla t-> o0 ma postac

(82} le(at)JZm(at)I(b 21 K(b«/ = J3lat) I n(at) 5, L +0(z-4)
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Dalsze: postgpowanie polega na wykonaniu przeksztalcenia . -
(8.3}  Cuij= [ Jplat)J,, (at) I:Ij(b\/ﬂ) Kf(b\/?_ 1)_—2—52} dit
0
o ap
+ [ Jy(at) J,,(at) [Ij(b\/ﬁ) K(b/t*~ 1)—-2—5} di+
N

P Jz‘(a[) JZm(at)
LA ame dt.
£ 2bt

Dla dostatecznie duzego N druga catka w (8.3) zgodnie z (8.2) znika, trzecia zas
mozna obliczy¢ analitycznie wykorzystujac wzor [23: 6.574]

3 | e

(8.4) p+n>0.

S ey 8

J(at) J (at)dt = Spnzi,
_ p

Wobec tego
83 Cuy= IJﬁs(ﬂt)sz(at)[ (b/7 (b/t>— —m]dt-}-

1 3
. L | O Som FO(N)
Wystepujaca w tym wzorze caikf; mozna juz obhczyc numerycznie korzystajacc
z kwadratur Gaussa.: :
Przedstawionego postepowania nie mozna zastosowaé dla m=i=10, Wtedy
bowiem catka wystepujaca w (3.5) jest rozbiezna. W tym przypadku przedzial
catkowania w (8.1) nalezy pod21ehc na dwie czgsm

: N
(86) - : ) COOJ‘ = j dt"’f“ j‘
: - e
* Pierwsza calk¢ da si¢ obliczy¢ numerycznie,  druga natomiast mozna
obliczy¢ analitycznie po wykorzystaniu rozwinieé asymptotycznych czynnikow
funkgji podcalkowej [24: 56.7, 569, 56.10].

Problem drugi — to wykonanie catkowania z uwzglednieniem osobliwosci
W'punkCie t =1 dla j = 0. Problem ten rozwigzano przez wydzielenie osob-
liwosci i analityczne jej scalkowanie. W pierwszej kolejnosci nalezy funkcje
IiK dla t < 1 przeksztatcié na funkCJe argumentu rzeczywistego. Wykorzys—
tujac wzory [24: 524, 52.5; 52.6] oraz uwzgledniajac zasade wyprom1emowan1a
[25F mozna wykazac 7¢ funkcja podcatkowa w (8.1) dla t< 1 przyblera postac'

(8_.7_)__ '—Eﬁi(a'z) T @) (b /T=)Ny(b /1 —1%)+ iJ3(b.
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Kolsing operasia jest nastgpujace mz@&mmmm calki (8.1) z wwzgledmnienien
(8.7) oraz rozwimies asymplotyeznych funkeii No(x), Kglx) da x>0 [24: 504,
52128

©8) Cuo=

I

L YR

i —
i .“ J ﬂ«l{(‘ﬂt}) J 2:1!:((‘5’!";)) I, 1%((561 Y i— EZ))&'& =
@

i}

i

R N e SN T

2 I
-_%nn@ =@]dg# LI 5 a) T 508 oo o/ P D) K oo P — 1)~
C o

%Jﬂmwm(a)nm(ﬁ e+

+ T 00T 0D Lo/ FYK oo/~ Dt~
L ﬂ 2
:%Jﬁ(awm@[; in(l—0di+ [l — de].
. @ 1

Wystepujace w (8.8) calki, z wyjatkiem dwoch koficowych, mie zawicraja
osoblivessi, natomiast dwie keficowe cafki mozna obliczyé analitycznie.
Nastgpnyni etapem algorytmu numerycznego jest rozwigzanie vkiadu
rownad liniowyeh typu (4.14) o wspdlezynnikach zespolonych Ay, o jak
wiadomo sprowadza sig do rozwigzania ukladéw réwnah o wspblezynnikach
tzeszywistych, ale o podwéjnym rozmiarze. W obliczeniach sztywnobei wiezi
rotacyjnych przyjmowane bazg aproksymasyjna okreblona przez wskainiki
G, ) =0,9, 0, 1), 0,2 lub odpowiedsio. {j, ) = (©, 0), (1,0), 2,0). Roz-
wiazywanie réwpafi ni¢ nastreczalo trudnobei, a testy zbicznodei wypadly
pozytywnie, Wigksze trudnolci pojawily sie w obliczeniach sztywnoscl wiezi
translacyjnych, w ktérych powinna byé uwzgledniona jednoczesna specyfikacja
oby wskaznikéw. Bazg aproksymacying ograniczono tu do par wskaZnikéw
G, /) = (0, 0), (0, 1), (1, 0), okazalo sig bowiem, Ze dalszy rozwoj bazy powodo-
wal znaczne oslabienie uwarunkowania réwnaf, W tej sytuacji rozwdj bazy
poza przyigle ograniczenie wymagalby stosownego powigkszenia dokladnosci
obliczef, jakiej na wykorzystywanym sprzecie kompuierowym nie udalo sie
osiagnaé. L o . L
~ Obliczenia wykonano na minikomputerze 1BM PC-AT. Przyjeto staly
wspblczynnik Poissona v = 0,25, specyfikowano natomiast parametr czestosci
% w preedziale €0, 3> krokiem 0,5 oraz stosunek dhugosci bokow podstawy
fundamenty, przyjmujac a:b = 3:1,2:1,1:1, 1:2, 1:3, Wyniki przedstawiono
na 1ys, 6, 7, 8, 9 w postaci wykresdw sztywnosci w sensic bezwymiarowym.
Symbolem R i J oznaczono odpowiednio rzeczywiste i urojone skladniki
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K /:Ji'-i[f':"ﬂﬁ
»]| G j a2y
#®
® 1
# S R 3
" = Rifls 2)
1% _ ; =119
Mt
Bl
2
M
9

ﬁﬁ'r‘?ﬁ:; R{1:3)
71 R 1)
6
5
4
3
2
1. ;
2 W e

B Rys. 6

s7tywnesel, natemiast obok tych symbeli pedane w nawissach proporcie
bokow (a:b). Jest widoszne, Ze parametr ezgstosei » (o wige takse inergje
ofredka) ma nader istotny wplyw Ba sztywnoe$é podloza, zwlaszeza na
skladniki urojons. Ponadte zgednis z intuigia rola proporeji bekéw pedstawy
fundamentu jest silnis eksponowana w przypadku sziywnesel wigzl rotacyj-
nyeh, nateniast 2aznasza sig slabisj w zakresie sztywnosel wigzl translasyjnyeh.

- W gelu weryfikagji uzyskanych rozwiazah dokonane poréwnania z wynika-
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/112:1)

~I(1:1)
wIH3:)

SN IR ARI1:2}
i A ~R{1:1LR3:1)
' ~R(2:1)

¥ ~RH:3)

7 {_/~R:3) ~ T2}
R[1:2) _~ - )

5 \-m2=1}

L 141:3)

10 ZI.U 30 =

Rys. 7

mi uzyskanymi przez Tromsona i KoBort [13] na przykladzie drgan piono-
wych fundamentu o podstawie kwadratowej. Przypomnijmy, ze w pracy [13]
podano rozwiazanie zagadnienia drgan pionowych stempla prostokatnego na
klasycznej polprzestizeni sprezystej, jednakze przy zalozeniu réwnomiernego
rozkladu nacisku stempla na podtoze oraz z uwzglgdnieniem warunku zgodno-
§ci przemieszezen w punkcie centralnym. Poréwnanie wynikow przedstawiono
na rys. 10, gdzie linig przerywana oznaczono wyniki uzyskane w [13] (po
stosownym przeksztalceniu podatnodci na sztywnodci), natomiast liniami
cigglymi: oznaczono rozwiazania uzyskane w- niniejszej pracy, przy. czym
symbole R, I, dotycza rozwigzan z dokladnoscia do jednego wyrazu szeregu
opisujacego rozklad obcigzen; a symbole R;; I; — z dokladnoécia do trzech
wyrazéw. szeregu. Na wykresie widoczne sajakoSciowe i iloSciowe rdznice
pordwnywanych rozwiagzan. Roznice te w pewnym stopniu wynikaja z odmien-
nosci- modeli podioza, wydaje sig jednak; Ze wazniejsze sa przyczyny. innej
natury. Zauwazmy, 7e rozwiazania (Ry,I;) sa pod wzgledem jakoSciowym
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zblizone do rozwigzan (R, I), réznia siec natomiast ilogciowo. Nalezy to
tlumaczyC tym, Ze autorzy pracy [13] rozwazajac zagadnienie drgan sztywnego
stempla pomingli osobliwosci krawedziowe rozkladu obciazenia dziatajacego
na podloze oraz przyjeli warunek zgodnoéci przemieszczen tylko w jednym
punkcie. W tej sytuacji przemieszczenia stempla sa stale, poczas gdy przemiesz-
czenia powierzchni granicznej podioza maja ksztalt czaszy stycznej do pod-
stawy stempla w. jednym punkcie.. Jest zrozumiate, 7e przy tak dalece
ostabionym warunku kontaktu obliczone przemieszczenia punktu centralnego
sa wigksze od przemieszczenl rzeczywistych, a zatem wynikajaca z [13]
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gdzie B jest macierzg bezwladnosci bloku, K jest macierza sztywnosei reprezen-
tujaca podioze, natomiast I jest wektorem zespolonych amplitud harmonicz-
nie zmiennych sil wymuszajacych zredukowanych do poczatku ukiadu wspot-
rzednych [3].

Struktura macierzy bezwladno$ci jest nastgpujaca

m 0 0 0 Sia —S.,

0 m 0 - S 12 0 82 3

0 0 m S -8 0
92) B= 13 23

0 =Sy S1a Iy =D, —-D,

Sia 0 —8,5 1 J, —-D,
_“Sia Sza 0 _Dz —D1 Ja ]

gdzie m -- masa bloku, S;; — moment statyczny masy bloku wzgledem
plaszczyzny (x;x), D; — moment dewiacji masy bloku wzgledem plaszczyzn

przecinajgcych sif; w osi x;, J; — moment bezwladnosci masy bloku wzgledem
osi x;.

MdClerz sztywuosm ma postac
(93) K = diag(K,, ..., K¢},

przy czym K, sa sztywnoSciami W1§;21 spr@zystych skojarzonych odpowiednio
ze wspoirzgdnyml vogblnionymi g, - W nawigzaniu do oznaczen stosowanych
W ninigjsze) pracy koiejne sztywno$ci wynosza:

K, =K, K,=K, K,;=K,
K,=K, Ks;=K,, K=K

xz*

©.4

Jesli podfoze jest oSrodkiem: nieinercyjnym, sztywnosci K; sa rzeczywiste
i niezalezne od czestosei drgan {1, 2, 3, 41. W przypadku podloza inercyjnego
sztywnosci zastepcze sa zespolone i zalezne od czgstoSci, a wigc

(9.5) K, = Re K (&) +iIm K (2).

Poniewaz rozwazamy proces harmoniczny typu €%, to

(9.6) = (ReK+ilmK)q= ReK-q+  ImK-q,

a relacja (9.5) moze byé napisana w. postaci

i 1 d
9.7) K; = ReK (@) +5Im K (@) 7.

Rownanie ruchu {9.1) przybiera zatem postaé

(9.8) Bij+Cq+ Kq = F,sinQi + T, cosQr,




DYNAMICZNT SZTYWNOSCI PODLOZA W ZAGADNIENTU DRGAN FLINDAMENTY 497

przy czym w tej relacji nalezy rozumieé

K = diag[Re K ()],
©9) iag[Re K {£2)]

C = diag [é Im K j(Q)].

Jak wida¢, macierz sztywnosci ukiadu Jest ostatecznie budowana z rZeczywis-
tych sktadnikow kolejnych sztywnosci zespolonych i zalezy od czestosci drgan.
Ponadto w rownaniu ruchu, mimo pominiecia thimienia materiatowego,
pojawia si¢ blok thumicnia, przy czym macierz tlumienia € jest budowana
z urojonych skfadnikéw kolejnych sztywnosci zespolonych 1 takse zalezy od
czgstosci drgan. Macierz ta jest macierza thumienia BEOmMEIryCZnego, reprezen-
tujaca cechy osrodka inercyjnego o nicograniczonych rozmiarach, w ktorym
energia przekazywana przez blok ulega permanentnemu roZpraszaniu w wyni-
ku od$rodkowej propagacji fal bez odbicia. '

Macierzowe réwnanie ruchu (9.8) z. uwzglednieniem (9.9) mozna juz
rozwigzywaé klasycznymi metodami opisanymi m.in. w pracy [26] i w [3]
(wersja komputerowa). . '

Istnieje takze mozliwos¢ przyblizonego uwzglednienia thumienia materiato-
wego [26], polegajaca na przyjeciu

- . 1
(9.10) ¢ = diag[alm Kj(sz)]mc,

przy czym je§li rozwazanemu osrodkowi przypiszemy reologiczny model
Kelvina-Voigta, to

©9.11) AC =K,

gdzie 7 jest tzw. czasem retardacji. Jesli natomiast akceptujemy model
tlumienia z ustalonym dekrementem, to nalezy przyjaé
9.12) AC='R,
_ 9]
gdzie y jest bezwymiarowym wspokezynnikiem thumienia materialowego, zdefi-
niowanym w [26]. Parametry thumienia materialowego powinny byé¢ wy-
znaczone doswiadezalnie w ofrodku o wymiarach ograniczonych, w ktérym
zjawisko tlumienia geometrycznego nie wystepuje. A
Rozwiazanie przedstawione w niniejszej pracy jest jedna z prob efektyw-
nego rozstrzygnigcia postawionego problemu, ale problemu tego nie zamyka.
W dalszych badaniach nalezatoby je przede wszystkim tak udoskonali¢, aby
mozliwe bylto spelnienie warunkéw kontaktu stempla z podlozem bez koniecz-
nosci ostabiania tych warunkow.

7 — Rozprawy Iniynierskic 3/29
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Pe3zoME

ANHAMHWYECKHE XECTKOCTH OCHOBAHUA B 3AJIAUE KOJIEBAHUIL
MACCHBHOI0 ®VHIAMEHTA TMOJ] HEVJAPHEBIE MAIIMHBI

B pabore cHOpPMYAHpOBAHA YAPOINGHHAS MOJENs YNPYTOTO NOIYIPOCTPAHCTBA,
BBITEKAIOINAs 13 NPEHeGPEeREHN CONPIKEHHAMM B KITACCHYECKHE YPABHCHAIX 2NACTOXAHETHKH,
IIpuMenss uHTerpaneHbie npeobpasobaiua Oypbe B PANONKEHHS B PEOM MO OTHOIMNCHUO
k¥ wmuorounegaM  Yebmunesa, NpOANANMINPOBAHBL  TAPMOHHMECKHE  TPAHCHSUHOHHBIS
H POTAUMOHHEEIC JBWKEHHA NPAMOYTONBHOIO INTAMIA, HAXOMMIETeCS HA CHOpPMYINPOBANHEIM
OCHOBaHHY. YHCICHHBIMH METOJ[AMH BEIMHCICHB! KOMILICKCHBIE JKCCTEOCTH, HpE/ICTABIAIOME
HHEPHMOHHOS OCHOBAHHE B CTAUHOHAPHBIX 3a424aX KONeG4HMH MacCMBHOTO (yHFaMeHTa Ion
MANIHEI JJif DasHBIX 3HAYCHEMIL mapamerpos cucTembl. IlpuBesicHA uHTCpHpeTanus ITHX
HECTKOCTEH M NPOBEACHO CPABHCHNE HEKOTOPRIX PE3Y/ILTATOR C PE3Y/ILTATAMHE, H3BCCTHBIMM M3
Ipyrax paboT.

SUMMARY

DYNAMIC FOUNDATION STiFFNESSES IN PROBLEMS OF VIBRATION
OF BLOCK FOUNDATIONS LOADED BY IMPACT-FREE ENGINES

A simplified model of an elastic halfspace is formuiated, coupling terms in the classical
elastokinetics equations being’ disregarded. Using the Fourier transforms and expansions into
Chebysheff polynomials, translational and rotational motions of a rectangular punch resting on
such foundation are analyzed. Numerical methods are used to cvaluate the complex stiffnesses
representing the inertial foundation in the cases of stationary vibration of machine foundations, for
various values of parameters characterizing the system, Physical interpretation of the stiffnesses are
given, and some of the resuits obtained are compared with those known from other papers.
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