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0 WYMIAROWANIU ELEMENTOW JARZMOWYCH METODA
CHARAKTERYSTYK(*’

" WEODZIMIERZ ZOWCZAK (WARSZAWA)

Praca poéwigcona jest projektowaniu na no$nosé graniczng plaskich elementdw konstrukceyj-
nych o keztaldde. zblizonym do ogniwa lafcucha, wspélpracujacych ze sworznoiami o preekroju
kotowym, Znaleziono rozwigzania dla szerokiege zakresu wartosci parametru charakterystycz-
nego. Wyniki preedstawiono w posta(n dogodnej do zastosowama w praktyce konstrukeyjnej.

IWSTEP '

Polgczenia sworzniowe nalezag do najbardziej rozpowszechnionych elemen-
tow konstrukcji- maszynowych. Pro;ektowamu wytrzymaiofciowenmu cze;sm
jatzmowych tych elementéw poswiecony byt w ostatnich latach szereg prac.
Prace te obejmowaly zarowno zagadnienia wymiarowania tych elementow, jak
i do$wiadczalng “weryfikacje uzyskanych rozwiazan teoretycznych. *

“Dogodnym narzedziem do ich Wymidrowania okazala sie, wprowadzona
przez W. Szczepinskiégo, metoda noénosci granicznej. Metoda ta, oparta na
wyideahzowanym modelu materiatu sztywno-idealnie plastycznego, pozwala
na wyznaczenie bezpiecznych oszacowan poszukiwanych konturéw elementow
konstrukcyjnych drogac budowanla 0dpow1edmch statyczme dopuszczainych
pol naprezen.

Szczegblowy ™ opis’ ‘tej] ‘metody” ‘wraz ‘z jej uzasadmemem teoretycznym
zawarty jest w monografii [4]. Omoéwiono tam rdwniez ‘obszernie zagadnlema
projektowania elementow jarzmowych. Jak pokazuja do$wiadczenia, stosowa-
nie w tym celu metody noénoci granicznej daje bardzo dobre wyniki; dotyczy
to zarOwno clementOw pracujacych pod obmazemem statycznym i udarowym
[2], jak i zmeczeniowym [1]. '

Podstawows metoda konstruowania statycznie dopuszczalnych pdl na-
prezen” wymiarujacych  omawiane clementy; stosowana w monografii {47, jest
techmka pot obszaraml ]ednoorodnych Polega ofia na’ budowanlu bardzo
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nieraz zloZonych pol z obszardw o jednorodnym stanie naprezenia od-
dzielonych od siebie liniami nieciaglodci naprezef.

Jak pokazano w pracy [5], dobre wyniki osiagna¢ mozna przez roz-
szerzenie klasy pol! stosowanych do projektowania elementow jarzmowych
o proste przypadki pol o ciaglej niejednorodnosci stanu naprezenia. W pracy
[6] natomiast, zaproponowano zastosowanie w tym celu ogdlnej metody
konstruowania plaskich pol naprezen w stanie granicznym, jaka jest metoda
charakterystyk,

Metoda ta jest podstawowa metoda mechaniki plastycznego plynigcia i jej
opis znalez¢ mozna w monografiach poswigconych teorii plastycznosci lub jej
zastosowaniom, np. [3]. Metoda charakterystyk stuzy do rozwigzywania
zagadnien brzegowych opartych na ukladzie réwnan rownowagl ktory po
uwzglednieniu. warunku plastycznosci tworzy uklad réwnan rézniczkowych
czastkowych:typu hiperbolicznego — pos:ada wigc dwie rodziny charakterys-
tyk. rzeczyw1stych Efektywny sposob rozwigzywania takiego: zadama polega
na calkowaniu nimerycznym réwnan charakterystyk.

Rozszerzenie klasy p6Sl naprezen uzywanych do projektowania umozliwia
na ogdt uzyskanie lepszych (oszczedniejszych ze wzgledu na wydatek materia-
tu) oszacowan, a czesto tez lepsze odwzorowanie zalozonych warunkéw
brzegowych.

_ Zaietac metody charakterystyk W porownamu z mnynu metodaml ob-
liczeniowymi stosowanymi w zagadmemach wytrzymaloscnowych (np. metoda
* elementow skonczonych), jest j&j relatywna prostota umozhw:ajaca uzyskanie
wynikéw nawet recznie lub wykreélnie, za§ przy uzyciu komputera bardzo
malym kosztem (czasu obliczen). Wymaga to jednak posiadania odpowwd—
niego programu a metoda wykreslna jest, mimo wszystko dosy¢ pracochlon-
na.

~ Niniejsza praca stanovn kontynuaqg badan przedstaw:onych W pracach
[5] i [6]. Jej celem Jest znalememe rozwiazan zadania na ksztaltowanie
elementéw jarzmowych dla szerokiego zakresu zmiennodci parametru charak-
terystyczngo . oraz przedstaw1eme wynikow -osiagnigtych przy zastosowaniu
metody charakterystyk w postaci dogodnej do bezposredmego zastosowama
W praktycc konstrukcyjnej '

2. SFORMULOWANIE ZADANIA

Przedmlotem anahzy W n1n1ejszej pracy jest plaskl element w ksztalc:le
zblizonym do ogniwa taficucha, pokazany schematyczme na rys. 1. Zalozono,
7e sﬂy obciazajace element dzialaja za posrednictwem dwoch sworzni o pro-
mieniu r, a dzialanie tych sit powoduje powstanie naprezen rozciagajacych -
rownych maksymalnej warto$ci o, w dwéch pasach bocznych o szerokosei
¢ pomigdzy osiami AA" i:.47A". Szerokosc ¢ pasa bocznego . okresla  wige
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Rys. 1. Element pedlegajacy projektowaniu

wielko$¢ sity obciazajacej element F = 2¢-g-0,; (§ — grubosc). Stosunek c/r
stanowi parametr charakterystyczny zadama

Rozwigzanie zadania polega na znalezieniu bezplecznego konturu goinej
czqsc: elementu — powyzej osi AA' (i symetryczne; don czegsct dolnej) tak;, aby
nos$no$C tej czesSci nie byla nizsza: niz no$no$é¢ paséw rozciaganych.

.. Zalozono, 7e material, z ktérego wykonano element jest sztywno-idealnie
plastyczny i podlega warunkowi plastycznoéci “I'reski.- Granica plastycznosci
przy jednoosiowym rozqugamu rowna jest wigc podwolone} gramcy plastycz—
noéci- przy czystym Scinaniu o, = 2k. :

Przyjeto, ze naprgzenia w klerunku prostopadlym do plaszczyzny rysunku
sa rowne 0, element znajduje sig¢ wigc w plaskim stanie naprezenia. Uzyskane
rozwigzania: beda jednak wazne dla elementéw o dowolnej grubosci; jak
rowniez dla. elementow znajdujgcych sie w plaskim stanie odksztalcenia.

W celu uniezaleznienia otrzymanych wynikéw od wlasnosci- materiatow
i sposobu smarowania zaloZzono, 7e na powierzchniach: styku pomiedzy
sworzniem a jarzmem, na ogodl nie wystgpuje tarcie. Jest to jednak zalozenie na
korzys¢ pewnosci; przyjc;c;e tarcia na powierzchni styku pozwala na oszczc:d-
nigjsze zaprojektowanie jarzma. . -
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Rys. 2. Rozwigzanie bezposrednie metoda’ charakterystyk

3. ROZWIAZANIE. BEZPOSREDNIE .

Rozwiazanie wyzej sformulowanego zadania metoda charakterystyk dla

szczegélnego stosunku wymiarowego ¢/r = 0,667-podano: w pracy [6]. Analo-
giczne rozwzazama skonstruowaé mozna tez dla: mnych stosunkow wymiaro-
wych : ‘ ;
Budowe; poIa naprr;zen rozpoczyna sie od brzegu AB (rys 2) obcmzonego
zgodme z zalozeniem, réwnomiernie rozlozonymi naprezeniami rozciagajgcymi
2k.-Ten sam stan naprezenia . —. jednorodne rozciaganie — panuje w. calym
trolkac1e ABC. Bok “AC tego trolkata tworzy-.brzeg swobodny :

. Siatke charakterystyk w obszarze BCEF konstruuje sie rozvmazujac miesza-
ne zagadnienie brzegowe oparte na znanym stanie naprezenia wzdluz charak-
terystyki BC i na zalozeniu, Ze wzd}uz brzegu BF (pow:erzchm styku Sworznia
z, Jarzmem) nie wystepuje tarcie. ; -

. Nastgpnie buduje. si¢ pole napr@zen W obszarze CDE Wymaga to .roz-
w1zgzan_1a tzw. odwrotnego zadania Cauchyego opartego na. znanym stanie
naprezenia wzdhuz charakterystyki CE oraz na warunku, ze brzeg CD musi byé
brzegiem swobodnym. Przebieg krzywej CD nie jest z gbry znany i wyznacza
si¢ go rownoczesnie z konstrukcja pola naprezen. Stanow1 to zasadniczg czgsc
rozwiazania zadania na ksztaltowanie jarzma, :

Punkt F okreslajacy zasieg rozwigzywania zadania mleszanego zosta} tak
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wybrany, aby kat BOF wynosit n/4. Wowczas wartos¢ kata ¢ wynosi w. tym’
punkcie @, = 3n/2, za$ warto$¢ tego kata w punkcie D. réowna jest. qo,)'=.. T
Oznacza to, 7e styczna do brzegu swobodnego w tym punkcie ma kierunek
poziomy. Przyjeto; ze styczna ta okresla kontur elementu az do osi symetrii.

W obszarze. LDJ panuje jednerodny stan jednoosiowego -rozciagania
naprezeniami 2k. Pole napr¢zen w obszarze FDJG znajdujemy. jako. roz-
wiazanie zadania. charakterystyczinego opartego na charakterystykach DJ -
1 DEF. Pole naprezen w obszarze GIJ natomiast, stanowi rozwiazanie zadania
mieszanego opartego na- obliczonym uprzednio rozkladzie naprezen wzdhiz
charakterystyki:GJ i warunku, Ze prosta I.J jest osia symetrii (zachod21 wiec na
Ille_} @ = n) ‘ . . . S

Ostatnim empem budowy omctwmnego pold naprq:n:n JeSt wyznaczeme
naprezen w obszarze FGIM, Naprezenia te nie speiniaja w ogdlnym przypadku
warunku plastycznosci ¢, —a, = 2k; do ich obliczenia nie mozna wiec.stoso-
wa¢ metody charakterystyk. Zamiast tego przyjeto szczegdlna postaé pola
w tym obszarze, zapewniajaca automatyczne spelnienie warunkéw brzegowych
(tzn. niewystepowanie naprezen stycznych) wzdhuz osi symetrii IM oraz wzdhiz
krawedzi otworu FM. Przyjeto mianowicie, ze kierunki gléwne pokrywaja sie
tu z kierunkami biegunowego ukiadu wspdhrzednych (9, ¢) z¢ $rodkiem
w punkcie 0. Zalozono ponadto, ze krzywa FI, bedaca linia niecigglosci
naprezen wyznacza si¢ w polu FDJG jako trajektori¢ naprezenia glownego o, .
W punktach obszaru FGIM przylegajacych do krzywej FI panuje wiec stan
dwuosiowego rownomiernego sciskania ¢, = o4 = ¢,. Naprezenia obwodowe
oy nic zmieniaja si¢ ze zmiang kata 3. Natomiast naprezenia promieniowe a,
zaleza zardwno od 9 jak i od ¢ i moga byé bez trudu obliczone z réwnania
réwnowagi.

Opisane pole naprezen jest statycznie dopuszezalne dla wartosci parametru
charakterystycznego z przedziatu 0,460 < ¢/r < 0,733 (rys. 2 przedstawia roz-
wigzanie dla ¢/r = 0,733). Dla wartoéci ¢/r > 0,733 naciski w punkcie M na
styku sworznia z jarzmem przekraczaja 2k — pole przestaje wigc byé statycznie
dopuszczaine. Dla ¢/r < 0,460 krzywa nieciaglo$ci rozpatrywana. jako funkcja
¢(8). w- ukladzie: bicgunowym 09¢. nie rosnie monotonicznie ze wzrostem 9,

Tablica 1
C;"r ' xplr - B Yolr Rir
0,460 030 1,519 ' 1,655
0500 - 0331 | 160 1,728
0,550 . 0307 1 Lms : 1,821
0,600 o284 1,838 1917
0650 -~ | ¢ . 020 | 1951 2016
0,700 0236 2,065 2,116
0,733 e | 2 2,184
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a w pewnym momencie zaczyna male¢. Uniemozliwia to konstrukcy; opisanego
wyze] pola w obszarze FGIM. : - : :

Wymienione granice przedzialu dopuszczalnosm opisanego rozwiazania
wymka]q jednak z wiasnoéci przyjetego w obszarze FGIM: pola naprezen
1 mozliwe jest, ze konstrukcja-podl w tym -obszarze mna ‘metoda pozwoli na
pewne rozszerzenie tych granic.

Otrzymany w wyniku opisanej procedury kontur elementu jest krzywo—
liniowy. W. praktyce, ze wzgledu na latwo§¢ wymiarowania i wykonania,
wygodniej jest postugiwaé sig ksztaltem - prostszym- ztozonym z- odcinkow
prostych i hikdéw: okregow. W.celu ulatwienia konstruowania-takich: przy-
blizonych ksztaltéw podano w tablicy 1 wspolrzedne punktu D oraz promien
R okregu opisanego na konturach skonstruowanych dla réinych wartodci
parametru c/r. Zalezno$é wysoko$ci h = y,, jarzma ponad osia sworznia-od
wartosci parametru charakterystycznego podana jest ponadto na rys. 3. Linia
przerywana zaznaczono oszacowania h uzyskane za pomoca pol naprezen
o skokowej niejednorodnosci. Jak widaé¢, omawiane rozwiazanie jest znacznie
oszczedniejsze. Na rys. 4 podano rézne sposoby aproksymac_u teoretycznego
rozwigzania. S oo - ‘.

A
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Rys: 3: Zaleznodé miedzy wysokoscid jarzma ponad osig sworznia i parametrem reprezentujacym
wiclko$¢ obciazenia, dla rozwiazania metoda charakterystyk (linia ciagla)' oraz- metoda pol
skokowo niejednorodnych (linia przerywana)

N —

Rys. 4. Sposoby aproksymacji rozwiazaﬁia bezpofredniego
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4. ROZWIAZANIA METODA ODWROTNA

W omowionym wyzej przykladzie poszukiwany kontur elementu otrzymuje
si¢ bezposrednio w wyniku procesu budowy pola naprezen. Mozliwa jednak
1 celowa bywa odwrotna metoda postgpowania — zalozenie z gory ksziattu
elementu, a nastgpnie budowa statycznie dopuszczalnego pola naprezen dia
oceny jego' nosnosci. Ten sposéb postgpowania przyjeto dla mniejszych
wartosci wspolezynnika cfr, dla ktérych bezposrednia konstrukqa pola na-
prezen metoda charakterystyk napotyka trudnosci.

Na rys. 5 przedstawiony jest przyklad takiego rozw1azama Zatozono, 7e
pole sklada sig z dwoch symetrycznych czesci, z ktoérych kazda ma o symetrii
pod katem n/4 do poziomu. Zewnetrzny kontur elementu proponuje sig
w postaci dwoch odcinkéw prostych 4C i A'Ct oraz laczacego je tuku kola
CC* stycznego do obydwu prostych.

- Ze wzglgdu na symetri¢ rozwazony zostanie tylko wycinek pola o kacie
wierzcholkowym #/4. Zakladajac, 7e material w otoczeniu brzegu swobodnego
jest w stanie plastycznym, otrzymujemy natychmiast, 7¢ w trojkacie ABC
panuje jednoosiowe rozciaganic naprezeniami 2k, w obszarze za§ CDEF
osiowosymetryczny stan napreZenia opisany wzorami Lamé’go

gy =0,= 2k1n%,

G, =04 = 2k(ln$+ 1),

gd21e @ ©ozZnacza promlen biezacy wzglq:dem srodka s.

Pole naprezen w obszarze BCF wyznacza sic przez rozw1azame charak
terystycznego zadania brzegowego opartege na charakterystykach BC i CF.
Nastepnie konstruuje si¢ pole naprezen w obszarze BFEG. Budowa tego pola
jest taka sama jak opisanego wyiej pola ' FGIM. Linia nieciagtoéci BFE jest
trajektoria naprezenia o, w obszarze BCDEF,; a kierunki gléwne w obszarze
pola BFEG pokrywaja si¢ z liniami: blegunowego uk%adu wspolrz@dnych ze
srodkiem w punkcie 0.

Przedstawione rozwigzanie Jest mozhwe do skontruowama dIa c/r 0 396.
Dla wartosci parametru ¢/r bliskich gornej gramcy ‘przedziatu: krzywa: BFE
jako obraz funkeji p(9) przestaje byé monotb‘_ liczna W ukladze: wspoh‘zgdnych
0%; jednak odchylenia od monotonicznosci sa bardzo “midle i moga byé
pominigte. Dla malych wartosci c/r krzywa 'BFE pokrywa s:@ praktycznie
Z ofworem, L e

Na rys. 5 zaznaczono tez, hm ! __an _oglczne rozwiazanie
otrzymane metodg pél obszarami ]ednorodnyc ozwiazanie to, pochodzgce
z monografii [4] jest, jak widaé, mme} ekonomlczne pod wzgledem zuzycia
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Rys. 5. Komstrukeja: metoda odwrotna .rozwigzania zlozonego z dwoch jednakowych czlondw

Rys. 6. Rozwiazania odwrotne zlozone odpowicdnio z tr'zf':_ch oraz 7 czterech jednakowych czlonow

materiatu od zaproponowanego ‘W niniejszej. pracy. Rozszerzenie klasy pol
naprezen uzytych przy. projektowaniu elementu -pozwolito wigc na. uzyskanic
znacznie oszczednigjszego Wymiku. o L. oo i fani
Opisane pole naprezen - skiada -si¢ z. dwéch: identycznych czlonow ob-
réconych o kat 7/2. Mozliwe jest jednak rowniez zbudowanie analogicznych
pol Zlozonych z trzech;.czterech i wigkszej liczby-cztonow. (rys. 6). Pole zlozone
z. trzech - elementdw. obroconych:-o:. kat - /3. daje si¢-skonstruowa¢ dla
¢fr £ 0,262, a pole z: czterech czlonow dla: ¢/r <0,196. Pola e, w. swoich
zakresach dopuszczalnosci daja: nieco lepsze: oszacowania ksztaltu niz pole
Aozone z. dwoch czlonow.: = o o N ; SR
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5. UWAGI KONCOWE

Przedstawione w p. 3 wyniki umozliwiaja znalezienie w prosty sposéb
wiasciwego ksztaltu i wymiarow jarzma dla wartodci parametru obcigzenia
zawierajacego sig¢ w granicach 0,460 < ¢/r < 0,733, natomiast sposob podany
w p. 4 pozwala projektowaé elementy: dla cfr < 0,396. W pozostalych Za-
kresach c/r stosowaé nalezy rozwiazania o skokowej mejednorodnoscx oplsane
szczegdlowo w monografii [4].

Wprowadzenie bardziej ztozonych pél naprezen punktowo-symetrycznych
w obszarach przylegajacych do powierzchni styku jarzma ze sworzniem moze
w przyszlosci pozwoli¢ na rozszerzenie zakresu statycznej dopuszczalnosci
omowionych wyze] pol naprezen.

Nalezy tez podkresli¢, ze uwzglednienie tarcia na powierzchni styku
umozliwia w ogdlnym przypadku uzyskanie znacznie oszczedniejszych oszaco-
wan ksztattu jarzma (por. [6]).
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PE3IWOME

O ONPEJAEJEHWUU PASMEPOB KYJIMCTBIX 3JIEMEHTOB METOAOM
XAPAKTEPUCTUK

PafoTa mocBAmEHa NpPOEKTAPOBEZHMM HpeACHbHON Hecyme#  cNocoBHOCTH  ILTOCKHX
KOHCTPYKIHOHHBIX 3NIEMEBTOB ¢ (hOpMOM, cOMMKEHHOH K 3BeHy nemw, B3aMMOICHCTBYIOHX
C manblaMy ¢ KPYroBHM ceucHueM. Halneus! peienus nis UIHPOKOro MHTEDRANa 3HAMCHMHI
XapaKTePHCTHYCCKOYO INapameTpa. PesynbTarsl mnpescTaBreHnl B BHAE TPUTOAHOM 104
NpUMEHEHHS B KOHCTPYKITHOHHOH NPSKTHKE.
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SUMMARY

DESIGN OF YOKE ELEMENTS BY THE METHODS OF CHARACTERISTICS

" The paper deals with the limit analysis design of plané structural-elements resembling chain
links aitached to bolts of circular cross-section, Solutions are found for a bread range of
‘characteristic parameter values. The resuits are presented in a form suitable for direct engineering
application. o S
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