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ANALIZA DRGAN WEASNYCH KONSTRUKCIJI KONTAKTUJ ACYCH
SIE Z CIECZA, PRZEPROWADZONA ZA POMOCA PROGRAMU
SAP-IV

HIEN DO TRONG (WROCLAW)

- W pracy przedstawiono rozwiazania analityczne i numeryczne drgan niektorych konstrukeii
sprezystych (belkowych, plytowych, zbiornikéw) kontakiujacych sie z ciecza. Po zbudowaniu
modelu matematycznego, skonstruowano przestrzen liniows opisujycy sprzezenie drgai konstruk-
cji i powierzchni swobodnej. Sprowadzono problem do réwnania liniowego operaiorowego,
dokonano analizy wlasnodci operatora wykazujac, Ze jest symetryczny i dodatni. Z tego wynika, Ze
spektrum jest dyskretne i dodatnie, Dzigki temu mozna dokonaé¢ wyboru metody do wyznaczania
czestodci drgan. W przykladzie numerycznym rozpatrzono zagadnienie drgan wiasnych belki
sprzgZonej z clecza wypelniajaca zbiornik o przekroju prostokatnym. Zadanie to rozwigzano
dwoma sposobami: metoda clementéw skonczonych (za pomocy programu SAP- IV) oraz metods
Ritza i pordwnano otrzymane wyniki.

1. WsrtEp

Zagadnienia analizy drgan ukladow sprezystych kontaktujacych sig z ukta-
dami cieklymi sq przedmiotem badan hydrosprezystoéci. Ogolna teoria hydro-
sprezystosci zaczela sig szybko rozwija¢ w. ostatnich 30-40 latach w zwiazku
z potrzeba rozwiazania roznych zagadnien technicznych dotyczacych budowy
okretow, samolotow, reaktorow atomowych i rakiet oraz budownictwa wod-
nego i zbiornikéw na rope. Hydrosprezystosc jest dyscyplina stosunkowo
mioda, podczas gdy aerosprezysto§¢ posiada swoje tradycje i doczekala sie
szeregu opracowan monograficznych. Jedna z pierwszych prac (1937 rok)
o drganiach sprezystego ciata kontaktujacego sig z ciecza byt artykut P. K.
Iszgkowa [14]. Rozpatrzono tam drgania swobodne belki o przekroju koto-
wym zanurzonej w cieczy. Przy zalozeniu, Ze postacie drgan belki w cieczy
i w prozni sa jednakowe, wyznaczono mas¢ towarzyszaca cieczy i obliczono
czestosci drgan wlasnych tej belki. W pracy [16] przeanalizowano szereg
przypadkdw drgan plyt czeSciowo kontaktujacych si¢ z ciecza oraz przed-
stawiono metod¢ przyblizenia {metoda Ritza) obliczenia czestosci drgan

“uktadow sprzgzonych przez wyznaczenie masy towarzyszacej cieczy.
Praca [10] poswigcona jest dynamice dachdw plywajacych. Przedstaw10n0 -
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ogdlny sposob rozwigzania zagadnienia hydrosprezystosci za pomoca funkcji
whasnych swobodnego falowania cieczy W zbiorniku, W pracach [5 i 12]
rozpatrzono drgania swobodne 1 wymuszone konstrukeji sprezystych z przyje-
ta liczbg czgéci (w [12] drgania ramy skladajacej si¢ z belek, a w [5] drgania
zhiornika o ksztalcie prostopadio$cianu sktadajacego si¢ z plyt prostokataych)
i czgdciowo kontaktujacych si¢ z cieczq. Praca [2] przedstawia analiz¢ matych
drgan ukfadu ,ciecz—powloka”. Zastosowano metod¢ wariacyjng w badaniu
widma drgan whasnych ukladu sprzezonego do réznych modeli fizycznych.
Udowodniono szereg twierdzen o strukturze spektrum, a sformutowanie
wariacyjne wykorzystano do rozwigzania roznyech zadan metoda elementow
skonczonych.

Niniejsza praca przedstawia ogdlne sformulowanic zagadnienia drgan
konstrukeji sprezystych, sktadajacych si¢ z jednego lub wickszej liczby sktad-
nikéw bedacych czeiciowo w kontakcie z ciecza, ktora ma powierzchnig
swobodng. Przez wprowadzenie funkgjl Neumanna mozna sprowadziC pro-
blem do zagadnienia poszukiwania wartosci i funkcji wlasnych. To ogdlne
sformulowanie wykorzystano nastepnie do rozwiazania przykladu numerycz-
nego metoda clementow skonczonych. .

Wrykorzystano istnigjaca teori¢ i dostosowano program komputerowy
SAP-IV do moiliwosci wykonania wspomnianych obliczen.

7. ROWNANIEE ROWNOWAGI T WLASNOSCI SPEKTRALNE

2.1. Sformulowanie zagadnienia

Przeanalizowano drgania swobodne konstrukcji utworzonych z M czgsci
S1s S35 oo S St 15 00 Saps ktore zwigzane sa krawedziami Ly, Lya, ..o
Lpms 15 - - Lop— 1,0 1 CZESCIOWO kontaktuja si¢ z ciecza, ktéra ma powierzchnie
swobodng Sy (rys. 1)

Przyjeto nastgpujace zalozenia: a) ciecz jest niecisliwa, niclepka i znajduje
sig w potencjalnym polu sit ciezkosci, b) drgania sa male i ustalone w crasie.

Ruch ukiadu ,ciecz—konstrukcja” (rys. 1) przy powyzszych zatozeniach
opisuje si¢ nastgpujacymi rownaniami i warunkami granicznymi.

a) Dla cieczy

(2.1) : Ap=0 w L.

Na podstawic lniowosci zagadnienia mozna napisac
M+1

2.2) ' b= 2, b
=1

Kazda funkcia ¢, jest harmoniczna, czyli

(2.3) Ap =0 (n=1,2,... M+1) w
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|
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Rys. 1. Uklad wspohrzednych

gdzie ¢ i ¢, oznaczaja potencjaly predkosci cieczy. Kazda ¢, spe%md warunek
sprzezenia drgan:

, deh = dla n=m,
24 L ot :
4 N

m 0 dia n#m mn=1,2,...,M+1),
gdzie W, (P, 1), (peS,) oznacza ugiecie konstrukcji mierzone w kierunku N,
oraz N, — normalne czgsci konstrukcji i niezaburzonej powierzchni swobod-
nej cwczy _
b) Dla powierzchni swobodnej cieczy

¢ .
(2.5) £+'QMJ-F} =0,

gdzie Wy, jest rzedna fali powierzchni.

¢} Dla czgsci m konstrukeji sprezystej rownanie drgcm swobodnych ma
postad

_ 0 na S, —8°,
. M "= P = a .
(2 6) Km VK" + m atz m 7ch"_¢ na S;,
ot _
gdzie 0.; oznacza mas¢ wlasciwa cieczy, S),— powierzchnie zwilzona czesci
m konstrukgji, K,, — - operator rozniczkowy, ktory zalezy od rodzaju konstruk-
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4

d
cji (np. dla belki K,, = ey dla piyty K, = 4%, dla membrany K, = 4 itd)),

P, — cisnienie cieczy na czgci m, W, — ugigcie sprezyste, kiore spelnia
warunki brzegowe na krawedziach Ly — 1 p | Lowm+1 0722 M, — gestos masy
konstrukeii.

Z zaleznosm (2.3) i (2.4) wynika

3W(Q) _HBW(Q)
" az ’

- gdzie PeQiQeS;, N {P Q) 0znacza funkcy; Neumanna oraz H - operator

catkowy.
Ze wzordw (2.2), (2.5) i (2.7) wynika

2.7 b

n

M+1 M+1 (Q)

(2.8) - $(P) = Z $.(P) =

Oznaczajac warto$¢ potencjalu skladowego (f),, na czescl m przez ¢y (P),
mozna okreshi¢ operator catkowy z zaleznosci (2. 7

w0 WalP) _ W Q)

Hn atz - jN (P Q) a 2 dSns
gdzie PeS,,, Q€S,.
_ 0 gdy QeS -5
2.9 NP, Q)= "
29) (P, Q) {Nn oy Oesh
Podstawiajac (2.8), (2.9) do (2.5) i (2.6) otrzymamy rownanie drgan
Mrl o 0*W,
: Z H; o | 8w,
(210)1 Kme+ M +ch 62Wm atZ =0
ot
dlam=1,2,..., M oraz
M+i1 B a.‘ZW
(2.10), 0 W1+ 2, H! 8t2"'=0 '
n=1
dla powierzchni swobodnej m = M+1.
M+1 62
L
Jedli przyjmiemy, 7€ g, = QCZW to z rOwnan (2.10) wynika, ze f,,

moze byé interpretowane jako gestos¢ masy cieczy, ktora trzeba dodaé do
g@stosm masy konstrukcji M,, ,um bedziemy dalej nazywac masa towarzyszqca
cieczy.
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2.2. Rownanie operatorowe

Wprowadzamy przestrzenie 4, (m= 1,2, ..., M +1) funkcji mierzalnych
catkowalnych (w sensic Lebesgue’a) z kwadratem na S, Z norma

(2.11) IW. 0% = | IW2|ds,,
S i

i z iloczynem skalarnym

(2.12) W) = [ W, 0,45,
Sm

przy czym W, i ¢, € 4,,. Kazda A, jest zupelng przestrzenia Hilberta [3, 15]:
Wprowadzamy réwniez przestrzen A, ktora jest suma prosta przestrzeni L,

M+1
A= 3% 4,
m=1
z iloczynem skalarnym
: M+1
(2.13) ' W 0=} (W, 0

m=1

gdzie w = (w;, W,, ..., Wy44)"; funkcje w,, spelniaja warunki brzegowe na

krawedziach kazdej czgsci konstrukcji i na powierzchni swobodnej cieczy.
5 .
n

o’

Przyjmujac, ¢ a, = wprowadzamy nastgpujace operatory macierzo-

we 1 macierze:

K, 0 M,
K, M,

ke
: S'

0 Cozg o 0
2.14)
ﬁ}al+ﬁ%a2+...+ﬁ%{+lanl+l
a4y

72 I iy2 ;2
H1a1 +H2a2+ e +_HM+1aM+l
a4y

ILI = QCZ
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oraz wektory

*W,
a’l at2 L Wl
W,
o | | FF W
(2.15) a= = R W=
2 W
Aar+1 —é":;—i‘“l Wir+1

Stosujac proste oznaczenia macierzowe (2.14), (2.15) mozna napisa¢ uklad
réwnan (2.10) w postaci rownania operalorowego w przestrzeni A

(2.16) KW+ (M -+ W= 0.

2.3, Wiasnodci spektralne i rozwigzanie réwnania operatorowego
W kazdym konkretnym zagadnieniu mozna wyznaczy¢ operatory 10znicz-
. . d* :
kowe K, (np. dla belki o stalym przekroju K, = dia plyty o stalej

62 62 2
+r) jtd.} i warunki brzegowe dla wektorow W,

ox? oyt "
Biorac pod uwagg prace [15] mozna dowies¢, 7e operatory K, sa symetryczne
i dodatnie w przestrzeniach 4,,. Na tej podstawie stwierdzamy, ze operator
K (patrz (2.14)) jest symetryczny i dodatni w przestrzeni A.

M, (m = 1— M) s statymi dodatnimi i dlatego, oczywiscie, operator M jest
symetryczny i dodatni.

Kazdy operator catkowy H, (patrz (2.7)) jest operatorem pelnociagtym
i symetrycznym [3, 7, 9, 11].

grubosci K, = 4% = (

. . N . oW
Rozpatrzmy iloczyn (HW, w), gdzie w1 weA. Przyjmujac, ze V= ——

ot
., OW L : .
iV = z zaleznodci (2.4) 1 (2.7) otrzymujemy

o : dop,
(217) Hl’i;";'l_qbl! 1 Vn—ﬁf

We wzorze (2.14) operator p dziala, zamiast na wektor a, na wektor
V =V, Vau oo Vursr)" Stad, z (2.17) wynika

HV,+H\V,+ ... +Hyi 1 Virvr ™ ¥

v V) = HV, +HiV,+ ... +Hig o1 Vi v,
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:_(ﬁ%Vls V+(HV,, V) + o+ (Hiys Vareos )+
JF(H%Vu Vo) -+ (HV,, Vod+ oo+ (Hage 1 Vags 1, Vo) +

+(ﬁMHV1, I7M+l)+(ﬁM+1V2, Vs )t oo HHEI Va1 Vagwr) =

o ‘ - 8¢}
= j.qbi P ﬁdS"" j¢M+i S+
3¢z a3 ¢
Hf* Raka ch%aN s+ .. +sz¢§ma Ls
................................. -+
ddirii odit] Oty
+ P 2248+ M odS+ L+ Ml 1S.
sjﬂgbl 0Ny ijHq’) Ny sju(bMHaNMHc -
Uwzgledniajac relacje (2.2) 1 (2.4) mozemy napisaé krocej
(uV, V)= j' o¢ rf)d8+j—q5d8+ A+ ] pdS = jd)-__-- ds
aN SM+16NM+1 S

Wrykorzystujac w ostatniej zaleZznosci wzory Greena dla operatora Lap-
lace’a, otrzymamy

(1V, V) = [ VoV EdQ.

Z powyzszego wynika, ze (u¥, V) = (uV, V), czyli operator u jest symetryczny.

Dla ¥V =V otrzymuje si¢

(2.18) WV, V) = [gb%ds = [(V$)2dS = 0
s b o

Tak wigc operator p jest dodatni i symetryczny.
Jesli przyjmiemy, 2¢ M = M +-p, to ze wzoru (2.16) wynika

(2.19) MW + KW =0,
Pamigtamy, z¢ K, M, p i M s symetryczne i dodatnie. Poniewaz drgania sa
harmoniczne, poszukujemy rozwiazania w postaci W = ue, gdzie skalar

¢ i wektor u nalezy dopiero wyznaczyC. Po podstawieniu powyzszego do (2. 19)
otrzymujemy

(2.20) Ku—a*Mu = 0.

W zapisie naszym zakladamy z gory, ze ¢ nie powmno byc uJemnc 1 tak
jest rzeczywiscie, poniewaz :
(u, Ku)
(1, Muy

2E

(M, Ky=>0 1 (u, Mu) > Q.
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Wiasciwoséci spektralne rozwigzania mozna zbadaé wykorzystujac istnieja-
ce operatory M*/? 1 M~ '/, cho¢ przy rozwiazaniu tego problemu nie bgdzie
konieczne ich obliczenie.

Ze wzoru (2.20) wynika, ze

M"Y Ky = o* MYu.

Poniewaz M~ Y2MY? = I, wige M 2KM™YAM'PU = ¢* M"Y,

Jesli przyjmiemy _
(2.21) V=M, D=M "KM 2,
. to otrzymamy
(2.22) ' DV =d*V.

M 112 bedzie symetryczny, gdy M jest symetryczny i dodatnio okreslony.
Zatem skoro K jest symetryczny, D jest takze symetryczny. D posiada

n warto$ci wlasnych o, i n rzeczywistych ortogonalnych wektorow wlasnych
V9 oraz '

: (V(i’, V‘j’) — 5”_

Majac dane V® obliczamy u bedace rozwiazaniem wzoru (2.20). Z relacji
(2.12) wynika

VO, V) = (M* 120, M Pulh) = (D, MuY)

a W]@C (u(i), Mu(j)) = .651'- ‘ .
Zatem zgodnie z praca S. G. MICHLINA [15], wektory wiasne u® i u" s

ortogonalne wedtug energii operatora M. Majac dane o, u'? otrzymujemy _

rozwiazanie rownania (2.16) iR : |

(2.23) A W it

3. DRGANIA WEASNE BELKI KONTAKTUJACEJ SIE Z CIECZA

Rozpatrzmy przypadek drgan wiasnych belki sprzgzonej z ciecza wypel-
‘niajaca zbiornik o przekroju prostokatnym (rys. 2). W dalszych rozwazaniach
wygodniej, bedzic operowa¢ zamiast potengjatem predkosci ¢, potencjatem
przemieszezen X okreslonym zaleznoscia -

0X

X jest funkcja harmoniczna
(32) | AX = 0.
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Belka

\r

=¥

| | &

yy

Ciecz

o

L

Rys. 2. Belka sprze7ona z ciecza

© Powinna ona spelniaé nastepujace warunki brzegowe:
24 0 x|
8N, —~ aY|.
gdzie N, oznacza normalng brzegu S oraz I' — powierzchnig swobodna cieczy,
na ktOl‘G_] znajduje sie belka.

Na podstawie wzoru (2.6} mozna okresli¢ ci$nienie dynamlczne cleczy na
belke

>

(3.3)

(3.4) P=gass

at* |,

Rownanie drgan belki ma nastepujaca postaé:

*w ew X
(-3 Haxs vl ga = ~eag

1
r=0

gdzic E oznacza modu! Younga, F — pole przekroju belki, J — moment
bezwladnosci przekroju oraz g, — masg wlasciwa materiatu belki.

~ Dla drgan harmonicznych przyjmuje si¢ W= ey, X = X, Stad ze
wzory (3.5) wynika

| d4u QCZXIJ’=0 2
(3.6) .EJw—(ng+—T o%u =0,

Na podstawie zaleznosci (3.2) i (3.3) okreslamy zagadnienie brzegowe dla
funkcji X ' '

(3.2) AX =0 w @,
oxX 7.4

3.3y =0, — =u.

( ) aNs 5 6-)" »=0




618 HIEN DO TRONG

Biorac pod uwage twierdzenie zbieznosci [9], mamy warunek

. _
(3.7) ju(x)dx =0,

Q
czyli warunek konieczny istnienia rozwigzania zagadnienia Neumanna dla
funkcji harmonicznej X. Warunek ten wynika z faktu, ze belka spoczywa na
niescisliwej cieczy; érednie ugiecie musi wigc by¢ rowne zeru [10].

Na podstawie wzoru (2.7) mozemy napisaé rozwiazanie zagadnienia brze-

gowego w nastgpujacej postaci:

goXQ (Q)

a
_ | N, 2

a S+rI

(3.8) X(P)=H d(S+1).

N(P, Q) jest funkcja Neumanna, ktorg mozna wyznaczyé rozwigzujac zagad-
nienie

(3.9), AN(P, Q)= —d(P, Q) (P, Q)el),

przy warunku brzegowym za$

(3.9), ON(PO) =0 (Pef; geS+1),
N |s+r

gdzie §(P, Q) jest funkcja Diraca.
Rozwiazanie zagadnienia (3.9) ma nastgpujaca postac:

( , oh ﬂzl hmn(Ii — y’)cosmzxcosmnx’
P ) mrH > Oy <y,
m=1 msh T
31 P =
(310} N(P, Q) = 5 mry  mu(H—y) max  mnx'
ch ch cos Cos
25 L L L y<y<H
T2 msh muH ’ s

~

przy czym P = P(x,y) i Q = Q(x'y)efl.
Uwzgledniajac warunek brzegowy (3.3) i podstawiajac (3.10) do (3.8),
otrzymamy

mu(H —y) cos X

ch C
L L mnx’
3.11 = d
(3.11} X(x, y)= n(j,%: o cos— u(x)dx,
msh T

gdzie u(x') oznacza postacie drgan belki.
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Zatozmy, ze postacie drga belki stykajgcej sie i nie stykajacej si¢ z ciecza sa
jednakowe [8, 13, 14 i 16]. Zalozenie to bylo juz stosowane przez wielu
cksperymentatordw i1 badaczy teoretycznych, np. przez W. S. GONTKIEWICZA

. . , . Knx'
[13], [8] t innych. Dla K postaci drgan U, (x) = A,sin zx

. Podstawiajac te
zaleznosé do (3.11) i catkujac wedlug zmiany X', otrzymuje sig

mu(H—y}) mnx
cos

Kch
¢ 3 L

4LA
(.12) X0, 9) =%

" m(K%2—m?)sh

mreH

Na podstawie warunku (3.7) ograniczymy analiz¢ do postaci parzysiej
drgan (. K =2,4,6.... Np. dla drugicj postaci (K = 2), z (3.12) otrzymamy

Chm?t(hf —y)  mmx
SLA, L L

(.12) X(x )= o2y .
| " md—m?sh

Opierajac sie¢ na wzorach (3.5) i (3.6) i oznaczajac

02X
U
Ju(x)_chW:
at?
olrzymujemy
oW *X
3.13 = O = p(x).
(3.13) w55 = 0ap g o p(x)

~ Z zaleznofci (3.13) wynika, Ze u(x) moze by¢ interpretowane jako gestosé
masy cieczy, ktorg trzeba doda¢ do gestosci masy belki g, F [5]. Obliczenie
rozkladu masy towarzyszacej u(x) jest bardzo zmudne. Niektorzy badacze [5,
16] stosujac roine metody przyblizone (m. in. metode Galerkina, Ritza,
Rayleigha...) otrzymali prosty wzor na mase towarzyszaca dla podstawowych
postaci drgan. W pracy nie stosowano tej metody. Masa towarzyszaca jest
wyznaczona jako funkeja zmiany x. Zagadnienie rozwiazano metodg elemen-
tow skonczonych za pomocg programu SAP-1V. Biorac pod uwage (3.6),
(3.12) 1 (3.13) otrzymujemy wzor na mas¢ towarzyszaca dla drugiej postaci
drgan

maH  mnax

X| 8L cth—7 —cos=r=

3.14) nE=eu =7 X o
. . m=1,3,5...m(4_m2)sin L St
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Mozna latwo sprawdzi¢, ze funkcja u(x) jest symetryczna wrzgledem
x = L/2 i szereg jest zbiezny. '

4. ZASTOSOWANIE PROGRAMU SAP-IV DO ANALIZY DRGAN BELKI
STYKAJACE] SIE Z CIECZA. OCENA WYNIKOW NUMERYCZNYCH

Program SAP-IV (Structural analysis for static and dynamic response of
lincar systems) [1, 4, 6], powstal w roku 1973 na Uniwersytecie Kalifornijskim
jako kolejna wersja programu SAP z roku 1970. Zrealizowany na maszynach
cyfrowych (serie CDC 6400, 6600, 7600} stal si¢ efektywnym narzedziem
statycznej i dynamicznej analizy konstrukcji metoda elementow skoficzonych.
Program pozwala modelowaé i oblicza¢ konstrukcje za pomocg 9 typow
elementéw. Drieki strukturze, ktora zapewnia duza elastycznos¢ i mozliwosé
modyfikacji, wykorzystywany jest i rozwijany w wielu osrodkach uniwersytec-
kich i naukowo-badawczych — giownie w USA, RFN i we Frangji. W polowie
lat 70-tych pojawil si¢ rOwniez w Polsce.

Nizej podany zostat przyklad obliczen drgan wlasnych belki stykajacej sig
z ciecza {rys. 3). '

R 1 N 2 A 2 O 2 % M -1 O 2 I ]
I 2 35 4 5 6 1 8

Crecz

Rys. 3. Dyskretyzacia belki sprzgzonej z clecza na elementy belkowe

Dingoét L =2 m,
masa wlasciwa cieczy o, = 1020 NS?/m*,
" masa wlasciwa belki 0g = 7800 NSZ/m*,
modul Younga E =2,1-10 N/m?,
momenty bezwladnosei I, = 64-107° m%,
' I, = 6,410 7 m*,
I, =576-10"° m*,
pole przekroju F=50-10"3m?% _
Belke zdyskretyzowano na elementy belkowe; liczba weztow — 10, liczba
elementow — 8.

Rozklad masy towarzyszacej u(x) dla roznych stosunkow H/L obliczono za
pomocg wzoru (3.14); wykres zostal przedstawiony na rys. 4. Jesli oznaczymy
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Belka
8 g

|L§IJ!LTJ‘|§JJ% =
L

.

Skaly fom —= 200NS5m?

Rys. 4. Rozklad masy towarzyszacej cieczy p(x) dia réznych stosunkow H/L, H — glebokosé
wypelnienia cieczy, L — diugoéé belki

mase wlasciwg zast@pczq ukladu ,ciecz-belka” przez gy , to z zaleznosci (3.6)
wynika

X|,=0
oxF+e. IJ} &= Oxz ¥,
4.1) x| 7 ( )
_ Q y=0 ,LLJC
QKZ_QK+7UF 0+ F

W tablicy 1 zestawiono wartosci p{x) i g, odpowiadajace roéinym
stosunkom H/L dla ¢lementow belkowych.

W tablicy 2 zestawiono otrzymane wyniki obliczone za pomocq komputera - -

IBM PC-AT. _
Na rys. 5 przedstawiono postacie drgan wlasnych odpowiednio dla ukladu :
sprzezonego ,ciecz—belka” i samej belki (H/L = 0). :




.wE\NwZ = Mwu_.m”_
W/ SN = [(xp7]
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SYIE9T T0ZHL1 9701 99£96 99£96 9LPZ01 z0Tpel §Y8EYT i z
9FOFZ0SZL | SOOVIOTRS | SO9SC'CLY | GSOPESIPY | 6SOPESTHY | SO98L'ELY | S9OFIOTS | 9POFTOBLI Gt 1
9£098E 86vL91 99L1ET 90FIT1 90FITL 99LTET 86¥LIT 9£098€ 4y 5
9LRI°T681 | TRII6K86L | TOSTER'6TS | S6SPEQQIS | SESHEO'RIS | TOSTER'G19 | TBITOY'86L |  9L8I168] (xp 1
707898 9LSFPE F6995T FS60ET PSE0ET $6995T 9LSPPE 707898 ¥ o1
OCCLO'TOCY | PTTRRER9T | TSSLPYPT) | S6LLLSTLE | 86LLLST1T | TSELVPYTT | +TT88'E8IL | GLETOTOLY (@) T
008L 008L 008L 008L 00BL 008L 008L 008L ﬂ%mln&tm =24 ﬁmw
zoq)
0 0 0 0 0 0 0 0 ()t 0
QUL = X |91/ Ie1 = X [ 9/ Til =X | oL/T6=X | 9V TL=X | 91/ IS=X | 9U/Te =X | 91/ T= X
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Tablica 2
Czgstose rad ” o

H/L katowa ( 3 ) Czgstose {1/8) Okyes (S)

0 (bez ciccry) 1738,00 276,60 0,003616

1/10 253,60 40,37 002477

1/4 365,00 58,09 0,H722

12 424,60 67,57 0,01480

i 440,40 70,09 0,01427

iy (H/L=11)

U, (H/L=7)
tp(H/L=1/2)
s (H/L=1/4)

Ciecz

1

Rys. 5. Postaé drgan wilasnych pi,(x) belki stykajacej si¢ z ciecza dla roznych stosunkdw H/L

5. POROWNANIE WYNIKOW OTRZYMANYCH ZA POMOCA PROGRAMU SAP-IV
7 WYNIKAMI UZYSKANYMI INNA METODA PRZYBLIZONA

Jak stwierdzono w p. 1, czgstosci wlasne mozna obliczy¢ réznymi metodami: -
(m. in. metoda Rayleigha, Ritza i Galerkina). Opierajac si¢ na pracach [5;.16
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czestodei ukladu sprzezonego mozna okreslié za pomoca wzoru

(5.1) o=,
H
1+——
oxF _
gdzie o, oznacza czgstos¢ wlasng belki nie kontaktujacej si¢ z ciecza oraz

p — masg towarzyszaca cieczy (odpowiada k

(3.14) moZzemy napisac prosty wzOr na y

L L
[ X1, - ou(x)dx j(X%E) dx
(5:2) = 07 = g0 2R
fu*(x)dx fu?(x)dx
0 4]

azdej postaci drgan). Zamiast

.. . . . 2
Podstawiajac funkcje X, -0 z (3.12) ufx) = Azsm% do (5.2), otrzymamy
mase towarzyszaca cieczy dla drugiej postaci drgan

nnH
cth——
64do,, L : L

H="73 )

n n=1,3,5...n(4*”2)2'

(5.3)

Warto$ci u dla réznych stosunkow H, /L zestawiono w tablicy 3. Przedstawiono
tam takze wartosci czestosci drgan otrzymane metodq elementow skoniczonych.
(program SAP-IV) lub inna metoda przyblizona. Podano rowniez roznice

procentowa migdzy tymi wynikami.

Tablica 3
Crestosé wlasna  Czgstose wiasna
o otrzymana metodg | otrzymana Réini
Gestose masy Ritza (1/S) metoda elemen- oznica o
tOWarzyszacej i X procentowa (%)
H/L " 0g tow skonczo- N
Gp = nveh (P = [T TEL
S a4 yeh (Program | & 100
(NS*/m) 14t sARIY) Ix
2x o (1/5)
0 {bez cieczy) 0 1736,3926 17380 0,0009
1/10 1619,8821 266,2394% 253,60 4,7479
1/4 774,331409 380,23006 365,00 4,0054
12 569,527214 439,58232 424,60 3,4083
1 535,6690 452,34660 440,40 2,6410
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6. P@DSUMOWANIE

W pracy przedstawiono ogdlna teori¢ drgan koustrukcji tworzonych
z M réznych czesci i kontaktujacych sie czeSciowo z ciecza idealna, ktéra ma
powierzchni¢ swobodna.

Roéwnania roézniczkowe ruchu zawieraja skiadnik obcigzenia (ci$nienia
cieczy), ktoéry wyznaczono za pomoca catki Cauchyego-Lagrange’a. Stad
w rownaniu roézniczkowym ruchu wystgpuja ugigcia w,, i potencjat predkoéci
cieczy. Wplyw cisnienia hydrodynamicznego jest uwzlgdniony przez wyznacze-
nie masy towarzyszacej cieczy. Wprowadzamy przestrzenie A,, funkcji mierzal-
nych, catkowalnych z iloczynem skalarnym (2.12) i norma (2.11), sumg¢ prosta
ziloczynem skalarnym (2.13) oraz operatory w postaci (2.14), (2.15). Stosujac te
oznaczenia mozna napisa¢ roéwnania ruchu ukladu ,konstrukcja sprezys-
ta—ciecz” w postaci rOwnania operatorowego w przestrzeni A. Otrzymano
w ten sposob zagadnienie na warto$ci wlasne. Badano operatory i wykazano,
ze istnieje spektrum dyskretne, a w przestrzeni A istnieje ukiad funkcji
wilasnych ortogonalnych w sensie wprowadzonego iloczynu. Mozna obraé do
celow obliczeniowych szereg znanych metod zarowno w matematyce, jak
i teorii drgan — dla uzyskania wynikow liczbowych. Do analizy drgan belki
stykajacej si¢ z ciecza stosowano metod¢ elementoéw skonczonych (program
SAP-IV). W pracy przedstawiono rowniez wyniki otrzymane metoda Ritza.
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PE3I@ME

AHAJIN3 COBCTBEHHBIX KOJIEBAHHN KOHCTPYKIIMNA,
KOHTAKTHUPYIOIAXCS C XWUJAKOCTBIO, IIPOBEAEHHLIA TIPYM ITOMOUIA
' ITPOTPAMMBI CAII-IV

B paboTe npencTaBNCHLI AHAJIMTHYECKYC M UMCIJIEHHBIC pelleHHs KoJje0aHuii HekOoTOpPhI
YHPYrHX  KOHCTPYKumit  (6anoumslx, TIIIMTOYHBLIX, KOHTEHHCPOB), KOHTAKTHPYHOLIMXC!
¢ xupxocTeio. [locse 1I0CTPOEHMsT MATEMATHMHCCKOM MONENM, IOCTPOEHO  JIMHEHHO
TPOCTPAHCTBO,  OIMCHIBAKOMIEE  CONPSKEHHE konebaBmif  KOHCTPYKiMM M CBOOOAHO
nosepxsocTH. Ilpobnema cBeaeHa x AMHEWHOMY OTIEPATOPHOMY YPaBHCHHMIO, 1IPOBEAEH AHAJ
CBOJCTB OTEpaTOpa, MOKA3RIBAs, YTO OH SBJAETCA CHMMETPHYHEIM U 1IOJIOKUTENbHBIM, U3 Yer
CIIEAYET, YTO CIUEXTP SABISICTCA JIMCKPETHBIM K TMOJIOXHUTEIbHLIM. bBJaroaaps 3TOMY MOXH
NMPOBECTH BHIOOP MeTOAA i ONpEAENEHHMs 4YacTOThl KojeOaRuH. B 4HClleKHOM mpyMEp
paccMOTpeHa 3ajlavya  COOCTBEHHALIX ¥onebanui  GajkH, COOPMKEHHOH C M UAKOCTBIO
34TIOTHAIOTNEH KOHTEHHEP C HPAMOYTrOJbHBIM CEHEHHEM. DTa 3aJd4a PEfucHa NBYMs criocobaMu
MCTO/{OM KOHEYHbIX 251eMeHTOB (pH nomouw nporpammel CATI-IV) u MeTonom Puia, a Takx
CPaBHCHBI TOJIYYEHHBIE PE3YJILTATHL.

SUMMARY

APPLICATION OF THE SAP-IV PROGRAM TO THE ANALYSIS
OF FREE VIBRATIONS OF STRUCTURES IMMERSED IN FLUIDS

Analytical and numerical solutions are presented, concerning the vibration of certain elasti
structures (beams, plates, containers) remaining in contact with fluids. Mathematical model i
constructed and a linear space is proposed describing the coupling of structure vibrations with th
free surface. The problem is reduced to a linear operator cquation; the operator is proved to b
symmetric and positive what implies that the vibration spectrum is discrete and positive, Thi
makes it posible to sclect a proper method of determination of the vibration fncquenmes
A numerical example presents frec vibrations of a beam immersed in a fluid tank. Two methods o
solution are applied: the FEM (SAP-1V Program) and the Ritz method; the results are compared
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