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NIELINIOWA ANALIZA BELEK ZELBETOWYCH' PODDANYCH
DZIALANIU OBCIAZEN IMPULSOWYCH

CZESC 1. DYSKRETYZACJA PROBLEMU DYNAMIKF BELEI ZELBETOWEJ

GRZEGORZ BAK i ADAM STOLARSKI (WARSZAWA)

Podano dyskretne sformulowanie réznicowe problemu dynamiki zarysowanej belki Zel-
betowej. Uwzgledniono materialowe efekty dynamiczne. Model odkszialcania befoni ujnuje

efekt opéinienia odksztalcen plastycznych -oraz oslabienie materialowe z uwzglednieniem

degradacji wlasnosci sprezystych. Stal zbrojeniowa traktowano jako material sprezysto-lepko-

-idealnie plastyczny z  uwzglednieniem opdinienia plastycznego. Przedstawiono dyskretny

model odksztalcania 'zarysowanego przekroju #elbetowego oraz model dynamiczny belki.

Podano algorytm wyznaczania przemieszczeft sprezysto-plastycznych, Wskazano na mo3liwoéci |
wykorzystania models w teoretycznym opisie wyczerpania nodnodci strefy sciskanej przekroju

krytycznego belki,

1. WsTEP

Wyznaczanie przemieszczen belek zelbetowych klasycznymi metodami
‘mechaniki budowli wymaga przyjecia odpowiedniego prawa zmiany sztywnosci
na zginanie przekrojow poprzecznych. Znane propozycje takich praw majg
postaé B = B (M) wyrazajaca wplyw momentu zginajacego na sztywnosc
przekroju poprzecznego [1, 2 i 3]. Zaleznosci te odnosza sie' do procesow
‘obciaZenia; ktére sa wylacznymi albo dominujacymi w przypadku obciqiqﬁ
statycznych o intensywnodci narastajacej proporcjonalnie. Procesy odciazania
nie wystepuja woéwczas w ogole, dlbo wystepuja na odcinkach o matym
wyt¢zeniu, w otoczeniu miejsc zerowych wykresu momentéw zginajacych.
Z tego tez wzgledu nie maja one istotnego znaczenia dla analizy teore-
tycznej. . : ‘

RozréZnianic w opisie teoretycznym proceséw obcigzania od odcigzania
jest konieczne w analizie przemieszczen belek zelbetowych poddanych
dzialaniu obciaZei dynamicznych. Brak jest jednak ugruntowanej propozycji
prawa B = B(M) dla proceséw odcigzania. ROowniez znane propozycie tego
prawa dia procesow obcigzania nalezy uznaé za niewystarezajace; : jezeli
rozpatrywa¢ obciazenia impulsowe o duzej intensywnosci. . - s
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Tego typu obcigzenia wymagaja analizy przemieszczeri w zakresie nie-
sprezystym. Istotne sa wowczas efekty materialowe zwiazane z wrazliwoscia
betonu i stali zbrojeniowej na histori¢ i predkos¢ odksztalcania dynamicz-
nego. W celu wyznaczenia przemieszczenn belek zelbetowych naturalnym
postgpowaniem jest wykorzystanic metod numerycznych wiasciwych rozwia-
zywaniu zagadnien fizycznie nieliniowych. Istota tych metod jest analiza
przeprowadzana wedlug odpowiedniej technicznej teorii konstrukcji, ale ze
fledzeniem rozwoju odksztalcenn i naprezen w kazdej warstwie zdyskretyzo-
‘wanego przekroju poprzecznego. Do grupy zwiazkéw podstawowych problemu
naleza odpowiednie modele fizykalne materiatow (betonu 1 stali) definijace
ich dynamiczne zachowanie w procesach obciazania i odciazania. Dyskre-
tyzacja przekroju poprzecznego w naturalny sposob umozliwia uwzglednienie
heterogenicznodci przekrojow zelbetowych. WyrdZnia si¢ niezarysowane i
zarysowane warstwy betonowe oraz warstwy stalowe. Wzajemna wspolprace
tych warstw definiuje odpowiednia regula odksztaiceniowa.

" 7Znane w literaturze rozwiazania dla konmstrukcji Zelbetowych uzyskano
przede wszystklm metoda elementow skonczonych. Rozwiazania te dotycza
zarébwno zagadnien statyczaych, np. [4, 5 i 6], jak i zagadnien dynamicz-
nych, np. [7, 8, 9 i 10]. W pracach dotyczacych dynamiki w réznym
stopnin uwzgledniane sa wlasnoéci dynamiczne betonu i stali. Stosunkowo
najpelniej wiasnoéci dynamiczne obu materialéw zostaly uwzglednione w
pracy [7]. Nie rozwaZano tam jednak typowych zadan dynamiki konstrukcji
zelbetowych. Przedmiotem analiz teoretycznych i badaf doswiadczalnych
byly problemy propagacji obszaréw zniszczei w Zelbecie na skutek uderzefi
masami skupionymi. Analiza teoretyczna belki Zelbetowej obciazonej dyna-
micznie sila skupiona jest przeprowadzana w pracy [8]. Wykorzystano
program obliczeniowy ADINA, w ktérym niesprezyste wlasnosci betonu sa
opisane. modelem o'dksitalcenia wiaciwym dla zagadnien statycznych.
Uwzglcdmono natomiast w uproszczony sposob lepkoplastyczne wlasnosei
stali zbrojeniowe;. Dynarmczme obciazone zelbetowe belki i plyty kwadra-
towe analizowano w. pracy [9], wykorzystujac elementy dynamicznego modelu
odksztatcania betonu wedtug [7] oraz statyczna, biliniows, idealizacjg o = o (¢)
dla “stali.- W pracy [10] analizowano belki wspornikowe i obustronnie
utwierdzone, nie uwzglgdniajac dynamicznych efektow materialowych w
betonie 1 stali.

W odniesieniu do omawianych zagadnien efektywne rozwiazania mozna
uzyskaé metoda réznic skonczonych. Metode roznicowa dla zagadnien dy-
namicznych jednorodnych konstrukcji sprezysto-plastycznych przedstawiono
w pracy [11]. Ilustracja zastosowania tej metody moga by¢ szczegdlowe
rozwigzania belek i plyt sprezysto-plastycznych przedstawione w pracy [12]
oraz rozwiazanie dla belki zelbetowej [13]. W pracy [13] nie uwzgledniono
jednak wiasnosci dynamicznych betonu i stali.

W niniejszej pracy przedstawiono dyskretny model belki Zelbetowej,
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wlasciwy metodzie réznicowej konsekwentnej dla przestrzeni i czasu. W mo-
delu uwzglednia si¢ zasadnicze wlasnoéci dynamiczne betonu i stali zbroje-
niowej. Dla betonu wlasnosciami tymi sq wzrost wytrzymatoéci na $ciskanie
oraz oslabienie materialowe z postgpujaca degradacja sprezysta [14]; dla
stali zbrojeniowej — efekt wzrostu poczatkowej plastycznoéci oraz lepko$é
w zakresie plastycznym [15]. Zaproponowano model obliczeniowy zaryso-
wanego przekroju zelbetowego, odksztaicaiacego sie w zakresie niesprezystym.
Przyjety model dyskretny belki jest podstawa aigorytmu wyznaczania teore-
tyczne] prognozy maksymalnych przemieszezen w zakresic odksztalcen spre-
Zysto-plastycznych oraz oszacowania poziomu przemieszczen trwalych belki,
pod dziataniem obciazen impulsowych o duzej intensywnosci.

Wykorzystanie przedstawionego modelu réznicowego umozliwia réwniez
teoretyczna analiz¢ osiagni¢eia stanu noénosci dynamicznej belek Zelbetowych
na skutek wyczerpania zdolnosci odksztalceniowych betonu w strefie $ciskanej
przekrojow krytycznych elementu. Wyniki szczegdlowe analizy numerycznej
oraz poréwnanie z wynikami do$wiadczalnymi zaczerpnietymi z literatury
[8] przedstawiono w drugiej czgsci pracy.

2. MODELE DYNAMICZNEGO ODKSZTALCANIA MATERIALOW

2.1. Beton

W niniejsze] pracy wykorzystano niestandardowy model dynamicznego
odksztalcania betonu dla jednoosiowego $ciskania zaproponowany w pracy
[14]. Na rys. 1 przedstawiono przyjeta idealizacie ¢ =0 () dla betonu
jako materialu sprezysto-plastycznego z liniowym oslabieniem materialowym.

Sprezysta faza odksztalcania jest ograniczona czasem f; osiagnigcia wy-
trzymatosci dynamicznej Rf. Wielkosci te wyznacza sig na podstawie catko-
wego kryterium wytrzymatosci dynamicznej betonu przedstawionego w pracy
[14]. Kryterium to dla dowolnego procesu naprezania oy () ma postac

iy

(2.1 Of [ f;fér)} “dt = tyo.

Przedstawiony model jest okreslony przez nastgpujace parametry: 1) sta-
tyczne wartosel wytrzymalosci i modul odksztalcenia betonu Rj, E,; 2) state

_materlaiowe o 1 tyo, ktorych wartodcel, zgodme z [14], proponuje si¢ pPrzyj-
mowa¢ niezaleznie od klasy betonu

@2 oy = 1775,  tyo = 0,180s;

wylrzymatosé dynamiczna RY osiagnieta w czasie t,
wytrzymatodé dy
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(23) R§ = oy (ta) Z RY;
4) odksztalcenia ¢ i &,, ktore moga przyimowaé wartosci
24 tr =200, &u= od 6 do 12°,,.

Przedstawiona na rys. 1 idealizacj¢ mozna opisa¢ nastgpujaco:
dla proceséw obciazania é > 0

‘Ege, jezei £ <y,

RY, s, <& Seg,

235 o=
' ’ 'Rd(l— — & ),' eg<essg ,! jezeh >t

£4—ER
0, &> e,

dla procesow ddcmzama &< 0

Eb'E', G T T i ._ - _]BZCII tm gtd,
-Rg—'(s"'—s) E,, 3; < " < i, . :

cM—g e —g B jeieh by = ta,
Ril1——R V1 ) gr<&" Sy )
Ey—ER y & —Ef - .

gdzie &" = ¢ (t,) oznacza odksztalcenie osiagnigte w chwili ¢ = tm poczatku
odcigZzania oraz e; = eg—8,, &, = RY/E,. '

Dla zakresu ostabienia materialowego uwzgigdmono W Uproszczony sposob
efekt degradaql sprezystej, wprowadzajac liniowe prawo odcigzania i ponow-
nego obcmzama (2.6);. Prawo to uwzglgdnia zmniejszanie modutu odksztat-
cenia w miarg zaawansowania procesu odksztaicema

2.6) o=

@n ""E'glz————' I __ sR'<';em§s,,..__ |
: ' e =gy
i decydu]e glowme 0 oplsle drgan be1k1 po wystacplemu maksymalnych
przemieszczen.
W przyjetym modelu fizycznym betonu zaniedbano jego zdolnosci od-

ksztalceniowe na rozciaganie. Nie ma to istotnego wplywu na przemieszczenia
belek Zelbetowych w zaawansowanych stadiach odksztalced niesprezys-

tych [13].

2.2, Stal zbrojeniowa

Stal zbrojeniowa jest stala miekka, wrazliwa na histori¢ naprezania
w zakresie sprezystym oraz na predkosé odksztalcen plastycznych. Takie
dynamiczne efekty materiatowe moga byé opisane zwigzkami konstytutywnymi
dla materialu sprezysto/ lepko-idealnie plastycznego, zmodyfikowanymi przez
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uwzglednienie zjawiska opdZnienia plastycznego [15]. Modyfikacja ta po-
lega na catkowaniu rownan konstytutywnych sprezysto/lepkoplastycznodci -
P. PerzyNy [16] z warunkiem poczatkowym jako dynamiczna granica
plastycznbéci wyznaczona na podstawie kryterium dynamicznego uplastycz-
nienia J. D. CaMmpBELLA [17].

Réwnanie konstytutywne spr@zysto/lepkoplastycznosm dla analizowanego
jednoosiowego stanu napreZenia jest nastgpujace:

()

ey - )= T2ty (D (F),

gdzie F oznacza statyczna funkcje ﬂplastycznienia dla materialu nie wykazu-
jacego wzmocnienia: - .
a(t)

Jp

2.9) o . F= _1
W rownaniach (2.8) i (29) E, o, i y oznaczaja odpowiednio modul
odksztalcenia, granic¢ plastycznodci i wspolczynnik lepkosci stali.

Symbol (P (F)), dia zmodyfikowanego modelu dynamicznego odksztal-
cenia stali [15], jest zdefiniowany nastepujaco:

0, dla 1< 1y,
2.10 D (F)) =@ jezeli '
(2.10) @FP=PF), jezeli F >Q} dla >t
0, jezeli F=<0J. :

Przyjeto nieliniowa funkcje @ (F) w postaci prawa potggowego

(2.11) ¢ (F)= ‘
Czas opOznicnia plastycznego ¢, mozna okreslic na podstawie kryterium
dynamicznego uplastycznienia J. D. CameeeLra {17] w postaci

@12) f [ ‘;(j) ]mdr — 1o,

‘Poczatkowa dynamiczna granica plastycznosci wyznaczona na podstawie
kryterium (2.12) wynosi

@13, 0% = a {tg) = 0.

Wielkosel o i'_to sa stalymi materialowymi, ktore dla stali budowlanych_
St3SY i.18G2 stosowanych w Polsce moZna przyjmowaé¢ na podstawie
badann J. Kieraczkl [18] nastepujaco:
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(2.14)
18G2: a=168, 1,=2818s.

Na rys. 2 przedstawiono schematycznie zaleznos¢ ¢ = ¢ (¢) dla przyjetego
modelu dynamicznego odksztalcania. Charakterystyczna cecha tego modelu

{St3SY: w=146, t,="0,0641s,

Rys. 2
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jest mozliwosé opisu zjawiska miéknienia plastycznego wystepujacego bez-
posrednio po dynamicznym uplastycznieniu, co potwierdzaja do$wiadczenia
dla stali migkkiej. Z analiz teoretycznych przeprowadzonych w [15] wynika,
ze zjawisko to moZe byé uwarunkowane intensywnoscia procesu wymuszania
odksztalcen oraz wlasnoéciami lepkimi materiatu 1 nie zawsze wystepuje, szcze-
gblnie dla bardzo malych (¢ =0006s™") i bardzo duzych (£ 500s7%)
predkosci odksztatcen. Zmodyfikowany model odksztalcenia jest ogolny 1 moZe
byé odpowiednio redukowany do modelu sprezysto/lepko-idealnie plastycz-
nego — przez pomini¢cie zjawiska opOzniemia plastycznego lub modelu
sprezysto-idealnie plastycznego — przez pominigcie dodatkowo lepkosci.

3. MODEL OBLICZENIOWY BELKI

3.1. Dyskretyzacja przekroju poprzecznego

Model obliczeniowy przekroju poprzecznego wynika z jego dyskretyzacii,
Polega ona na podziale przekroju na warstwy betonowe o grubosci Ah
oraz na wyrdznieniu dwu warstw stalowych o przekroju F, i F, (rys. 3.

Znakoczultoé¢ betonu (rézne zdolnosci odksztalceniowe na sciskanie
i rozcigganie) powoduje, Ze jest konieczne rozroznienie warstw betonowych
czynnych i biernych. Calkowite zaniedbanie zdolnosci odksztalceniowych
betonu na rozcigganie w przyjetym modelu fizykalnym oznacza, Zze betono-
wymi warstwami czynnymi sa tylko warstwy przenoszace naprezenia Sciska-
jace. Naprezenia te przyjmuje si¢ ‘jako stale na grubosci warstwy Ah.
Betonowa warsiwa bierng w. procesie odksztalcania jest warstwa poloZzona

“na wysokodci rysy otwartej. Warstwa bierna moze by¢ ponownie warstwa
czynng po zamknigciu rysy i odksztalcaé si¢ przy $ciskaniu. Mozliwe sytuacje
odksztalceniowe tworzenia sig warstw biernych i powtornie czynnych w proce-
sach -odcigzania 1 ponownego obcigzania przedstawiono na rys. 4.
 Funkcjonowanie modelu obliczeniowego przekroju jest okreslone idea-
lizacjiami odksztalceniowymi betonu i stali oraz zaloZeniem Bernoulliego
o plaskim przekroju. Zalozenie to ma tylko zastosowanie do warstw beto- -
mnowych czynnych w procesic odksztalcania oraz do warstw stalowych.

*Z . +2 Z) 7 z
N i Bt
! i fac i =
o . y {{ ac; | P2l s
K St e § (P
Y] ™ I =
s ' A(.’,*". . &
e
S - LU . R A . 20 R |




508 GRZEGORZ BAK | ADAM STOLARSKI

)
Ey

[ - ——
w
[1- I R
el

[ 2 (Y
o T

ey,
o
Rb_" "
m ! H
AR I SR S
AR :
| ;o H
i e |
1 L d e
; T : .
ol €e 2 &g &7 Eu
Rys 4

Wryraza ono zasadg¢ wspolpracy wszystk1ch warstw aktywnych przekroju
poprzecznego. Warstwy betonowe bierne nie wspolpracujq zaréwno wzajemme
ze soba, jak rowniez z warstwami stalowymi i betonowymi czynnymi.
Jest to konsekwencja zaniedbania zdolnosci betonu do przenoszenia naprezen
rozciggajacych. Zgodnie z teorig zelbetu, poczatkowa reakcja napreZzeniowa
przekroju jest okre§lona jako tzw. faza IIA. W procesic dynamicznego
,odksztaicama w stanie napr@zema pojawiaja si¢ zmiany ewolucyjne w zalez-
noéci od drég obciazania i odciazania. W ogdlnosci w przekroju pOJamea sig,
zarysowania w strefach uprzednio $ciskanych, co odpowiada zmianie betono-
wych warstw czynnych na warstwy bierne. Przekrdj poprzeczny moze byc
wodwcezas obustronnie zarysowany, przy czym rysy dolna i gbrna moga
laczyé sig ze soba. . '

Rozklad odksztalcen w poszczegolnych warstwach aktywnych przekroju
poprzecznego w kazdej chwili czasowej " = "~ + At jest okreslony wzorem
(3'1) 8::8’64—2‘, %n, Zr:{zk, k= 1, 2,...,K
Zas Zac M

Dla znangj krzywizny ", odksztalcenia podiuine osi Srodkowej &5,
okreslajaca jednoznacznie polozeme osi obomtne] przekroju oraz wartosc
momentu zginajacego M?, wyznacza sig z rownan réwnowagi wewngtrznej
przekroju:

K
N = Z ng E+O'2Fa+0'2ﬂFac=0,
(3.2) €1

K
]
= Z Jgk A; Zk+U: Fa Za+6ac Fac Zyes
k=1
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gdzie A, oznacza pole powierzchni k-tej warstwy betonowej przekroju po-
przecznego, zmienne w czasic ze wzgledu na rodzaj warstwy:

: 13 : 47— bAh  dla warstwy czynnej,
(3.3) 0 dla warstwy biernej,

g “Przyjety model obliczeniowy zginanego przekroju zelbetowego moze by¢
: ._-_stosowany rowmez do analizy teoretycznej wyczerpania no$nosci strefy
'_"sc1skanej betonu Nalezy podkresli¢, ze mozna rozwaza¢ roine mechanizmy
- ; '_osnovm tC_] strefy

i smskanej Warstwy betonowej postepuje zgodnie z hmowym
: ia materiatowego (2. 5}s: Sukcesywne wylaczanie sie kolejnych
;_":warstw strefy .;_SClSkane] betonu’ po osiagnigeiu odkszialcen e, prowadzi do
s kontynualnej degradacji noénosci przekroju na zginanie, jezeli tylko rozpa-
 trywaé odpowiednio cienkie warstwy 4h. W tym samym czasie zwigksza sig
~ wplyw stali $ciskanej F,, na nosnos¢ przekroju, co czeéciowo rekompensuje:
ubytek noénosci strefy sciskanej betonu. Tego typu mechanizm kontynual-
nego wyczerpania nogno$ci strefy sciskanej nie jest stwierdzany w doswiad-
czeniach dla belek Zelbetowych.

Inna propozycja mechanizmu wyczerpania no§noéci strefy éciskanej opiera:
sie na wykorzystaniu kryterium odksztalceniowego. Mianowicie, mozna za-
fozy¢, ze po osiagnigeiu odksztalcen granicznych e, (sg < &, < 8,) W skrajnej
warstwie $ciskanej nastgpuje kruche zniszczenie calej strefy $ciskanej betonu.
Zjawiska takie sa stwierdzane w doswiadczeniach, szczegélnie w przypadku
belek pojedynczo zbrojonych albo o malym przekroju stali Sciskanej F,.
oraz belek bez zaggszezonego zbrojenia poprzecznego.

Istnieje znaczaca literatura na temat odksztalcen granicznych ¢; dla
zginania pod dziataniem obciazeni statycznych. Problem wyczerpania nosnosci
strefy $ciskanej, mozliwy do analizy w ramach omawianej metody, sygnali-
zujemy w niniejszej pracy ze wzgledu na dyskusje rozwiazan numerycznych,
ktora jest przedmiotem drugiej czesci pracy.

3.2. Réwnania ruchu belki w zapisie réinicowym

Rozpatru]emy belki zelbetowe o masie jednostkowej p, poddane dziataniu
dynamicznego obciazenia ciaglego g (x, f) lub skupionego P (¢) (rys. 5A).

Analize dynamiczng przeprowadzimy w ramach technicznej teorii belek
zginanych. Uwzgledniamy tylko sty bezwladnosci poprzecznej. Nie anali-
zujemy propagowania si¢ rys ukoénych wywolanych dzialaniem sit po-
przecznych 1 ich wplywu na wartosci przemieszcezeni, Przemieszezenia w belkach
wyznaczamy opierajac sie na zwigzku geometrycznym dla matych “prze-

mieszczen
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P(t) :
qx,6) l i
< o] N
h L2 M '
B. - Wy =Wy ;W1+_1 Wy
d.2 3 L -4 L 11
Ax ; Ax :
Tw i
“ R 49
Mi-1, QL M; Qi1 M.,
O —— KO- ) == He-
L AX i
’ miW
Rys. 5

W ktérym: %(J.c.,' t} oznacza kizywizﬁ@ w przeldoju Zarysowanym.
Uktad réwnan r()ZniCZkowych réwnowagi dynamiczncj betki ma postac

80 -
e +I«l ﬁTat p(x if)

- oM
ox

35

:Ql-

Wprowadzamy podziat osi podluznej belki weztami x;, i = 2, I odleglymi
od siebie o staly krok Ax (rys. 5B). Zastgpujac pochodne wzgledem zmiennej
przestrzenne) x przez odpowiednie ilorazy rdznicowe, otrzymujemy w kazdej
chwili czasowej t" = 1" | A¢:

zwiazek geometryczny

—2wi4+wi_,

36 H xl"t" = x?: — W?+1
(3.6) (x5, £ SR

rownania réwnowagi dynamicznej belki
— Qi+ 01+ R (x;, ") WE =0,

(37
_Mi+Mi*1+Qi Ax = 0

gdzie m; = udx oznacza mas¢ skupiona i-tego wezla, R (x;,t") obciazenie
dynamiczne i-tego weza:
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R (x,, 1) = q (x;, t") dx dla obciazenia ciaglego,
b ) =1p (") 6 (x;—x,)  dla obciazenia sitami skupionymi
: dzialajacymi w wezlach o wspolrzednych x,,

oraz

S(xiwxa)={1 dla  x; = x,,
S0 dla ox # x,

- Zastosowanie w réwnaniach réwnowagi (3.7) aproksymacji roZnicowej
pochodnych przestrzennych jednostronnyml ilorazami roznicowymi umozliwia
Interpretacjg tych réwnaf jako réwnari réwnowagi modelu dyskretnego
belki o skonczoflej . liczbie stopni swobody, . (rys. . 5C). Rownanie (3.7),
wyraza sum¢ rzutéw sit dzialajacych na mas¢ skupiona w weile i, a row-
nanie (3.7), — sume¢ momentéw napisana dla i-tego odcinka belki.

- W wezlach modelu przeprowadza si¢ pelna analize procesu dynamicznego
odksztalcania przekrojow poprzecznych, okreslajac tym samym przestrzenna
1 czasowa zmiennos¢ sztywnosci na zginanie.

Warunki brzegowe i warunki symetrii wyraza si¢ w sposob typowy dla
metody roznicowej przez wprowadzenie weztdéw fikcyjnych, odpowiednio
i=1 oraz i=I+1 (rys. 5B).

4. METODA ROZWIAZANIA
4.1, Algorytm wyznaczania przemieszczen

Zakladamy, ze w chwili 1" s znane przemieszczenia i predkosci prze-
mleszczen w wezlach x; podzialu osi podtuznej belki. Stan naprezen w chwili
t" wyznaczamy sposobem przyrostowym opierajac si¢ na znanych wartoéciach
odksztalcen 1 naprezen w chwili poprzedniej t"*. Na tej podstawie okreslamy
* sity wewngtrzne 1przyspleszen1a ktore umozhw1aj4 wyznaczenie przemieszczen
i predkosci przemieszczen w chwili nastepnej "' = "+ At. Szczegdlowy
algorytm przebiega zgodnie z niZej podanym tokiem postepowania.

1) Dla znanych przemieszczeni okreslamy krzywizny s osi podiuznej
belki wedlug wzorn (3.6) w kazdym wezle x; podziatu belki.

-2y Wyznaczamy poloZenie osi obojetngj w W@zlowych przekrOJach po-
przecznych stosujac iteracyjny proces rozwiazari rownania rownowagi (3. 2);.
‘Nie poszukujemy bezposrednio wielkosei z, okre§lajacej polozenie tej “osi
(rys. 3); jako niewiadoma w réwnaniu (3.2); przyimujemy odksztakeenie
£5; 0si Srodkowej belki. W kazdej iteracji procedura numeryczna obejmuje

© 7 ¢o nastgpuje:
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- 21) Wyznaczenie odksztalcen &, = (g, &, £a.)f W kaZdej warstwie przekroju.
poprzecznego na podstawie zalozenia plaskich przekrojow (3.1).

n n—1

2.2) Wyznaczenie przyrostow odksztalcen w warstwach Aef; = g;—¢p;
dla znanych odksatalcen ¢! 2 poprzedniego kroku czasowego;

2.3) Wyznaczenie naprQZeI'l 0% = (0, Gq, 04)i dla znanych przyrostow
odksztalcen Agl; oraz naprezen of ' zgodnie z przyjetymi modelami dyna-
micznego odksztalcania betonu i stali,

2.4) Sprawdzenie kryterium dokladnosci rozwiazania rownania (3.2); w
- procesie iteracyjnym: zmiana &f; i kolejna iteracja albo koniec iteracii.

3) Na podstawie definicji (3.2); wyznaczamy momenty zginajace '_'M 7
w wezlach x; podzialu osi podluinej. -

4) Z réwnan rownowagi (3.7), wyznaczamy sily poprzeczne Q° w wez-
tach x;.

5) Wykorzystujac (3.7); Wyznaczamy przyspieszenia W w quléch osi
belki. ' . _ '

6) Na podstawie przyjetej procedury nurherycznego calkowania réwnan -
ruchu okreslamy poszukiwane przemicszczenia wi ™' i predkosci przemieszezen. -
wi*! w wezlach x; podzialw osi podluznej belki w nastgpnej chwili =

czasowej "1

Przytoczona procedurg powtarza si¢ dla nastgpnych chwil czasowych'

odleglych od siebie o staly krok At. Opracowany algorytm jest podstawa__; :

programu obliczeniowego wyznaczania dynamicznych przemieszczen zaryso-

wanej belki zelbetowej. Umozliwia $ledzenie ewolucji dynamicznej reakcji 2

naprezeniowej praekrojéw poprzecznych analizowanych belek. Zasadniczymi .

elementami- tego algorytmu sa: 1) wyznaczenic poloenia osi obojetnej

przekroju, 2) wyznaczenie naprezefi w warstwach betonowych i stalowych
oraz 3) procedura numerycznego catkowania rownan ruchu.

4.2. Wyznaczenie polozenia osi obojetnej przekroju

Réwnanie réwnowagi sit podhuznych (3.2); umozliwia okreélenie polozenia

osi obojetnej przekroju. Polozenie osi obojetne) (lub ogdlnej — osi chwilowe'go_ s

obrotu przekroju odksztalconego) jest okreflone odlegloscia zo, od:osi
srodkowej (rys. 3). Wielkoé¢ ta jest funkcja krzywizny oraz odksztalcenla__ 3
podiuznego osi §rodkowej, zo = 2o (%, &), 1 teoretycznic moze przyjmowac:

wartosci z przedzialu (—oo, o). Wobec tego wygodne jest bezposrednie -

poszukiwanie odksztalcenia osi $rodkowej g4, cO wymaga rozwigzania nie-: -
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lintowego rownania (3.2);. Rozwiazanie mozna otrzymad metoda Newtona
uzyskujac nastepujacy wynik po j-tej iteracji:

-1
' w o { ONGyy n
(4-1) . oy = €ogi- 1y aEEU-—l) tji—1)s

Z obran@ dokladnoscia Agy:

Eden—E&p:
(4.2) 200 U | Atg.

"
£oj— 1)

Rozwigzanic réwnania (3.2); w kazdym kroku czasowym wyznaczono
przyjmujac jako zerowe przyblizenie pierwiastka & wynik rozwiazania z po-
przedniej chwili czasowej &j=oy = &~ 1. Przedstawiona procedura umozliwia
efcktywne wyznaczenie polozenia osi obojetnej (osi ‘chwilowego © obrotu).
Ze wzgledu na rozwazanie pelnego programu obcigzania niesprezystego oraz
odciazania 0§ chwilowego obrotu moZe znajdowaé si¢ okresowo poza
przekrojem. - - . . : P

43. Wyznéczahfe ndprgéeri w warstwach betonowych i stalowych

- Naprezenia w warstwach betonowych i stalowych dla danych  édksztalcen
wedtug (3.1) sa wyznaczane na podstawie zwiazkdw fizykalnych betonu i stali.
Sposéb okreslania naprezen w warstwach betonowych w procesach obcia-
zania (2.5) 1 odcigzania (2.6) nic wymaga komentarza. Natomiast WYZnaczenie
naprezei w warstwach stalowych dla przyjetego modelu dynamicznego
odksztalcania stali wymaga rozwigzania réwnania (2.8). Dla Znanego w kazdej
chwili czasowej " = "~ + At procesu wymuszania predkoscei odksztalcenia:

N i ‘HN Ae" - sn_sn—l .
@3 s(r)—._.g_ A T T A = e,

zwigzek (2.8) jest réwnaniem rézniczkowym pierwszego rzedu. ze wzgledu
nia naprezenie o (i) = ¢*, ¢ = (6,, 0,.). Rozwiazanie tego réwnania przeprowa-
dzono drogg calkowania z warunkiem poczatkowym (2.13) w chwili ¢ =1t,
spelnienia kryterium (2.12). Catkowanie réwnania (2.8) przy wykorzystanin
niefiniowej funkcji (2.11) (dla 8 # 1) wymaga uzycia metod numerycznych.
W pracy zastosowano niejawny schemat roéznicowy Eulera. Powstale w wyniku
wykorzystania tego schematu nicliniowe — ze wzgledu na ¢ — réwnanic
algebraicrne o -

H n—1 1 " a
44 ) n_ 0= o de" LR I
44 ? At [ At 7 Oy ) 0,

rozwigzywano metoda Newtona, uzyskujac rozwigzanie po j-tej iteracji
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. - afp?'-—l) -1
@5) ol = ag_i)_(+ Py
9o~ 1)
7 zalozona dokladnoscia do:
(4.6) Ol -1 | ¢ g
aij-1)

Rozwigzanie numeryczne nieliniowego rownania (4.4) metoda Newtona
jest dobrze uwarunkowane: istnieje tylko jeden rzeczywisty pierwiastek ¢" > 0.
Rozwigzanie réwnania (44) w kazdym kroku czasowym wyznaczono przyj- -
mujac jako przyblizenie zerowe poszukiwanego pierwiastka o” wynik rozwia-
zania z poprzednicj chwili czasowej (g = g"t. Symbol {-)> uiyty w
rownaniu (4.4), zdefiniowany zgodnie z (2. 10), wyczerpuje mozliwe sytuacje
obciaZania i odciazania stali Zbrojeniowe].

Usciglenia wymaga sposob wykorzystania catkowych kryteriow: dyna-
micznej wytrzymaloéci betonu (2.1} oraz. dynamicznego uplastycznienia stali
(2.12) w procesach zmiennego naprezenia o amplitudach kolejno wigkszych
i mniejszych niz odpowiednie statyczne wartodci wytrzymaloéci betonu Rj
lub granicy plastycznosci stali o,. Dla takich proceséw zasadniczymi warun-
kami poprawnego wyznaczenia dynamicznej wytrzymato$ci betonu i granicy
plastycznodci stali sa nieréwnoséci odpowiednio (2.3) i (2.13). Wymaga to
pominigeia z historii naprezania okreséw, W ktérych g, (1) < R Tub o (1) < g,
z wyjatkiem pierwszego cyklu naprezania. Szczegdlowo problemy te byly
rozwazane w pracach [14] i [15].

4.4. Procedura numerycznego catkowania rownan ruchu

Rozwiazanie ukladu réwnan rozniczkowych (3.7) opisujacych fizycznie
nieliniowy problem dynamiki belek zelbetowych wygodnie jest poszukiwaé
odpowiednia procedura numeryczna. Zastosowanie takiej procedury wymaga
wprowadzenia dyskretyzacji problemu wzgledem czasu. W pracy wykorzystano
bezposrednia metode réznicowa wzgledem czasu, aproksymujac rozwigzanie
dla pomieszezen w kazdym wezle podziatu osi belki w (x;, t")—w kolejnych
chwilach czasowych " *=1t"—At, t"=ndt, "t = "+ At — schematem
rdznic centralnych

4.7) Wit = 2wl —wl AW,
7z warunkami poczatkowymi dla " =0

2
(438) W0, wrt=wpo At A g

Krok czasowy At wyznaczono na podstawic analizy stabilnosci przyjetei
metody catkowania numerycznego dla quasi-liniowego réwnania réznicowego
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- (3.7);. Oszacowanie stalego kroku czasowego jest identyczne z analogicznym
. rozwiazaniem sprezystym i ma postaé [19]

_ ' 1 2 lu
- (49) At € Aty = 5 Ax® [

gdzie B oznacza sztywno§¢ zginania przekroju zelbetowego pracujacego
sprezyscie. Nieliniowos$¢ fizyczna problemu wymaga ustalenia kroku czaso-
wego z odpowiednim wspdlczynnikiem pewnosci r, At = rAt,,. Wartoéé tego
wspolczynnika przyjmuje si¢ w granicach (0,2; 0,96). Zmniejszenie kroku
czasowego w stosunku do wartosci krytycznej korzystnie wplywa na zbieznosé
rozwigzania NUMeErycznego.

5. ZAXONCZENIE

W pracy przedstawiono roznicowa dyskretyzacje problemu dynamiki
zarysowanych belek zelbetowych z uwzglednieniem efektéw nieliniowosci
fizycznej betonu i stali. Analizowane modele obliczeniowe przekroju zelbe-
towego i belki maja cechy modeli fizycznych. Funkcjonowanie w czasie
modelu belki okresla jawny schemat calkowania réwnan ruchu. Schemat
ten jest warunkowo stabilny. Stabilno$¢ procedury numerycznej dla zagad-
nienia fizycznie nieliniowego jest zapewniona przez stabilnodé tej procedury
dla analogicznego zagadnienia liniowo sprezystego. O kroku catkowania
decyduje jednak wymaganie whasciwej zbieznosci. Powoduje to koniecznoéé
ustalenia kroku czasowego jako mniejszego niz krok krytyczny. Na zbieznoéé
procedury obliczeniowej ma duzy wplyw sposob catkowania réwnania kon-
- sytutywnego spreZysto/lepkoplastycznosci dla stali zbrojeniowej. Na pod-~
stawie doswiadczenn numerycznych stwierdzono, ze celowe jest stosowanie
niejawnej metody Eulera do catkowania zwigzkow konstytutywnych dla stali. -

Ze wzgledu na zaniedbanie zdolnoéci odksztalceniowych betonu na roz-
cigganie oraz analize jednowymiarowych stanéw naprezenia zgodnie z tech-
niczng teoria belek, przy wykorzystaniu zalozenia o plaskich przekrojach
w przedstawionym algorytmie nie jest mozliwa analiza utraty przyczepnosci
betonu i stali rozciaganej na odcinkach pomiedzy rysami. Efekt ten rzutuje
na rozklad naprezefi i odksztalcen w stali rozciaganej wzdluz belki,
a takze — w konsekwencji — na. przemieszczenia. Jednakze znaczne defor-
macje belek w zakresie sprezysto-plastycznym inicjuja powstawanie sil tarcia,
ktérych dziatanie rekompensuje w pewnym stopniu efekt utraty przyczepnosci.
- Zaniedbanie efektu utraty przyczepnosci betonu i stali uniemozliwia Sledzemie

- powstawania rys na dlugoséci elementu. W modelu nie nwzgledniono réwniez
- wplywu rys ukosnych wywolanych dziataniem sit poprzecznych na wartoéci
.. przemieszczefl. Zalozenie to jest poprawne jedynie dla belek o odpowiednio
“duzym wskazniku $cifiania lub dla belek o wysokiej rysoodpornosci na
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odcinkach przypodporowych, Taka rysoodpornos¢ stref przypodporowych
mozna zapewni¢ stosujac odpowiednie zbrojenic poprzeczne belki.

przyjetych zalozen mozna uzyskaé na drodze odpowiednich poréwnan wy- __

GRZEGORZ BAK T ADAM STOLARSKI

Peing oceng modelu obliczeniowego belki zelbetowej wraz z weryfikacja

nikéw rozwiazan teoretycznych z wynikami doswiadczalnymi. Zagadnienie to
jest przedmiotem drugiej czesci pracy. '
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Pezrome

HEITWHEAHBIA AHANW3 XKEJE3OBETOHHBIX BANOK HO,[[BEPFHYTBIX
. JAEHCTBUIO UMIIVJIBCHEIX HAIPYIKEHW
YACTb I JUCKPETH3AIIHA 3AJAYN JUHAMWKY XEJE3OBETOHHOM BATKHA

[lpnsefeta mrckpeTHAs GOPMYNHPOBKA PAHOCTHOMN 3a4a4H AHHAMUKH TPETHHOOGPA3OBAH-
HOH xeJie300eToHHOI Damxy. Y4TeRsl MaTepHaibHble AHHaMEYccKre 2hdexTor. Moneis ﬂed)op—
" mipoBanAs GeTOHA OXBATHIBAET HPPEKT 3AUAINBIBAHEN TLTACTHYECKHX AeOPMAINE, a Takke
MATEPHAIBHOTO OCHANEHHA C YIETOM [ErPamaii¥ yOpYTHX CBOHCTB. APMEpOBAHHAL CTAlNb
TPAKTYECTCH KAK YNPYTo/BA3KO- WJICANsHO ILTACTHUCCKHE MaTepuan ¢ yveToM 3hdexra samas-
ApiBakus TekyuecTd. [IpeacTaBrens] MHCKpeTHas Mojenb AeOPMHPOBAHUL TPEIIHHOODPA3O-
BAHHOTO HeAe300CTOHHOTO CEYCHHA H AWAAMHUMECKHs MOfens Dasnkd. [IpWBeAeH anropuT™M
OTPEICICHAA YOPYTO-TUIACTHYECKHX TEpeMemeHu. YKa3aHz BOIMONKHOCTE UCIOIB3OBAHNS
MOJEEH B TEOPCTHYECKOM OIHCAHHH HCHEPIAHHS HECYIUe# CcIocoBHoCTH CHAMAeMOH 30HEI
KPHTHYECKOTO cedeHds Gamgxu.

SUMMARY

NONLINEAR ANALYSIS OF REINFORCED CONCRETE BEAMS UNDER
IMPULSIVE LOAD
PART 1 DISCRETIZATION OF ‘THE REINFORCED CONCRETE BEAM
DYNAMIC PROBLEM

The discret difference formulation of the dynamic R/C cracked beam problem is given
in the paper. Materials dynamic effects are taken into consideration. The deformation model
of concrete puts the delayed plastic strain effect and material softening with elastic degra-
dation propertics. Reinforcement steel is treated as the elastic/visco-perfectly plastic material
with regard to the delayed yield effect. ‘The algorithm is given to caleulate the elastic-
-plastic displacements. It bases on the layered model of straining of the cracked R/C section
and the lumped beam model. Possibility of exploiting the model in theoretical description
of exhausting the load-carrying capacity of the compression zone in the critical section
of the beam is showed.,
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