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ELEMENTY KOMPQZYTOWE O NAJMNIEJSZEJ
ODKSZTALCALNOSCI UZBROJONE DWIEMA
RODZINAMI WLOKIEN

MARIA MARKS (WARSZAWA}

W, pracy rozpatrzono element kompozylowy utworzony z matrycy uzbrojonej dwierna

rodzinami wiékien ciagtych nachylonych pod katami &, i €, do osi xy. Okreslono stan
naprezenia i odksztaicenia w elemencie poddanym obcigZeniom normalnym i sfycenym,
Poszukiwane sa optymalne kierunki wlaku:n ze wzgledu na minimum energii odksztalcema
elementu, :

1. WsTEP

Kompozyty zbrojone wloknami sa od szeregu lat przedmiotem badan
doswiadczalnych i1 rozwazan teoretycznych. Kompozyty moga byé zbrOJone
wioknami ciaglymi tworzacymi jedna, dwie lub wigcej rodzin b tez
whoknami rozproszonymi. Wlasciwosci mechaniczne kompozytu zalezg nie
tylko od rodzaju i ilodci wiokien, ale téwniez od ich ‘rozmieszczenia
i uvkierunkowania. Do wyznaczania stanu naprezenia i odksztalcenia w

kompozycie zbrojonym wioknami stuza najczgéciej teorie kontynualne. Naj--

czgsciej kompozyt uzbrojony jedng rodzina widkien traktowany jest jako
~oérodek poprzecznie izotropowych [4, 5 i 8]. W pracach [4 i 5] autorzy
na podstawie stalych sprezystych matrycy i widkien, traktowanych jako
materialy izotropowe, wyznaczaja pie¢ stalych sprezystych charakteryzujacych
material poprzecznie izotropowy liniowo spr¢zysty. Na pewne stale udalo sig
autorom uzyska¢ $ciste wzory, okreSlenie pozostalych mozliwe byto tylko
przez uzyskanie ograniczenia goérnego i dolnego.

Od szeregu lat prowadzone sa prace dotyczace optymalizacji kompozytow
uzbrojonych wioknami. Wigkszo$¢ prac obejmuje zagadnienie kompozyiow
o wysokich wytrzymatoéciach, tzn. o matrycach metalicznych lub z tworzyw
sztucznych uzbrojonych wiéknami grafitowymi, szklanymi lub stalowymi.

W pracy [1] poszukiwany jest optymalny kierunek ulozenia rodziny
wiokien na podstawie kryterium maksymalnej wytrzymatoéci kompozytu
. 0 matrycy epoksydowej uzbrojonej widknami grafitowymi, Wytrzymalosé
* kompozytu traktowanego jako material poprzecznie izotropowy okre§lona

~
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jest za pomoca hipotezy Hilla. W pracy [3] poszukiwane $4 optymalne
kierunki wiokien ze wzgledu na cigzar konstrukeji. Zalezno§é wytrzymatosci
kompozytéow od Kierunkéw wiokien badali rowniez KeiLy i Daviss [6].

W pracy [2] poszukiwany jest optymalny kierunek utozenia wiokien
w materiatach kompozytowych utworzonych z kruchej matrycy i ciagliwych
wlokien. Funkcja celu jest energia zniszczenia akumulowana w elemencie
rozcigganym. Energia ta jest zdefiniowana jako suma pracy niezbednej do
wytworzenia w elemencie rysy o szerokodcl vg. Kierunek usytuowania wiokien
jest optymalny, gdy funkcja celu osiaga maksimum.

Niniejsza praca dotyczy kompozytow atworzonych 7 matrycy uzbrojone]
dwiema rodzinami wiokien ciagtych. Okredlono stan naprezen i odksztalcen
w elemencie kompozytowym przyjmujac zalozenie, 76 zaréwno matryca jak
i cienkie widkna sa materialami liniowo sprezystymi i jzotropowymi Oraz
e w kierunkach stycznych do rodzin wystepuje zgodnose odksztatcen migdzy
matryca a whoknami [7]. Wyznaczono optymalny kierunek usytuowania
dwéch rodzin witkien w elemencie kompozylowym poddanym obcigzeniom
normalnym i stycznym. Jako krjrterium'"optymal'izac'ji przyjgto minimum
energii odksztalcenia elementu.

2. ODKSZTALCENIE TARCZOWEGO ELEMENTU KOMPOZYTOWEGO

. Rozwazmy clement tarczowy skladajacy si¢ Z matrycy uzbrojonej dwiema
rodzinami wlokien nachylonymi pod katami 8, i 8, do osi x; (rys. 1)
Element tarczowy znajduje si¢ w plaskim stanie naprezenia, kiéry mozemy
okresli¢. trzema sktadowymi uogf)ln_ionégo plaskiego stanu naprezenia '33}}
o, fp=172 zdefiniowanymi nastgpujaco: -
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B2

# 1

s9=t | a9,
—hi2

gdzie afﬁ) okredla $rednia warto$é naprezenia o8] wzdluz grubodci tarczy.
Zakladajac, ze grubos$¢ wszystkich warstw matrycy wynosi h,, sumaryczne
grubosci warstw wiokien o wektorach kierunkowych a i b-h, i h, oraz
wykorzystUJac definicje uogdlnionego plaskiego stanu naprezemia, otrzymu-
jemy nastgpujacy zwiazek pomiedzy srednim naprezeniem w calym kompozycie
a frednim napreZeniem w matrycy i we wldknach:

hy =

Uy a,,"—f—_ o b, by,

2.1) 39 = I g 3 fte 200 h

h % h
gdzie &%, ¢, & okredlaja odpowiednio érednie wartosci skladowych
naprgzenia w matrycy i we wioknach w kierunku wektoréw a i b, stycznych
odpowiednio do pierwszej i drugiej rodziny.

Przyjmujac, Ze matryca i cienkie wlokna sa z materialow sprezystych
izotropowych i jednorodnych rownama konstytutywne okreslimy nastepu-:
jacymi wzorami)

(m) (E)

: v
) _ ) 5 o
%= Ty B ) Ty O B

22)
(s) ® °
of) = Eef,  of = Egp)

(m) (€3]
gdzie E oznacza modul Younga matrycy, £ modut Younga wldkien 1 v stalg

- Poissona matrycy. Zakladamy, ze miedzy matryca a wloknami zachodzi
zgodnoé¢ odksztalcen, tzn.

g =g, £ =g

Wykorzystujac wzory
' & = ¢ a, a,,
eg™ = & b, by,

i zwmzkl konstytutywne (2.2), réwnanie (2.1) okredlajace skladowe naprezenia
w kompozycie przeksztalcamy do nastepujace; postaci:

D Wystepujace tu skladowe naprezenia i odksztalcenia sq frednimi wielkofciami w sensie

uogblnionego plaskiego stanu naprezenia i powinny byé oznaczane gwiazdka, kiéra dla
uproszczenia pomijamy,
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m)

(2 _.3) 0 —

v h, ©h,
Oop = e (823)+ - Oup & f{,’;’) I +E Y & a, as 4, g+

& |
+E fsgg) b), bé ba bﬂ‘

Z réwnania (2.3) mozna wyznaczy¢ skladowe odkszialcenia:

o 1 i 12 Qs
my __ C .
£ ) 032 dzz dazi,
{c
0'1]z 3033 a3z

(6)

- 1 {911 () 33
) ) |
£33 =5 Ay 0'22) 23 1,
3
5 Ay3 0% as;
w1 ay;; a2 6%
) __
12 = | G a3 %)

Ya;; 3aa; o¥)

11 G2 O3
D= lay,; @1 a3,

1 1

zd13 2033 Qa3

gdzie

(m)

E h (s) h 4 hy
(1—§—v) (l—v) i -+ E (——cos 61+?cos 92),

(m)

vE h‘m = h 2 2 h
dyy = _—W ) h+E( sin” 8, cos 61+?sm 0, cos* 8, |,

@ (h o ,
= E (f sin 26, cos® 0, +% sin 20, cos® 92),

{m) '
E  h, ©fn hy . o
= gt E (st G o)

. ) i - :
a3 =E (% sin 20, sin0, +% sin 28, sin? 92),
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{m)

E @ (p,
G2 = 117 % %E (;“ sin 28, +% sin2292),

(E)° @)3 EYE  (n, By ()2
P=Grwra=n \n) Tawwa e u )\ *

(m) (s) :
EEY  hy hoiy

: +.m T {[sin2 ¢, +sin? 92}. [cos? @, + cc?fsz t,]+

+ [cos2 (61 +0,)—cos2 (0, —0,)] cos? (0, —8,)—v sin ( 1}

Rozpatrzmy element tarczowy skladajacy si¢ z matrycy i z dwédch rodzin
widkien poddany obciaZzeniom rozciagajacym p w kierunku osi x, i q W
kierunko osi x; oraz obc1qzen10m stycznym 7. Wtedy

0'(205=p3 5(1%:61, (1)2 =T,

a skladowe odksztalcenia okreslone sg nast@pujacymi wzorami

1 1 1
e} = D {CI I:azz'-ass 7 (5123)2;, -p lia.u @33~ 5 13 azs:, +

+t [ag; az3—ay, azz]},

1T 1 | 1
9y = 3{*@[“12 933~ 13 923]+P[311 433~ (013)2:'“

—7 [ay; Qa3 —di3 alz]};

}ua a -—1~a .a —. t L
9| 5 %12 %23 5 @13 ds2 P_71111023—7a12013 +

+7 [aqy az; —(au}z]}-

Z

NS

Przyjmujac jednakowe rozmieszczenie wiokien w obu_kierunkach, czyli

he hy 1 h—h

_przyjmujac k, = hy, znajdziemy | i ?% Oz:naczajécc kat po-

_mlgdzy rodzmann widkien przez o, co daje 0, = 0, +a, oraz wprowadzajac

S oznaczenia y — ok (hufh), B = E (h—h,/h), otrzymujemy nastepujace wzory na
. skladowe odksztalcenia:
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2
.5(1"‘1):%{ [(1+v)27’(1 v) 4(1+3ﬁ1_ )\1 0052(291+oc)00520t)

S5~ L 2 20, +a) cos 2 )
2(1+v) ( cos (291+oc)cosoc+4 cos { 1) o

+—8— B (cos a—cos (26, +a)) sin? ocJ +pliu (ﬁ_ﬁ{r%—mﬂgj__g% y

2

x (1 —cos 2 (20, +«) cos 2a)+ Ifg(

cos 20— cos 2 (26 + «)) sin cx] +

. Y .
+'c|:~—2 2)1ﬁ+v) sin (204 + o} cos “_Wéf)“ sin 2 (26, +a) cos 20—

2. ’ . : :
—gr (cos a—cos (20 +a)) sin (20, + o) sin? cx:l},

. 2 , )
24 &£ : %{q [-__ T v);jéi ;v) - 8(1}@ ) (1—cos 2 (26, +a) cos 20+

2

ﬁ2 (cos 20& cos 2 (261+ct)) sin oc}—l—p‘ﬁq;—"mz(l_v) +

PR | ST :
Ty oy 1005 2201+ cos 20)+

+3 Ff+v) (cos 2 (28, +a) cos 2a+4cos (20 +u) cos oc+3)

5
+£8—(cos(261+oc)+cosa)zsinzoc:'—]—r[ Z(Iﬁ )sin(261+oc)cosoc+

B _
+4(1 )81n2(291+a¢)c052rx

2
—%— (cos (264 +a}+cos &) sin (26 + o) sin® cx:|} ,

e = -}D-{q[— 4(1}f ) sin (261+oc) COS & — 8(1ﬁ

Pael 2. : . T . .
X sin 2 (20, + o) cos_2oc—% (cos__oc—cos (26, +oc)) sin (281 + o) sin? oc:l +
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v W ' _
+p[— ALy (26, + o) cos a+m31112(291+0f} cos 2o

2
—% (cos (20, -+a)+ cos «) sin (26, +a) sin® cx:l +

> B B
-H[ a + -

- Taa—y " d1-m

2
x (1—cos 2 (20, + &) cos 2a) + Esm 2(20, +4) sin “:l}
gdzie
_ Y a B B B
b= c1+v)(1_v)[1+ﬁ1+v. (1—cos*a—vsin*a} .

3. OPTYMALIZACJA KIERUNKU USYTUOWANIA DWOCH RODZIN WLOKIEN

LN A Sformulowdnie zagadnienia

Jako kryterium optymalizacji przyjeto minimum energii  odksztalcenia
elementu kompozytowego. Energie t@ mozna wyrazi¢ w sposob nastgpujacy:

1 1 .
U=~ Jjjogq) 2 dV=h f j ol e dQ.
2

Zmiennymi decyzyjnymi sa: kat pochylenia jednej rodziny. wibkien do osi
x,—0; oraz kat pomigdzy dwiema rédzinami widkien o
Poniewaz funkcjonat U nie zalezy od pochodnych 6; i o, przeto warunki
konieczne jego minimum maja postaé
aw aw
31 =0 A
G @, = o
gdzie

1
W= ol ety

Warunki dostateczne minimum sa w tym przypadku nastépujacce:

aw o Ew [ Ew\ > w *w
007 da? —(691 o >0, 00?7 >0, et

oy
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Funkcja W po podstawieniu skladowych odksztalcenia (2.4) przyjmuje naste-
pujaca postad

W = —{Kl ((r—-q?*— 2:)(8(1 )0082(291+oc)cos2oc—

—Ecos 2(28, +0) sin® o) — 3r(p q)[( 2’5 3 f;)sm o—

8
- S(Iﬁ— ):|31n2(291+oc)+(p )[T}f)#%zsm OE]X

x cos (20, +a) cos o — 31 (p+q),: (Iyi )+ﬁ:— sin” tx]x

2 2
><s1n(291—|—0t)cosoc+(p+q)2ﬁ sin® o cos ot-!—r’*i smzm},

gdzie

2

Ky = (¢~ 2vpa-+ p+(14+9) ) @;)(T:g'+(qu(l+v) pq-+

B 2y g2y 0B
()T )mm D Ty

Zatem warunek (3.1); ma postaé

g2
63 = _213{[@_4)2_212] (2_ s con 2= i a) .

. xsm2(291+0t)—317(17"“51)[( ‘yfv +€T2) Sillzd_—rz”‘g%:lx

><c052(.261+oc)—(p.—q2)[ WB ﬁ sin a]sm(291+oc)cosoc—-

_3r(p+Q)[ P —l—ﬁzsm o{lcos(281+oc)cosoc} 0.

2{1+v)
Natomiast warunek (3.1), przyjmuje postac
- 0w 1
(3.4) —a;r— {{(p g)* =217 |:L1 (cos 2 (26, +oc) sin Zoc+

+sm 2 (291+oc) cos 20)— L, cos 2 (291 +Gt) sin 205 sin® o cos® a—

_%i_v (cos* e+ v sin* ) sin 2 (26, + &) cos 2a— (L34 L,) x
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Ls

1—cos*a—
1+v ( S

x (sin 2 (26 + ) sin® e —cos® (20 + &) sin 2u)—

~v sin® o) sin 2 (20, +o) sin? -+ Ls cos? (20, +«) sin 2 sin* ot:I—

2
p— W%WKJL (cqszgcmv sin®a) sin 20+ 37 (p—q) ¥

><[—L1 (sin 2 (26, + ) sin 2¢—cos 2 (20, + ) cos 20) —

) ,
—(L;+Ly) (cos 2720, +a) sin* o +“f gin 2 (26, +oc_)) +

L,

+ L, sin 2 (20, -+ o) sin 2a sin? & cos? o — [y {cos* a+v sin* o) x

2L .
% cos 2 (20, +a) cos 20— 1+v5 cos 2 (26, + &) sin* a—

‘L5 (sin 2 (20, +) cos o —cos 2 (26, +a) sin a) sin® oc:l +

-

+{p* g% [ 2 (Ly+2L,) sin (20, + o) cos o sin% o —

—2(Ly—2vL,) cos (260, +a) sin® ¢ — L (sin (26, +a) cos a-+

4

WLS) Sin (281 +0‘§) X

+cos (20, +a) sin o)+ (1+v) (L4——
x sin* o cos &+ 2L cos (20, +x) sin 2x cos ot —

—(14v) (3L4—'(14%I;32-) cos (20, +a) sin® o+

1215 sina (sin (20, + ) cos a—cos {20, +«) sin oc):l +

+37 (P+Q)|:—(L3+L4+ llfv ) cos (20, +a) sin* o cos o+

Ls
+v

+ {cos* o+ v sin® &) cos (260, +«) sin® o cos o —

—% Le (cos (20, +0) cos «—sin (20, + &) sin ) —
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1
{[?:3) : ~5 Ly cos (261 +a) cos & (1 —cos*a—v sin* a)—
— Ly sin (28 +a) sin 22 cos o — L sin (20, +a) sin 2o sin® & cos o —
1 L
—Lf%&i sin (20 +a} sin® & (1+ 3cos? a) +
+ L, sin (20, +«) sin® oc] +(p+g)* [(La - L,) cos 2o —
_ 11_:: I.; sin* oc] sin 20+2t*(Ly+ Ly + Ls sin* o) sin 2rx} = 0,.
gdzie . :
7 2 293
~ B P B Y8
L= T (1 +4(1+v) A= T T6( ) 1=
R 3 v B2 20—y
BTweaop Brwaeraoy T ap b
4 4 ' ip2
L /A "B P B

TRE- ST 20—y 20w i—y)

Rownanla_ (3.3)1 (3.4) okreslaja warunk1 konieczne minimum energii odksztal—
cenia przy dowolnych obciazeniach normalnych i stycznych.

3:2. Badanie zaleinoici emnergii odksztalcenia od usytuowania wldkien

. Warunki konieczne minimum energii odksztalcenia (3.3) i (3.4) sa rowna-
niami silnie nieliniowymi i moga mie¢ wiele rozwiazan, dlatego znaleziono
~przyblizone minimum funkcji W metoda przeszukiwania, obliczajac jej wartosé
przy 8, —WIOE 96_‘5'1 przy katach a«=0,10° ..., 90°. Obliczono wartosci
funkcji przy roznych stosunkach ¢/p ‘i t/p przyjmujqc dane odpowiadajace

“kompozytom o matrycy betonowej uzbrojonej wloknaml stalowymi o zawar-

tosci objetosciowej wynoszacej 2%, czyll przy E = 30000 MPa, v=1/6,

(S)
= 210000 MPa, h,/h = 098.
_Wyznaczono wartosci funkcy Wi, ktéra jest zwiazana z funkcja W w

nastepujacy sposdb:

W (1+v) (1—v) p?
. %

Wi,

przy t/jp=90 1 g/p=0, 0,5; 1 —05; —1 oraz t/p=05 i ¢/p=0, 05,
1, —-0,5 —1. i
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Na podstawie przeprowadzonych obliczen stwierdzono, ze w rozpatrywa-
nych przypadkach energia odksztalcenia 031aga minimum przy katach ¢, i a,
zestawionych w tablicy 1.

Tablica 1
k=21 1= 8, «
r 4
0 0 90 0
0.5 0 20 0
1 0 a, 90
—05 .0 -~ 90 .0
—1 0 0 Q -
0 0.5 72 0
0.5 0.5 62 0
i Q0.5 45 QO
— 0.5 Q.5 7 0
—1 0.5 ) 80 90
W-22
g3
az !
a1

/ . e &
A

~ Rys. 2
Z . obliczen tych wynika, Ze optymalny kat pomiedzy obiema rodzinam .
wlokien jest rowny 0 albo 90°, -czyli wtedy, gdy wystepuje jedna rodzina
wlékien lub dwie rodziny ortogonalne. Jako ilustracje zmiennosci energii
odksztalcenia przedstawiono na rys. 2 i 3 wykresy funkcji W, —const przy
g/p=—111/p=0 oraz przy g/p =051 1/p=0,5.
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Wr-12

03
4z

()

72

74

Rys. 3

3.3. Szczegélne przypadki obcigzenia elementu kompozytowego .

~ Rozwazmy pewne szczegdlne przypadki obciazenia elementu kompozyto-
wego. W przypadku gdy na element kompozytowy dzialaja obcigzenia
normalne: p w kierunku x, i g=kp W kierunku x, natomiast t=0,
rownania (3.3), (3.4) przyjmuja postaé

aw _ (1—k) B B .
3.5 = : 2l —E—— 26— gin? ) —_
(3.5} I {(1 k)[Z{l—-v) cos 20— sin’ o sin 220, + )

P B 2 ;
—(1+k) mﬁ-?sm o | sin (26, +a)cos ap = 0,

oW p? | . |
(3.6) &5 = 71;)7{(1 —k)? |:L1 (cos 2 (26, +q) sin me o

4-sin 2 (204 +a) cos 2&)4L2 cos 2 (20, +«) sin 24 sin” & cos? o —

ll—fv (cos* e+ v sin® ) sin 2 (20, +a) cos 20—

—(Ls+Ly) (sin 2 (26, +a) sin® o —cos? (20, + ) sin 20)—

II: (1 —cos* a—v sin® &) sin 2 (26, + ) sin? o+
v . :

+ L cos? (20 +o) sin 20 sin* oc] — K, {cos? a—v sin® o)) sin 20+
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+(1—k2)l:—2 (L, +2L,) sin (20, + ) cos o sin® ot~
—2 (Ly—2vL,) cos (20, +o) sin® x— L (sin (20, + ) cos a+
+cos (2914_0:) sin o)+ (1 +v) (L4 (1_;_[‘ 7 ) sin (26, + o)) sin* o cos a+

+2L‘3 cos (20, + &) sin 2u cos a—(1+v) (31'4_@?11)—2 Ls) cos (26, + o)
-sin® 2L sin® o (sin (20, + o) cos o —cos (20 + o) sin oc)] +

+(1l+‘k)2 (L3 Lg) cos 20— 1=y Lssin*a | sin 20p = 0,
L 1+v

gdzie
¥ B2 y
20— | ® 2D gy ey

Kz =1‘

+(k*—(1+v) k+1) 4(1‘6_ - +(k*+1) 3‘8]

Roéwnania te sa spelnione, jeZeli
sin (20, +a) =0, cos(20,4+a)=10

Iub

sino =0, cosa =0,

 awige gdy a=01i 8, =90° lub a=90° i 6, =0.
_ Roéwnania te sq réwniez spetnione, gdy
sm (261 +o) = .
(1—Kk)*[2L, cos &— L, sin 2o sin oc! cos a—i—LS sin 20: sin? 0;17
+2(Ls+L,)cos a] — 2K, {cos? o —v sina) cos a-+(1 —k?)x
X [2(Ly—2vLy) sin? o —4L; cos? o +{1+v) x

4v . .
. (3L4_W Ls) sin w+2L; sin® a—;—Lﬁ:l +

+(1+k)2|:— w: Ls sin 2u sin® a4+ 2 (L -+ Lg) cos 20 cos a} =0.

a one rdwniez spelnione przez rozwiazania réwnania (3.6) po dokonaniu
'nastqpu]acego podstawienia
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20, +2) = 1+v
cos (20, +uo) = 2 T
| (i k][ vﬁv ( fyﬁv b’)sm a]

Podstawienie to pozwala rownanie (3 6) sprowadzi¢ do rownania z jedna
niewiadoma ¢ ROwnanic jest réwnaniem 12-ego stopnia i mozna rozwigzac
je numerycznie. Podobnie réwnanie (3.7), mozna wzglgdem zmiennej £ = cos
przedstawié jako rownanie 6-ego stopmia i rozwiaza¢ numerycznie. W przy-
padku kompozytéw betonopodobnych rozwiazaniami réwnan (3.5) i (3.6) sa
katy aa=0°1 0, =90° lub & =90° i. 6, =0

W przypadku gdy p=g (k=1) i =0 warunek konicczny minimum
energii odksztalcenia (3.5) spelmony _]est tozsamoscmwo natomiast rownanie
(3.6) przybiera postac

ow ' 2
e = 4p? { (l-i- L3+L4)(cos o —v sin®a)+

+(L5+ L,) cos 200~ ;;: Ls sin“cx} sin 2o = 0.

(1+k)[ﬁzsm o+ vh :|0050t

‘Réwnanie to jest spelnione gdy Spelnlonc sq rownania sin 2a = 0 {czyli gdy
o = 90°) lub réwnanie

(1i L3+L4)((l+v)coszawv)—(L3+L4)(2coszoc—l)+
. L
+ 1+: Ls(l—cos?a)* =0

Jest to réwnanie dwukwadratowe ze wzgledu na zmienna t=cosa« a jego
rozwigzanie wynosi

2

t=t 1+ 1+v 8 |

Wyrazenie podpierwiastkowe jest wigksze od 1, zatem jedynym rozwiazaniem
spetniajacym warunek konieczny minimum energii odksztalcenia jest o = 90°.
Warunek dostateczny minimum energii odksztalcenia (3.2) ma postaé nie-
rownosei:

| P ?B3.vﬁ“]
1+vL(1+v)2+1+v 570

jest on roéwniez spelniony.
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W przypadku gdy na element kompozytowy dzialaja tylko obciazenia
normalne réwne co do wielkosci, to energia odksztalcenia osiaga minimum
przy dwoch rodzinach widkien ortogonalnych nachylonych pod dowolnym
katem 0,.

Rozpatrzmy jeszcze nastepujacy przypadek obcigZenia elementu kompozy~
towego: p = g = 0, T — dowolne. Wtedy warunki konieczne minimum energii
odksztalcenia (3.3), (3.4) maja postaé nastgpujaca:

s W L{( 2By ﬁ)smoc 7’B}s.mz(zelw)

90, 1—v 2 1
oW T
(3.9) TR} 2L, {cos 2 (20 + o) sin 20+sin 2 (20, +) cos 20)—
—2L, cos 2 (20, +a) sin 2a sin® ¢ cos® o —
1+v . 4oy ain®
“1= L, sin 2 (28, +u) cos 2o (cos™ o+ v sin o) —

—2 (L3 Ly) (sin 2 (20, + o) sin® o« — cos? (26, 4 o) sin 2a)+

n 13— L sin 2 (26, 4 ) (¢os* a-+v sin* a— 1) sin> o+
v o> _.
+2L cos? (20 +a) sin 20 sin* (x} — 2L sin 2o sin* a+

-!rTl-;" [4Ly+(3—¥) L,] sin 2x (cos®a—v sin” &) —

—2(Ly+L,)sin 2&} =0.

Réwnanie (3.8) jest spetnione gdy sin 2 (20, +a) = 0, czyli gdy 2 (20, + ) = 180°
1ub 2 (20, +o) = 360°, lub gdy

3.10 ) Siﬂzﬁ =
(3.10) 29p

Podstawiajac do rdownania (3.9) 2 (20, +o) = 180° otrzymujemy nastgpujace

.. rOwnanie 3
22 7,2]33 }’ﬁ4 s y3ﬁ2 1 Y2ﬁ3 :|
2(1=9) {[4(1_1;)* 3 ]S‘“ “*[mv)u—v) 2]’
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3 ol S o A U
X s o+ AvPa—) —r 2(1+v)2} sin 2a = 0,
ktére spelnione jest wtedy, gdy wyrazenie w nawiasie klamrowym jest
réwne zery lub gdy sin 2a = 0. Réwnanie dwukwadratowe nie ma pierwia-
stkow_ rzeczyw1stth gdyz jego delta. jest réwna zeru, a rozwigzanie
t = sin® o przyjmuje warto$é ujemna. Podobnie w przypadku 2 (260, +«) = 360°
rownanie dwukwadratowe sprowadza si¢ do réwnania

il VR & & . 7B [V Bl
8 sin a—m[y-kﬁ} sin® o -+ FERSE + ﬁ+ =10,

i rowniez posiada delte zerowsa, a pierwiastek z = sin¢ okre§lony wzorem

z= T%(%+l)

jest wigkszy od jedynki. Zatem réwnanie rowniez nie posiada pierwiastkow.
Z powyzszych rozwazan wynika, ze rownania {3.8).1 (3 9) beda spelmone gdy

sin2(20,+)=0 i sin2u=0,

Rozpatrzmy rozwiazanic rownania (3.8) postaé (3.10). Po podstawieniu
tej wielkosci do réwnania (3.9) otrzymujemy nastgpujace wyrazenie

G174 :
e 72 {M, cos 2 (26, +a)-- M, sin 2 (20, + o)+ M4 cos 2 (26 -+ o)+
+ M, sin 2 (20, +a)+ Ms sin 2 (20, +a)+ M cos?(26, +a)+
+ M sin 2 (20, +a)+ Mg cos® (26, +a)+ Mg} = 0,
" pdzie
P g2 P\
M1= —4L1Fi:, Mz— _LIE’ M3—~4L2(?:;),
Ly W BV 7 B
M 2 r_
Me=tamymp ? [(1—v+2 A
B : P
M; _2(L3+L4)__W M = _4(L3+L4)Ff’
: PR 3_""272 s ]
M, =
7T 16 (L4 (1= (R [lwv VB
3 pe
M8 _ _ ¥ ﬁ PZ

8- B
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M9=[ il +2(2vﬁ+ﬁ2)(_'2(L3+L4)+ L, )+

8 (t—vP () (P)? 1—v 14w
4(Ly+Ly)
——=—|P.
+ P1 2>
oraz
_ 2B B
A=475 HEX
[ B B B
P = Ll
2 \/l—v (1_v+2 :
ktérego rozwiazanie ma nasigpujaca postaé':
63—
2 —_— P
(3.11) cos* (26, +a)=1 |j(1«v)2 + T + |
L (U=124200)52 82 | (L—1dv i) B /
(1—v)* 8(1—v) 4

8t B(B=WPB  2(T—TvtvY 2B
/[(-1—v)2+ A T Taoy +

(25— 14v+v))yp> B+
Ay +TJ'

Rozwiazania (3.10) i (3.11} nie spelniaja jednakze warunku dostatecznego
dla minimum funkcji. Warunek dostateczny minimum spelniony jest na-
tomiast przez rozwigzania sin(20,+a)=0 i sin2x=0, a zatem przy
0, = 45° i oo = 0 oraz przy 0, = 45° i « = 90°. Energia odksztalcenia osiaga
w tych punktach jednakowe wartodci. Energia odksztalcenia osiaga zatem
minimum w przypadku jednej rodziny widkien nachylonej do osi x; pod
katem 45° oraz w przypadku dwoéch rodzin ortogonalnych nachylonych
réwniez pod tym samym katem. -

34. Optymalne usytuowame wioklen przy ustalonym kacie pomlgdzy
rodzinami

Na element kompozytowy dzalaja obcigzenia normalne p i g = kp oraz
styczne T = Ip. Optymalny kierunek usytuowania wiokien bgdzie poszukiwany
- z warunku minimum energii odksztalcenia po wprowadzeniu nastepujacych
- zaloZeti a) okresla go jedna rodzina widkien, b). Jest on okre$lony przez dwie
i rodzmy wlékien ortogonalnych. :
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Wprowadzone zatozenia sa zgodne Z wynikami przedstawionymi w
_punkcie 32 Przy ustalonym o warunek konieczny minimum energii od-
ksztalcema ma postaé nastepujaca:

oW . (B p?
(3.12) 0 = —m{[Zl —(1—-k)*] (2(1_ ) -Cos Zoc—ﬁ sin? )
><sm2(20 +af)+3l(1 k)[(_lwg +i)smo¢ 2(ffiv):,x
xcos2(291+a)+(1—kz) (ﬁz sina4+—— IYﬁ )sin(201+oc) cos o+
+31(1+k) (ﬁ—zsm o+ yﬁ. )cos (26 +o¢)coé oc}zO
2(1+v) ! ’

gdzie

2 . . 2
= 1 LA B P i _nnet ey aind
= (1+v)(1—v) [1+v T +7 {1 —cos*a—v sin cc)]_

Natomlast warunek dostatecz;ny okreslony ]est nastgpujace nieréwnodcia:

%ZBT: D {[212 - (1—k)*] ( v Cos Za—ﬁ—z sin oc)x
1

x0032(291+ot) 3!(1—]5)[( 21h +i)sin"a— ljfv:,sin2(201+o¢)+

1k (ﬁ sin® o+ lwv)cos (20, +0o) cosoc—.
- 1(1 +k) (ﬁ— sin® o+ 1?’[3 ) sin (20, +a) cos rx} > 0.

W przypadku gdy sttéplgje jedna ‘ro'dz'ina wtékien (« = 0) réwnanie (3.12)
jest spetnione przez 0, = f,; t¢ warto§¢ wyznaczamy Zz nasigpujacego row-
nania:

(3.13) [2l2 (1 —k)] sm461—3[(1 —k) cos 491+2(1 k2) sin 20, +

1—
- +3I{(1+k) v 003261L0

Jezeli 0, = 0, spetnia nicréwnosé

(3.14) 2 [2*—(1—K)*] cos 40, — 61(1 —k)sin 46, —2 (1—?) 11;: cos 20, +
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" 1—v

JI(1+k in 28, > 0,
+31(1+k) Ty sin 26,
to energia odksztalcenia osiagga minimum.

Warunek konieczny minimum energii “odksztatcenia (3.12) przy zalo-
7eniu_ortogonalnodei rodzin wiokien sprowadza sie do nastepujacego row-

nama
31 (1—k)

(3.15) ' ta 46 =~y

Jedli przez 61 = 61 spetnione jest réwnamnie {3 15) oraz nierowno$é
(3 16) 212 —-(1- k)2] cos. 401 +3l (1 —k) sin 46’1 < 0

to w przypadku rodzin ortogonalnych ‘energia odksztalcenia osiaga minimum.

Wyznaczone katy g, i 91 spelniajace odpowiednio zaleznosdei (3.13) i (3.14)
oraz (3.15) i (3.16) okreflaja minimum energii odksztalcenia w przypadku
uzbrojenia jedna rodzing wlokien oraz w przypadku uzbrojenia ortogonalnymi

“rodzinami. Aby okredlié optymalny kierunck ulozenia witékien, nalezy po-
rownad energu; odksztatcenia odp0w1edm0 przy a=010,= 61 oraz przy
o =90°18, = BL Optymalne usytuowame dwoch rodzin wékien odpowiada
mniejszej wartosci energii. : s

Jako ilustracje przeprowadzonych rozwazah rozpatrzmy szczegdlne przy-
padki obciazed. Niech k= —1, [=05; wiedy réwnania (3 13) i (315) sa

identyczne i maja postac
6
t =—
g 401 7 ’
z ktérej wynikaja rozwigzania 0, = 79°51" i 6; = 34°51". Nierowno$c (3.14)
i (316) przyjmuje posta -
—35cos 46, +3sin40, <0,

ktéra spelniona jest przez pierwsze rozwiazanie, tzn. 0, = 79°51". Z'poréw-
 nania wartoéci energii przy 6, =79°51" i a =0 oraz 0, =79°51" i a=90"
~wynika, Ze .
W, = 79°51", a = 0)— W {0, = 79°51", « = 90°) =

(A+0p*p

2 2

s Y p
64y (y+ + -+
A ﬁ)((uv)u R )
X 52}: (1 +7 cos2 20°18' + 3 sin 40°36’)+B (7{(1+v) sm2 20°1 8’

+14 cos?20°18" — 2 (3+4v)+3 (1 —v) sin 40°36)} .
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Réznica ta jest zawsze dodatnia, zatem w rozwazanym przypadku obcigzen’
optymalnemu usytuowaniu wlokien odpowiadaa rodziny ortogonalne nachy-
lone pod katem 79°51".

Rozpatrzmy jeszcze nast@pujqcy przypadek obc1a:z,en1a k=1F=05 Wtedy
rownanie (3.13) przyjmuje postac

. .
(sin 20, + 3 v)_) cos 20, =0,
1+v

i jest spetnione, gdy cos 20, = 0 lub sin 28, = (=3 (1 —v))A1 +v).
Poniewaz przy 0 <v <05 mamy {(3(1-v)/(1+v)] >1, zatem jedynymi
rozwigzaniami rownania jest 8; =45° lub: 0, =135°. Nierownoé¢ (3.14)
- przyjmuje. posta¢ nastgpujaca:

' 1—v .= '
;.——cos491+3 i sin 20, > 0,

ktéra spelmona jest, jesli 8, = 45°,
Natomiast rownanie (3 15y sprowadzone jest do nast@pquceJ ‘postaci :

tg 491 =0,

ktéra spetniona jest przez 6, =0°10, =45° N1erownosc (3.16) sprowadza 31q
do postaci

1
> cos 46, < 0,

i spelniona jest rowniez przy €, = 45°.
Poréwnujac energie przy 8, =45° i a =0 oraz przy 0; =45 i o= 90°
otrzymano rozmcq

W0, = 45°, 0 = 0)— W (8, = 45°, 00 = 90°) -

_ 3 [y 2 - P 3 y 3]
1 2 73 s 7
()= {4(1-{—1))(1—1!)(-[)’) T (Y RS T 32}
I v B vB? ’
2(7)+ﬁ)((1+v) — )+(1—|—v)( ——v)+ ) A
Z ktoreJ wymka ze W przypadku kompozytow betonopodobnych przy

/B =7 ( = 30000 MPa, E 210000 MPa i h-—h,/h =002 optymalne usy-
tuowanie wlokien odpowiada jednej rodzinie widkien nachylonej pod katem
- 45°, :
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4. WNIOSKI

Warunki- konieczne dla osagchm minimum energn odksztalcen przy
dowoinych obciazeniach normalnych i.stycznych sa réwnaniami silnie nie-
[liniowymi, Z przyblZonego rozwiazania wynika, ze w przyp{gdku kompozytow

. (m} -
- m 1 E 1. h, o ‘ .
betonopodobnych | v = AR L 0,98 | optymalny kat pomiedzy
' E

obiema rodzinami wlékien jest réwny 0° lub 90°, czyli wtedy gdy wyétgpuje
jedna rodzina wiékien lub dwie rodziny ortogonalne. Kat nachylenia
wiokien do osi x; zalezy od stosunku obcigzen normainych i stycznych

qg .1

—_— 1“__"
p r . .
- W przypadku gdy na element kompozytowy dzialaja tylko obciaZenia

normalne réwne co do wielkoéei (p = ¢, © = 0) energia odksztalcenia osiiga
minimum przy dwoch rodzinach widkien ortogonalnych nachylonych pod
dowolnym katem 6.

Natomiast gdy na element kompozytowy dziataja tylko obciaZzenia styczne

(p= g=0, t — dowolne) energia odksztalcenia osiaga minimum w przypadku

jednej rodziny widkien nachylonej do osi x; pod katem 45° oraz w przypadku
idwoch rodzin ortogonalnych réwniez nachylonych pod katem 45°.
Enpergia jest w obydwu przypadkach taka sama.
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Pezwome

KOMIIOSHUTHEBIE DJJEMEHTEl ¢ HAUMEHBIIEA ,[[ECDOPMI/IPYEMOCTI:IO
APMHPOBAHHLIE ,[[BYMH CEMEHCTBAMU BOJIOKOH

B wmacrosmneit pa60're pPAcCMOTPEH KOMIO3HTHBIM 3MEMEHT, oGpasoBaHHHH W3 MATPHIIEL,
apMHPOBAHAOK /1BYMs  CeMCHCTBAMI HENPEPHIBHBIX BOJOKOH, HAKIOHEHHEIX N0 YIJIaMH 0,
v 0, k oo x,. OINpCrcNeHEl HAOPSKENAHE W Ac)OPMAIMORHEE COCTOSHHH B aneMeHTc
no;[nepmymM HOPMAJBHEIM # KACATEAbULIM HarpymeHHsM. HlnyTcd ONTEMANBHLIC HAmpas-
SEHUS BOJOKGH H3-3d. MMHAMYMA SHEPFHM Ac()ODPMEPOBAHHS SHEMEHTA. '

SUMMARY

COMPOSITE, ELEMENTS OF MINIMUM DEFORMABILITY REINFORCED
_BY TWO FAMILIES OF FIBRES

A composite element is considered consisting of a matrix reinforced by two familiés
of continuous fibres making angles #; and ), with the: x;-axis. The states of stress and
strain ‘in- the. element subject. to normal and tanpential- loads are determined. Optimal
fibres dir_cctions are sought for leading to minimal strain energy of the element.

POLSK A AKADEM]A NAU'K
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHMNIKI -

Praca zostala zlozona w Redakcji w dniv 21 paidziernika 1987 r.






