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OBSZARY NIESTATECZNOSCI DYNAMICZNEJ
UKLADU PRETOW(*)

ANNA FORY S i ANDRZEI FORY S (KRAKOW)

W pracy wyznaczono pierwszy obszar niestatecznosci plaskiego ukladu trzech pretow
lepkosprezystych, polaczonych przegubowo. Utrate statecznoéci wywoluje harmoniczne obcia-
Zenie preta poziomego. W obliczeniach uwzgledniono jedynie oddzialywanie preta poziomego
na prely pionowe oraz rozwazono symetryczne drgania ukladn, Uklad jest najbardziej
podatny ma utratg statecznosei, gdy jest dostrojony na rezonans wewnetrzny.

1. Wsrep

Praca ‘ninicjsza nawiazuje do zagadnien omawianych w pracach [1, 2],
dotyczacych zjawisk rezonansowych-w ukladach pretéw polaczonych za
pomoca przegub()w Interesujacy jest przypadek rezonansu wewnetrznego ze
wzgledu na jego charakter autoparametryczny.

Celem pracy jest proba wyznaczenia obszarow mestatecznosc1 dynamicznej
ptaskiego uktadu trzech pretéw pryzmatycznych, polaczonych przegubowo.
Podobnie jak w poprzednich pracach uwzglgdniono sprzezenie elementéw
ukladu: poprzez sity podluzne, wewngtrzne, ktére sq sitami poprzecznymi
na kofcach sasiednich pretéw. Jezeli obceigzenie zewngtrzne zmienia sie
okresowo w czasie, to takze sily sprzggajace okresowo zmieniaja sie w czasie.
Rozwazono - drgania poprzeczne, symetryczne, odbywajace sie w jednej
plaszczyznie. Badano wplyw parametrow charakteryzujacych prety (dhugosc,
warto$¢ wspolczynnikow tlumienia wewngtrznego) na uzyskane obszary sta-
tecznodei. Szczegdlowo rozwazono sytuacje, w ktérej uktad jest dostrojony
na rezonans wewngtrzny, ten. gdy zachodza zwiazki: wg = 2w,, oraz
W = Wy, gdzie ey, We, 5a najnizszymi czgstosciami kotowymi drgan
wlasnych pretow, a @ jest czgstoécia kolowa wymuszenia ZEWNgrznego.

{*) Praca wykonana czgéciowo w ramach CPBP 02.01/6.3.
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2. RéwnNaNIA RUCHU

Rozpatrywany w pracy uklad pretow jest przedstawiony na rys. 1.
Poziomy pret I jest polaczony przegubowo w punktach 4 i B z dwoma

-—.._________‘__'____T—lr

,’ i) ;P \
'f" Xq V]
| Wy l|
I |
| |
‘ |
|z ,f
l\ txz ' f
Wo )

vz

Rys. 1. Uklad - drgajacy

jednakowymi pretami 11, ktdrych dolne konice C i D sg sztywno zamocowane.
Zaktadamy, Zzc prety sa pryzmatyczoe, O przekroju kwadratowym oraz ze
sa wykonane 7 materialow lepkosprezystych typu Kelvina—Voigta. Na pret
poziomy dziata, roztozone w sposob ciagly obciazenie, harmonicznie zmienne
W czasie: .

@y q(ii,'t)_:qocomi,

gdzie g(x,, ) jest liniowa gestoscia sity wymuszajace], go jest jej amplituda,
o czestodcia kotowa wymuszenia, a ¢ oznacza czas. Pret 1 dziata na pionowe
prety 11 sitami podtuznymi S, (), ktore sa sftami poprzecznymi na jego
koficach. Z kolei prety pionowe oddzialuja na pret poziomy sitami podhiznymi
S, (t). Na podstawic wynikéw prac {1, 2], w ktérych analizowano krzywe
rezonansowe dla rozwazanego ukiadu pretow, uzasadnionym wydaje sig
pominiecie oddzialywan pretow poprzez sity S () wobec oddziatywarl poprzez
sity S, (¢). Ponadto zaktadamy, Ze poprzeczne drgania pretow odbywaja sig
w plaszczysnie wyznaczonej przez poczatkowe polozenie pretow oraz ze
dreania ukladu sq symetryczne, czyli przeguby A 1 B nie przemieszczajy sig.
Pomijamy takze cigzar pretow.

Na pret poziomy dziala zatem wymuszenie harmoniczoe, natomiast na
kazdy z pretéw pionowych dziata sita podtuzna S; (2}

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia (wskaznik i=1, 2 numeruje prety):
I. oznacza diugoéé preta, E; modul Younga, I; moment bezwladnoici pola
przekroju, A; pole przekroju preta, o; gestosé materialu, #, wspdlczynnik
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lepkoéci materialu preta, 1; = gi. Réwnanie ruchu dla preta poziomego ma
postad [3]: _ '
64 Wy 65 L T 62 Wiy
22 E, I A =
( .) 1 1( o +1, o ot +01 A4 iz o cos wf,

a warunki brzegowe sg nastepujace:
2

2.3 0.8 =w; (. 00=0, 210, )+, asI(Ot)_
() wl(at)_“wl(lnt)““ 5?(5) 6 E

0% wy
dx3
Przyblizonego rozwigzania zagadnienia (2.2) i (2.3) poszukujemy w postaci
rozwiniecia na szereg funkcji wlasnych zagadnienia drgafi swobodnych,
vietlumionych:

24 . wi (e, )= 3 pe(f) sin ’;’”
k=1 1

Fw
(I, O+1y m(hﬁ)xo

"Dalsze postepowanic jest standardowe: wstawiamy rozwigzanie (24) do.
réwnania (2.2), mnozymy przez sinmmx,/l;, calkujemy wzgledem x; od 0
dolyi po wykorzystaniu warunkow ortogonalnosci otrzymujemy nastgpujqcy
ukfad réownan rézniczkowych zwyczajnych:

2q0 [1—-(—1)"]

25y o1 Ay Pt Ey 11 AxPutEr I 23 py = - cos wt,

n= 1,2? s Py
gdze A, = nnfly.
Poniewaz interesujg nas jedynic drgania ustalone preta poziomego, poszu-
kujemy rozwiazan rownan (2.5) w postaci:
(2.0) Py (8) = qo P, €08 Wt -+ go Py sin i,
. gdzie p,, pi sa étalymi. Na podstawie (2.5) otrzymujemy:
20D E L A —er 4 oY)
P an (B Ly A1 Ay 0P+ B B0’ 2]
"o 2[1~-(~-1)7z Ey Iy wﬂui
P @ L = Ay 0P+t BR R’ 28]

@7

Zgodnie z (2.4) drgania ustalone preta poziomego opiéywane sa wyra-
zeniem:

(28)  wy(x1,1) = go cos ot Z 8 smi X1+ go Sin wt - Z Py sin A, X,

n=1
a stad sita poprzeczna na koncu x1 0 preta poziomego:




586 ANNA FORYS T ANDRZET FORYS

62W1 a4-"1’)1.

(29 S (0=-E L a3 ©,0)—7 Ed I ?’?@T(O’ =

y .
o —El Il —“*ascw?l—(o,t)= —"‘QQEl Il(COS:CDt‘anﬂ,E—!—
. - 1 L

tsin oot py A3) =
n

g By L S P 2P (L P Y cos (@i—¢),
gdzie ,
Sy
I e —
RO NI E

Na podstawie powyzszego WZOru stwierdzamy, ze na prety pionowe dziataja
sity harmoniczne o czestofei @ obcigzenia preta poziomego. Przy odpowiednim
wyborze chwili poczatkowej sife, ktora dziala na prety pionowe zapiszemy
w postaci nastgpujace): _
210) P() — g Es I /O 1 WP+ o sa) coswr =Ry cos ot
: . n. . " : Lo E .
Sita P (t) moZe powodowac utrate statecznodci rozwazanego ukltadu pretow.
Przechodzimy obecnie do opisu ruchu pretow pionowych ukladu. Row-
‘nanie ruchu preta pionowego ma- posta¢ [3]: '

. 3w 2w o w & w
211)  E, I 2 —= A 24Pt —2 =
1) B 2( s 6x‘§6t)+92 1 P05 =0
a warunki brzegowe sa nastgpuiace: .

Wy (0,0 = 20,0 =0, -

0x4

(2.12) .

i & wy

Wo (125 t) =

2 IR
Y2 T2 1, 0)=0.
a2 Gz: t)+f_2 oot (12, 0="0.
Przyblizonego rozwiazania powyzszego zagadnienia poszukujemy w postaci
rozwiniecia na szereg funkcji wiasnych nictlumionych drgan swobodnych

(P () =0): i

Ly C wala= Y @l e,

gdzie

' ; ;X .
(214)  @;{x,)=cos xi(sh x,lxz —8in ll 2)—sm %i(ch
2 .

2
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{2.15) tg %; = th ;.

Wstawiamy (2.13) do réwnania (2.11), mnozymy przez ¢, (x,), catkujemy
wzgledem x, w granicach od 0 do I, i otrzymujemy:

3 A, B |
(2160 > |anls —= 92 IR G Ty g X Gt o gt by P (1) gy
1=1 E, I, E, I,

gdzie

[

Iy ‘
(217) g = CJ; O (X2) @y (x5) dxz, b= g @ (x2) @p(x3) dx,,

natomiast przecinek oznacza rézniczkowanie wzgledem & = x,/l;. Jest to
uklad réownant rézmiczkowych zwyczajnych na nieznane funkcje g (t), =
=1,2,..,s Na podstawie powyzszego ukladu réwnan wyznaczymy poszu-
kiwane obszary niestatecznosct.

3. STATECZNOSC DYNAMICZNA UKLADU

Zakladamy, ze utrata statecznofci rozwazanego ukladu pretéw polega
na dynamicznej niestatecznosci pretéw pionowych wymuszanych sitami
- osiowymi P {f), danymi wzortem {210). Pierwszy obszar niestatecznogci
wystepuje w otoczeniu podwojonej najnizszej czgstosci drgan wlasnych preta
pionowego, [4]. Zajmiemy si¢ jedynie tym najwazniejszym praktycznie
obszarem niestatecznodci. Do dalszych obliczers pozostawimy dwa pierwsze
_ wyrazy sum (2.4) oraz (2.13), czyli przyjmiemy r = 3, s =2; por. [5].

~ Crgstosci wlasne pretéw pionowych obliczymy na podstawie ukiadu
rownart (2.16), w ktoérym przyjmiemy t, =0 oraz P () = 0. Aby wyznaczyé
granice pierwszego obszaru niestatecznoéci poszukujemy rozwmzama uktadu
réwnan (2:16) w postaci (por. [4]):

3.1 q; {t} = Bysin +CI cos—, I=1,2,

wt
27
gdzié: :B,, C, sa statymi. Po Wstawieniu_(3.1) do (2.16) otrzymujemy uklad
czterech liniowych, jednorodnych réownan algebraicznych na stale B, C.

Niezerowe rozwiazanie tego ukladu réwnan istnieje, jezeli wyznacznik gtéwny
roéwny Jest zeru: . .

' | Pé ow? Py b o
62 l(* A T L +x)a+L2_\
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(gdz]) ‘ ‘_ N | %12“;..:‘1‘5:“, %sz‘é 2
(_ ?CCZZ +%41|.) a21-+ BPozbzx , (_ Oc.(f +¥§) st ﬁpozbzz ’
-(;i T, %% Gyy, Eof T2 xi a2z
) " ) “ - 09'
—5 T2 ¥t du,s __7?2%2_“12’ _ |
(;_ .otc;)z. _+%?)_ ay — ﬁP02b171 ’ ( f‘i’z +_%3) a1z ﬁPo2b12
—% T, %5 agy, 4—(;1 Ty %% Az,
(_ cxzz +%‘;’) P ﬂPozbn , ( 0“::2 _I_%;,) gy ﬁpozbzz
gdzie
o oAl B

B TTEL

Granice pierwszego obszaru niestatecznodei sg Wyznaczone: na. podstﬁwie'
réwnania (3.2) poprzez zalezno$é amplitudy 4o sity  wymuszajacej od
czestodei w. Jest to réwnanie czwartego stopnia ze wzglegdu na go, a jego
rozwigzania nalezy poszukiwaé w otoczeniu podwojone] najhizszej czestosel
wlasnej preta pionowego. 3 C N a

Do obliczen przyjmujemy:  E, = E;=22- 10Y Nm~2, ¢y =90,=77-10°
kgm 3 I;=1,=108-107°m* A, =A;=36" 1073 m? Kolowe czestodei
wlasne preta poziomego (wy,) oraz pionowego () obliczamy na podstawie
wzoréw (por. (25) oraz (216)): . o '

| E ] e TEL .
41)  wyy = Af \/ 10 g, =l 22 (=0,1.2,..
{4.1) =Jrcl k+1 01 A1 ) k2 l% . 02 Az

Pierwsze dwa pierwiastki réwnania (2.15) wynosza: x; = 3,9266, %, = 7,0686.

|
|
|
4, PRzyKLADY LICZBOWE
\
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Ze wrgledu na wartoéci najnizszych czgstosm wlasnych: «wyy i wg, rozpa-
themy trzy przypadkl ,

W pierwszym przypadku L')=4m, I,=7Tm, a wigc zgodme z (4 1)_:
woy = 571571, wey, =291 571 Uklad jest zatem do§¢ dobrze dostrojony
na rezonans wewnetrzny. Obszary niestatecznoéci ukladu sg przedstawione
na rys. 2, na ktorym podano wartosci wspdlczynnikéw tlhumienia wew-
netrznego dla obu pretéow. Wplyw tlumienia wewngtrznego na obszary
niestatecznosci jest typowy.

: w5 Th ly=dm, 1p=7m o5
i ny= 110" Ns/m* i 1y =110 "Ns/m?
586 ' 5861
i
P

884 - 584 |
582 5821
580 580 -

- . O | {——

6 . 20 0 6 &0
golhm] olN/m]
' ‘Rys. 2 o

W przypadku drugim ukfad jest rozstrojony poprzez przyjecie: Iy = 5m,:
przy niezmienionej dlugosci [;. Obszary utraty statecznosci przedstawia
obecnie rys. 3. Obszary niestatecznoéci sa wezsze niz w przypadku pierw-
szym — wartosé q,, ktéra powoduje utratg statecznosci jest znacznie wigksza
niz przy dostrojeniu uktadu na rezonans wewnetrzny. Thumienie wewnetrzne
rowmez wp}ywa na obszary n1estateczn0s01

TN fesm, b=Tm,  pr=110" Ns/m?
w55 CE
584 A4 /mz
’ 24107 NS

M=
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Rys. 3
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W trzecim przypadku ukiad jest takze rozstrojony, poniewaz przyj-
mujemy: /4 =4 m, I, = 9m, Uzyskane na podstawic (3.2) obszary nicstia-
tecznodci przedstawia rys. 4, na ktéorym réwniez podano wartosci wspol-
czynnikéw tlumienia wewngtrznego obu pretow.

wlsh Yy=dm, lp=9m - ol . L
3561 =170 Ns/m? : 356 | gy ="119° Ns/m?:

354

352
380
1 . C ! [ L | L L [
100 200 300 400 . 500 100 200 300 400 500
GolN/! m_? GolN/m]

Rys. 4

- Przedstawione tutaj-wyniki wskazuja wyrainie, Z¢ omawiany w pracy
ukiad pretéw jest najbardziej podatny na utrat¢ stateczno$ci wowczas,
gdy jest dostrojony na rezonans Wewnetrzny

5 'ZAKONCZENE o

W pracy rozpatrywahsmy utrat@ statecznoscn uktadu pr@tow na skutek
dziatania ha.rmomcznego obcw;zema pozmmego preta ukladu. Przyjelismy
uproszczony model ukladu — uwzglednilismy jedynie wplyw drgan preta
poziomego na drgania pretéw pionowych. Wyznaczyliémy jedynic pierwszy,
najwazniejszy praktycznie, obszar niestatecznosei ukladu. Dostrojenie ukladu
na rezonans wewnetrzny wyraznie wpltywa na wielkos¢ sity wymuszajacej '(gq),
ktéra powoduje utrate statecznodei oraz na szerokodé (czgstos¢ wymusza-
jaca w) obszaru niestatecznosci. Uklad najlatwiej traci statecznosc, gdy jest
-dostrojony na rezonans wewngtrzny.
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