ROZPRAWY INZYNIERSKIE « ENGINEERING TRANSACTIONS = 36, 4, 769-779. 1988
Polska Akademia Nauk = Instytut Podstawowych Problemow Techniki

STOCHASTYCZNA STATECZNOSC DYNAMICZNA PRETA PRZY
NIESTACJONARNYM IMPULSOWYM WYMUSZENIU
| PARAMETRYCZNYM(*) }

ZBIGNIEW WOICICKI i RADOSLAW IWANKIEWICZ (WROCLAW)

Rozwazana jest statécznoéé dynamiczna preta przy wymuszeniu param%trycznym w formie
niestacjonarnej losowej seril impuiséw. Niestacjonarny: charakter wymuszenia jest zwigzany
z harmoniczna zmiennoicly w czasie sredniego natezenia impulséw. Réwnania opisujace
pojedyncza odpowiedZ modalng . ukiadu przedstawiono w postaci uogdinionych réwnan sto-
chastycznych [td (réwnan réiniczkowo-calkowych). Nastepnie wyprowadpono réwnania dla
momentéw odpowiedzi, ktére stanowig ukiad réwnan rézniczkowych o zmiennych wspoh
czynnikach. Rozwigzanie tych rownaf jest przedstawione za pomocs matrycaniu i na tej
podstawie jest numerycznie zbadana - asymptotyezna stabilnos$é momentéw, Wyznaczone
obszary stabilno§ci momentéw drugiego rzedu sa poréwnane z obszarami stabilnedei mo-
mentow. pierwszego rzedu. _ .

1. Wstrp

Stateczno$¢ dynamiczna elementéw konstrukcyjnych po?danych stocha-
stycznym wymuszeniom parametrycznym byla przedmiotem [badaft od wielu
lat i pozostaje nadal zagadnieniem aktualnym. ‘

Wickszo$é prac z tej dziedziny dotyczyla wymuszen parametrycznych
o charakterze ciagtych procesow stochastycznych, na ogc’# stacjonarnych
procesow gaussowskich, czgsto w postaci ,biatego szumu‘”. Przyktadowo
mozna tu wymieni¢ kilka najstarszych prac: Samuersa 1 Ermvcena [1],
CaucHeya 1 Grava [2], Ariaratnama [3]. W badaniach stosowano rézne
kryteria stabilnoéci stochastycznej, m.in, kryterium stabilnoscj sredniokwadra-
towej [1, 3] i stabilnoéci prawie pewnej [2, 3]. W nowszych pracach na
temat stochastycznej statecznosci dynamicznej TyLIKOWSK] stosuje metode
funkcjonatéw Lapunowa (np.-[4]). e

Jedna z pierwszych prac dotyczacych statecznosei dyﬁamj;cznej elementow
konstrukcyjnych przy wymuszeniu parametrycznym o charakterze losowej

S ‘Praca wykonana w ramach CPBP 02.02/5.3.
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serii impulséw jest praca Samuersa [5]. W pracy, tej na podstawie wy-
prowadzonych réwnan catkowych opisujacych momenty pierstzego 1 drugiego
rzgdu odpowiedzi ukladu, zostala zbadana stabilnoéé w | sensie $rednio-
kwadratowym. Stateczno§é dynamiczna belki przy paramet?rycznym Wymu-
szeniu stacjonarna losowa seria impulséw jest takze prz{admiotem pracy
Rencera [6]. Stabilno$é $redniokwadratowa jest tu badana na podstawie
réwnan rdzniczkowych dla momentéw, wyprowadzonych iogolna, podang
w pracy metoda. Warunki jednostajnej stabilnosci stochastﬁczncj, dla preta
poddanego stacjonarnej serii impulsow wyprowadzit, stosujac/metode funkcjo-
natéw Lapunowa, TyLikowski [7]. :

Wymienione prace dotycza stacjonarnych losowych wymuszest impulso-
wych. W niniejszej pracy analizowana jest statecznodé dynamiczna preta
poddanego wymuszeniu parametrycznemu o charakterze niestacjonarne;j
losowej serii impulséw. Niestacjonarny charakter wymuszenia polega tu
na harmonicznej zmiennosci w czasie $redniego nateenia pojawiania si¢
impulséw. _ : : ! . _

- Celem pracy jest zbadanie warunkow asymptotycznej | stabilnoéci. mo-
mentéw w warunkach harmonicznej niestacjonarnosci impl;ilsovvego' Wymu-
szemia parametrycznego. Wyprowadzone sa réwnania réini;czkowe dla mo-
mentow, ktore ze wzgledu na niestacjonarnoéé wymuszenia parametrycznego
s3 rownaniami o zmiennych wspolczynnikach. Stabilnoé : momentéw jest
zatem badana numerycznie; w wyniku olrzymuje si¢ tzw. mape obszardw
stabilnodci i niestabilnogci. W szczegOlnosci celem pracy jest uzyskanie
informacji o modyfikacji obszardéw stabilnoéci momentow wyzszych rzeddw
w stosunku do obszaréw stabilnoéci momentéw rzedu pierwszego.

Poniewaz przy zalozonej harmonicznej zmiennoéci w czasie sredniego
natezenia pojawiania si¢ impulséw wspdlczynniki w réwnaniach dla mo-
mentéw sa takze harmonicznie zmienne, zatem badanie% asymptotycznej
stabilnoéci momentéw mozna przeprowadzi¢ korzystajac z-teorii- Floqueta
[8, 9], tzn. badajac wartosci wiasne matrycantu dla ‘argumentu réwnego
okresowi zmiennosci wspdlczynnikéw réwnat. ! '

W pracy ograniczono si¢ do badania stabilnosci pod%tawowej ‘postaci
drgan preta. Badanie stabilnosci przeprowadzono numerycznié wyznaczajac
obszary stabilnoéci momentéw rzedu drugiego. Obszary te przedstawiono
graficznie na tle obszaréw stabilnoéci dla momentéw pierwszego rzgdu.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU. RGWNANIA ROZNICZKOWE DIA MOMENTOW

Zasadniczym celem pracy jest zbadanie- jak modyfikiﬁja- si¢ " obszary
stabilnosci momentow  statystycznych wysszych rzedow iw stosunku do
obszaréw stabilnosci momentéw rzedu pierwszego. Do rozwigzania przyjete
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wigc bedzie réwnaaie uproszezone, w ktérym pominigty jest wplyw drgan
podluznych na drgania poprzeczne, preta, a sita osiowa jest jedynie funkcjg
czasu.

Uproszczenie takie jest mozliwe wowcezas, gdy podstawow#z okres wlasnych
poprzecznych drgafi preta jest duzy w pordwnaniu z czasem przejécia fali
podiuznej przez cala jego dhugos¢ [7]. Dla typowego elementu konstrukcyj-
nego, np. preta stalowego o smuktosei 100 i dlugosei [ = 6 m, czas przejscia
fali podtuznej wynosi ¢ = [ \/o/E = 6./7910/2,1-10'* = 0001165, a podsta-
wowy okres gietnych drgan wlasnych (por. [151) T=2n/w = 27/84,28 =
= 00746 s, jest wigc ponad 60 razy wigkszy. ;

Ponadto, w pracy [16] pokazano, 7e dla analizowanego préta podsta-
wowa czestosé wlasnych drgan osiowych jest okolo 16 nazy wieksza od
podstawowej czgstosei gigtnych drgan wiasnych, Nie wystgpuje wige prak-
tycznie zjawisko rezonansowego wzmocnienia drgan osiowych, bowiem rezo-
nanse parametryczne pojawiajg si¢ przy niskich czgstosciach. Przy czgstosci
wymuszenia harmonicznego réwnej 2w, a wigc najwyzszej, bo odpowiadajacej
podstawowemu obszarowi rezonansu parametrycznego, wpltyw drgan osiowych
na poszerzenie ~obszaréw niestabilnosci jest nie wigkszy niz 19 [16].
Dopiero wystgpowanie mas skupionych moZe w sposob istotny zwigkszyc
blad wynikajacy z pominigcia odksztatcainosci osiowej [15]. Poprzez analogie
powinno by¢ podobnie przy innym charakterze wymuszenia parametrycznego.

Przyjeto wige, ze parametryczne rownanie drgan poprze¢zaoych preta ma
postac.

B“w. aw Fw ow
— 4+ Pt o=
en Bl PO g tm—a—te—5-=0,

gdzie': sita podluzna jest losowa serig impulséw Dirada, tzn. P (f) =
Ny - v

= Y F;6(t—t;). Zaklada sig, e impulsy pojawiaja sig ILiezaleZnie, czyli
i=1

N () jest procesem Poissona oraz ze wielkosci impulsow Fﬂ sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie prawdopodobienstwa. Badany
bedzie przypadek gdy érednie nateZenie pojawiania sig impul'sc’Jw A A dt=
= E [dN (t)]) jest harmonicznie zmienne w czasie wzgledem p%wnego poziomu
statego -

(2.2) A{t) = Ag+ A, sin pt,

musi by¢ przy tym spelniony warunek 4, < Zg.

Ograniczajac si¢ do badania stabilnosci drgail preta swobodnie podpartego
wedlug postaci podstawowej, przyjmujemy '

(2.3) ' w (x, £) = q (£} sin wx/l,
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gdzie [ jest dhugodcia preta. Prowadzi to do réwnania

24) G+ 200G+ g— PP (1) g =0,
4. 2
gdzie w® = El(= , ﬁ=ﬁ1— z =P, oraz P.=mx Ejlr/l2 jest sila
m\ I m\

krytyczng, Eulera, « — liczbg thumienia.
Podstawiajac y, = q, y, = §, rOwnanie (2.4) sprowadzamy do nastgpujacego
ukiadu réwnan roéiniczkowo- -catkowych typu Ito [8, 9]

dy; = v, dt,
25) 1= Y2

dy, = —w?y;, dt—2o0y,dt+py, | Fv(dt,dF),

gdzie v (di, dF) jest losowa miara Poissona podajica liczbe impulséw w prze-
dziale (t, t+dt} o wielkosciach z przedziatlu (F, F+-dF) [10]. - '

W celu wyprowadzenia réwnati dla momentéw nalezy zastosowaé wogdl-.
niong formule Itd rozniczkowania funkcji ¥ (y,, y,) procesu stochastycznego
[8, 10]. W przypadku procesu (yl, ¥a) spelmajqcego rownania (2.5) formuta
ta ma postaé (por. [11]) :

v W,
@O v = O g %y—”(w sy e
Y1 V2 . -

+ f (V1. ya+Bys F)— Vs, ya)} v e, dF).
R

Nastepnie nalezy przeprowadzi¢ usrednienie tak otrzymanych réwnaf.

W rezultacie otrzymujemy nastgpujacy uklad zwyczajnych rownan roznicz-
kowych rzgdu pierwszego, jaki spelniaja momenty statystyczne rozwiazania
2.7) -QMm

gdzie w przypadku momentéw p1erwszego rzgdu m(t) = (E [y, E [y,])",
a macierz Q (t) ma postac ' : ' :

W przypadku momentéw drugiego rzedu:

m () = (E 21, E [y, yol, E D2,

29) ‘
Q)= A45() = [m(r)Em N J
BPAMELFY] 2(BAMEL[F]- a)) — 4o
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Analogiczne réwnania dla momentow pierwszego i drugiego rzedu otrzy=.
mal inna metoda Rencer [6]. Poniewaz rozwazane jest tam stacjonarne. -
wymuszenie impulsowe wobec tego réwnania- dla momentéw maja stale
wspolezynniki i do badania asymptotycznej stabilnoéci éredniokwadratowe;
zostato zastosowane kryterium Routha-Hurwitza.

W przypadku momentow trzeciego 1zedu m = (E [¥3], E [¥} v,], E [y1 31,

E[y1])"
otrzymujemy
(2100 Q(H=4,(1)= _
0 . . 3 0 0
A E[Fl-w* = = —2ow 2 0
FAMELFY] 2(BA(0) E[F1—w?) —dow 1

BAGE[FT]  3fPAME[FT] 3(BA(ME[F]l—w? —6aw

W celu przeprowadzenia analizy numerycznej wygodnic jest przyja¢ przy-
kladowo konkretny- rozklad prawdopodobienstwa wielkoéci impulsow. Dla
rozktadu réwnomiernego na odcinku (0, @) otrzymujemy : :

az

_ 4 2 _ 8 33‘13
@11) E[F=3, E[F1-%, EIF1=T,
ciyli

4
E[F?] =7 E*[F], E[F]=2E[F].
Przyjmujac oznaczenia

R L

5 () = ﬁzﬂgt) a*

3

(2.12) s

fﬁféz uwzgledniajac Zaleino_éc'i'.:(:z'll)'m'aci¢§ze Aa, Az, Ay zgpis'ujfsmy nastepu-

jaco

213 _.A?Z[a(t) C]’l
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. 0 2 0
(2.14) As=|o(® ¢ 1|,
S E | 5() 28() 2
To 3 0
a(ty ¢ 2
6(t) 20(8) 20
| v (8) 38(1) 30(t) 30

0
(2.15) Ay = (1) -

Mozina zauwazy¢ wyrazng prawidlowos$¢ w budowie tych macierzy. Macierze
A, wygodnie jest przedstawié¢ w postaci A4, = A5+ AL, (t). Nalezy poza tym
zwrocié uwage, ze dowolnego stopnia uktad réwnan (2.7) jest z lezny ZAWSZE
tylko od dwoch parametréw wymuszenia: Ay oraz An

Celem analizy jest zbadanie asymptotycznej stabilnodci m mentow czyli
asymptotycznej stabilnodci ukladu (2.7). Przy zaloZonej periodycznej zmien-
nosci w czasie §redniego natezenia A (t} (2.2) macierz @ (¢) okreslona wzorami
(2.8), (2.9), (2.10) jest okresowa o okresie T= 2m/p, _

Rozwiazanie ogdlne uktadu réwnan (2.7) mozna zapisaé w| postaci -

(2.16) () = M (t) in (0),

gdzie M () jest matrycantem réwnania (2.7) i zgodnie 'z tebria Floqueta
[12, 13] wyraza sie wzorem

(2.17) M (t)= S (tye”,

gdzie S(t) jest macierza okresowg o okresie T oraz spelnidjgca warunek
S(0)=1, gdzie I jest macierza jednostkowa. '

Uktad (2.7) jest zatem asymptotycznie stabilny (tzn. momenty sa asympto-
tycznie stabilne) jezeli czesci rzeczywiste wszystkich wartodci wlasnych ma-
‘cierzy A sa ujemne, lub rownowaznie — jesli moduly wszystkich wartosci
wlasnych (multyplikatoréw) macierzy M (T) zwane] macierzg monodromii,
sg mmiejsze od jednosei.

3. WYNIKI ANALIZY NUMERYCZNE]

Analiz¢ numeryczna przeprowadzono dla preta swobodnjie podpartego
o diugosci I = 6 m, przekroju pierscieniowym o §rednicy zewnétrznej 17.8 cm
oraz o masi¢ 35,53 kg/m. Podstawowa czgstos¢ wlasna drgan |gigtnych preta
wynosi w = 84,28 s™* oraz statyczna sila krytyczna Py = 920,06 kN. Przyjeto
nastgpujace wielkosci: #n = pjw = 0,5, « = 0,001 oraz E [F] % 0,001P;, tzn,
a = 0,002P,. Uklad rownan (2.7) dla tego zadania zawiera zatem tylko dwa
parametry: A, oraz A,. Uklad réwnan (27) w przypadku momentéw pierw-
szego rzedu moze by¢ sprowadzony do rownania Mathieu o postaci '
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2
(3.1) ddzzl + 20w d?tl H{w? —(Ag + 7, sin pt} BE [F]} m, 1= 0.
 Rozktad obszaréw stabilnoici momentéw pierwszego rzedu jest zatem taki
sam jak dla réwnania Mathicu; jest to tzw, karta Strutta [14]. Obszary 'te
w analizowanym zakresic zmiennosci parametrow: ¢ e<0, 4> oraz Yy e0, 4>
sq przedstawione na rys. 1, gdzie obszary stabilnodci sq zaciemnione. Para-
metry ¢ oraz ¥ wyrazaja si¢ nastgpujaco:

¢ = (1=Ao/Fp)/n* = 40,004 1o,

(3.2)

¥ = AP ) = 0,004 4,.

‘G"

9/4 4
Rys. 1

Rys. 2
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Poniewaz musi by¢ spetniona relacja A, < Ag, dlatego ifterpretowalny
fizycznie obszar znajduje si¢ poniZej prostej ¥ =4-¢ (preetywana linja

na rys. 2).

y A

Rys. 3

Dla momentéw rzedu drugiego przeprowadzono natomiast. pelna nume-
ryczng analize stabilnosci. Obszary stabilnodci i niestabilnoél:i WYZNaczono

metoda przeszukiwania, tzn. dla kazdego punktu z obrane
zbioru punktéw na karcie Strutta przeprowadzono badanie
nalezy do obszaru stabilnosci, czy nie. Macierz monodromii
czono catkujac numerycznie rownanie (2.7) w okresie T p

o dyskretnego
czy punkt ten
M (T) wyzna-
rzy wszystkich

liniowo niezaleznych zaburzeniach jednostkowych tworzacych kanoniczng
baze wersorowa w przestrzeni trojwymiarowej. Catkowanie wykonano metoda

RungegoKutty trzeciego rzedu. Nastepnie obliczano multiplik

atory (wartoéci

whasne macierzy monodromii) i na tej podstawie orzekano o stabilnosci

rozwigzania,

Rys. 4
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32

Rys. §

W analizowanym zakresie zmiennosci parametréw wykrytg w ten sposéb
trzy obszary stabilnoéci ze wzgledu na momenty drugiego rz@?:lu (rys. 3, 4 5)
przedstawione na tle karty Strutta na rys. 2. Obszary te rPajq odmienny
ksztalt od obszaréw stabilnodci ze wzgledu na momenty pierwszego rzedu
czyli od obszarow stabilnodci réwnania Mathiew. )

Na rys. 3 przedstawiono pierwszy z omawianych, obszar siabilnoscl
Jest on stosunkowo waski i oddziela obszary rezonansu kombinowanego
(na zewnatrz) od obszaru rezonansu periodycznego (wewnatrz). Podobny
ksztalt ma obszar stabilnoéci przedstawiony na rys. 4, przy czym jest on
znacznie wigkszy i oddziela obszar niestabilnosci periodycznej (wewnatrz)
od obszaru rezonansu kombinowanego. Trzeci obszar (ostatllli 7 wykrytych
w analizowanym zakresie zmiennosci parametréow, ma odt]ienny ksztatt
i oddziela obszar rezonansu kombinowanego (na lewo) od obszaru rezonansu
periodycznego (na prawo). Odmiennodcia tego obszaru jest nakltadanie sie
obszaru rezonansu kombinowanego i periodycznego, co powpduje ,urwanie
sie” tego obszaru na poziomie ¥ = 2,8 (rys. 5). ,

Istotnym wnioskiem  jakosciowym. jest to, ze obszary stabilnoéci dla
momentéw drugiego rzedu zawieraja sig wewnatrz obszarow dla momentow
picrwszego rzedu i sa od nich znacznie mniejsze. o

Interesujace byloby zbadanie obszaréw stabilnosei dia momentow wyzszych
rzed6w, np. rzedu trzeciego. Bedzie to przedmiotem nastgpné[zj pracy.

!
H
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Pesome

CTOXACTUYECKAS NUHAMWYECKAA VCTOUUHUBOCTL CTEPXKHA
TIPHM HECTATTHOHAPHOM HMITYJILCHOM TTAPAMETPHYECKOM
BhIHY K IEHUH

PacoMalpHBAETCH  MHAMAMGCKAN YCTOHYMBOCTL CTEpHMA, UPH NAPAMETPHIECKOM ' BEL-
HY)XICHAH B (JOPME BHECTANAOHAPHOH CIYYalHOH CepHR MMIYILCOB. HecranuoHnapHLIE Xapak-
Tep BLIAYEIECHAT CBA3AH C FApMOHMISCKHAM H3MEHCHHEM BO BPEMCHA cpeHell HHTEHCHBHOCTH
HMIYALCOB. YPABHEHHS, ORUCHIBAIOIIHEC eNVHANYHBIA MOJCARHEIN OTKIHK CHCTeME], IIPEei-
crapieHsl B BHAE OOOOMCHHBIX CTOXACTHYECKHX ypasrenuii Wro ((EddepenHnmanbHo-HATE
IpANLELIX YpaBHEHU). 3aTeM BHIBEHCHBE YPABHEHHS [Nl MOMEHTOB OTIJIMKZ, KOTOPHE COC-
TABNAOT cicteMy mud{epeHHANLHEIX Y PABHEHHI C nepementnMy EoaddurmenTamy. Pelierne
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STHX YpaBHCHHH NpeACTARNEH(O IR TIOMOINM M@TPHKAHTA M Ha 3Toff OCHOBE “MUIEHHO HC-
CHGHOBARA ACHMITTOTHICCKAS cTabUIbHocTL MomenToB, Onpepenennne o6macTu cTabumHoCTH
MOMEHTOB BTODOTO TOPAAKA CPABHUMEL ¢ o6AnCrsaMM CTaCHALHOCIM MOMEHTOB TIEPBOTO
HOpAJLIKA.

SUMMARY

STOCHASTIC STABILITY OF A BEAM UNDER NON—STAT:[ONARY
IMPULSIVE PARAMETRIC EXCITATION

Dynamic stability of a beam under the parametric excitation in!form of a non-
-stationary random train of impulses is considered. The non-stationarity of the excitation
is due to the harmonic time variation of the average arrival rate of impulses. The generalized
Ité differential equations governing the single-mode response of the beam are obtained,
The equations for moments are derived which constitute the set of first-order ordinary
differential equations with time-varying coefficients. The solution of the moment equations
is expressed in terms of the matrizer of the system and the asymptotic stab’;ility is investigated
with the help of a numerical procedure. The regions of second-order |moments stability
and instability are evaluated and compared with those of first-order _r_nomfents.
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