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STAN NAPREZENIA
W DWUPRZESLOWEJ PERFOROWANE] TARCZY PROSTOKATNEJ
SPREZONEJ KABLEM ZAKRZYWIONYM

FAN FEDOROWICZ i LIDIA FEDOROWICZ (GLIWICE) .

W pracy przedstawiono sposdb ‘okrestania stanu napreenia w wieloprzestowych perfo-
rowanych tarczach prostokatnych o stalej -grubodci,. spreZonych kablami krzywolinjowymi.
Rozwiazanie zadania osiaga si¢ droga superpozycii rozwigzania écistego tarczy nieograniczongi
obcigzonej dzialaniem napigtego kabla o danej trasie i rozwiazania numerycznego trzeciego
(mieszanego) podstawowego zagadnienia brzegowego dia perforowanej tarczy prostokatnej.

i. Wstep

Sposobowi okreglania stanu napreZenia w izotropowych tarczach jedno-
spojnych o stalej grubosci, sprezonych kablami prostymi lub kablami o trasie
kolowej poswiecone sg prace [1, 2 i 3]. Przypadkami bardziej ztozonego
przebiegu tras kabli sprezajacych zajmuja si¢ autorzy prac [4, 5, 6 i 7]. Stan
naprezenia W perforowanej, swobodnie podpartej tarczy prostokactnej o stalej
griubosci sprezonej kablem krzywoliniowym przedstawiono w pracy [8].
Niniejsza praca stanowi rozwinigcie sposobu obliczania tarcz spregzonych
kablami krzywoliniowymi przedstawmnego w [8] na przypadki tarcz perfo-
rowanych podpartych w t;posob statycznie niewyznaczalny.

2. ZALOZENIA

Rozpatruje si¢ perforowana tarcze prostokatna o stalej gruboéci, wyko-
nang z materialu liniowo sprezystego, podparta w sposbb statycznie nie-
wyznaczalny (rys. la). Przyimuje si¢ zaloZenia Lklasycznej liniowej teorn
sprezystodci dotyczace plaskiego zagadnienia stanu naprezenia.

Rozwiza si¢ tarczg pod dzialaniem samozréwnowazonego ukladu sit
Wywolanych dzialaniem napugtego kabla krzywoliniowego. Przyjmuje si¢ przy
tym, iz napigty kabel krzywoliniowy oddzialuje na tarcze przez zakotwienie
sifami S, §', przez naciski radialne p; oraz sily tarcia ostony kabla o przylegly
materiat tarczy p,. Zaklada sie, ze sily tarcia na odcinkach krzywoliniowych
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kabla sa proporcjonalne do naciskow kabla. Sily tarcia powoduja spadek
sit naciggu wzdhuz dlugoéci kabla, a tym samym réwnieZ spadek naciskow
radialnych na odcinkach krzywohmowych kabla. Dzielac jednak linig kabla na
odpowiednio male czeici, przyimuje sig, iz na kazdej z tych czedcl zaréwno
sity tarcia jak i sila naciagu, a wigc zarazem naciski radiaine -odcinkéw
zakrzywionych kabla sa stale i rowne sredme] arytmetycznej ich wartosci
na kofcach tych czgécl

O trasie kabli zaklada sig, z¢ zbudowana jest z odcinkéw prostych
i odcinkow tuku kolowego w taki sposob, aby zapewni¢ gladkie przejsicie
z jednego luku w drugi, badz z luku w prosta. Rozwigzania poszukuje sig
na drodze superpozycji rozwiazania §cistego tarczy nieograniczongj obcigzonej
oddzialywaniem napietego kabla o danej trasie oraz rozwigzania numerycz- -
nego perforowanej tarczy prostokatnej obciazonej w okrelony sposob na
brzegach.

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU

W celu okreglenia stanu naprezenia w térczy z Tys. la rozwaZa sig¢
w pierwszej kolejnoéci tarczg nieograniczona z rys. 1b. Obciazenie ‘tarczy
nieograniczonej stanowiq sily oddzialywania na przylegly materlal tarczy
napigtego kabla krzywoliniowego o tras;e jak mna rys da, a wystc—;:pujqce
wewnatrz tarczy (rys. la)
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gdzie n oznacza liczbe odcinkéw tukdw. kolowych, na ktére podzielono
krzywoliniowa czesd trasy kabla; o, D, ¢ Ry B 48D skiadowe tensora
' stanu napreZenia oraz wektora przemieszczenia dla tarczy nieograniczonej
obciazonej naciskiem radialnym p;, roziozonym wzdhuz odcinka tuku kolo-
wego o promieniu R; i $rodku okregu w punkcie O;(x;, ;) {tys. 2a); o7,
alP, S0, yBh G0 skladowe tensora naprezenia oraz wektora przemie-
s7czen1a dla tarczy mieograniczonej obciazonej sitami stycznymi p&; roziozo-
nymi wzdhiz odcinka luku kolowego o pronnenlu R; i $rodku okregu
w punkcie O;(x;, y) (rys. 2b). :

Szczegoiowc postacie 'mahtyczne funkc;x opisujacych wielkosci o, (R,
T80, uthd, p8D 69, g0, 9, S0, 99 podano w pracy Feporowicza [6].

Tak np. funkcje opisujgce ndprgzema normalne ¢®? i ¢! dla tarcz
z rys. 2 majg posta¢ nastepujaca: :

Dla tarczy z rys. 2a

1) dla punktéw plaszczyzny- za wyjatkiem punktéw okregu (x— x¥ +

+(y—y)* = R? i punktu O; (xj,yj)

7
O-x . 47Ih le Ql
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2) dla punktéw okregu (x—x)+(y— yj)z‘=Rd,g z wyjatkiem punktéw
przylozenia obciazenia (fuk A, 4y)

pR 2 ~ . 4 —
of) = L T(1—v) ¥ g Mi+(3-9) ¥ a: Mi—24,];
) 4mh i=1 i=3
3) dla punktu O;(x;, ¥;)
B = —sziﬂ [(1+v) (o — o)+ sin 20 —sin 20} .

Dila tarczy z rys. 2b
1) dla punktéw plaszczyzny z wythklem punktéw okregu (x— X+
+(y—y)* = R} i punkiu O; (xj,yj)

(5 — J
o
* 415}1 121 QB

2) dla punktéw okrggu (x—x;)+{y— v =R} z wyjatkiem punktow
przylozenia obciazenia (tuk A4;°4,)

p v S 4 B
O.(S)_ J Z g Biso—q1—2014+v) Y 4 B;]:
2R; =3 _
3) dla punktu O; (x;, ¥;)
oS = — pJ [2 (sin® o —sin? o)+ (1 +) (cos* o} — cos* of)].

We wzorach tych przyigto nast@pujace oznaczenia: fi- oznacza gruboéé”

_ ‘rarczy, v liczbe Poissona oraz

. _V._x_x X,
y#y }{p
a=x? +y 24+ R} +2¥R;,°

o = ln asin o, —47R; cos? (0, Saf) j
4 \ asinob— 4yR cOs (0 50i5)

Q1fflz—05(0€z"‘°€)

0, = arct (a sin (0,5 ) 29R; cos (0,503)
2 8 cos (0,5¢%) (2 + 72— R})

. (a sin (0, 565 1}~ 2¥R; cos (0,5x))
—arct ,
: cos (0,5a4) (x2+ y*— R3)

Qs =1 (f2+y2+R?—2fRf°05“Ji“2J7RiSinajl '
3= f2+ﬁ2+R?“2ijCOS@%AZFRJ‘Sina’é
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Q4 = ¢ = cos? (0,50h)— cos? (0,51},
Qs = g4 = 0,5 (sin o, — sin o),

cos? (0,50h)

Qs = XT+y +R —2XR; cos ab— Zijsinocé,—
B  cos (OSa)
X2+ y2 4+ R} —~2XR; cos of — 2ijsmoH |
B sin o, ' '
Q7 = 2(x*+ 92+ RI—2%R, cos o —2yR, sin o})
L | R Slnot" o _
o C2(x? +y +R2w~2xR cosoc’ —2yR; sinof)’
| (_ 22 Ay
M, = (I-v) R;(x y.)-__1+v, |
(X +F ) : R;
(1—W) R, (&2 —-'y) 14y
M,= - + ,
2 (xX*+y%* . Ry
e 1_ e : N
My — L)XIR
264y
B W
M= —Bs= ~2+372’
y(1+v)(x +y%= 2)(R2+ —3x2)
Mﬁz ,
a(x +77) . :
(1+v) (x*+7*—RH2R; (x> 71— 3xy +X -z—sz]
M, = - ,
a (X2 +57%)
4XyR;
By=By= gty
AT Ty |
R} (P—y) -+ v
By = P WY Y T
o 2R (54 2Ry
g = XAV P+ -RH By -X*+R])
° Ca(x*+y?) ’
B y(1+V)(x +y =R (- R2—4xR)
7 a(x +y2) o2

3 >
Rf
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Znane sg zatem skladowe tensora stanu naprﬁienja oraz sktadowe wektora
przcmleszczema punktdw tarczy nicograniczonej, w szczegolnosci pionowe
przemieszezenia wzgledne vy, vp, vc punktow A4, B, C (rys. 1b), odpowiadaja-
cych punktom podparcia tarczy z rys. la. Wryodrgbniajac z tarczy nie-
ograniczongj (rys. 1b) prostokatny podobszar z otworem przystajacy do
tarczy z rys. la tak, aby oprocz konturéw zewnetrznych tarczy przystajace
byly réwniez trasa kabla i brzegi otworu, otrzymano rozwigzanie S$ciste
swobodnie podpartej tarczy prostokatnej (rys. lc).

Brzegowe obciaZenia otrzymanej tarczy (funkcje sl (y), nl (y), sg (x), 59 (x)
itd. rys. lc) stanowia napreZenia styczne | norimalne wyst@pujace ‘W tarczy
niecograniczonej {rys. 1b) w przekrojach odpowiadajacych jej brzegom zew-
netrznym i brzegom otworu. Na rys. 1b przekroje te zaznaczono linig
przerywana. Funkcje rozkladu obciazen brzegowych tarczy (rys. l¢) wyz-
nacza si¢ wiec ze wzordw (3.1); np.: nl(y) = o, (x,,,y) sp (y)—f(,xA-l-l ¥,
s (x}) =1 (x, y4+H), ng ( (x) =g, (x, ya+H) itd.

Przemieszczenie pionowe v§ punktu B tarczy {(rys. 1c) jest rOéwniez
znane i wynosi ¢ ' '

1
vf = UB_'T(UA I+vc 1)

Aby uzyskaé rozwigzanie tarczy (rys. 1a) wystarczy na otrzymane rozwia-
zanie §ciste tarczy (rys. 1c) nalozy¢ rozwiazanie tarczy z rys. 1d. Brzegowe
obciazenia tarczy (rys. 1d) stanowia ,odwrocone” brzegowe obciaZenia tarczy
z rys. lc oraz sily skupione S, S” odpowiadajace dziataniu zakotwien kabla
na tarczg. Dodatkowo dane jest pionowe przemieszczenie podpory B o war-
tosci ¢, = — vk Otrzymano wigc trzecie (mieszane) podstawowe zagadnienie
obliczania tarcz, ktére stosujac metode sif, mozna sprowadzi¢ do pierwszego
podstawowego zagadnienia. obliczania :tarcz, a wigc do zadania obliczania
tarczy obciazonej jedynie na brzegach.

W pracy rozwiazanie zadania z rys. ld przeprowadza sig numerycznie
metody sztywnych clementéw skoniczonych, ktorej wykorzystanie do zagadnien
statyki przedstawiono w [9].
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4. PRZYKLAD LICZBOWY

Rozpatruje sige tarcze prosiokactna o stalej grubodei k= 02111 Z dwoma
otworami, podparta jak na rys. 3. Obciazenie tarczy stanowia: cigzar wlasny
tarczy ¢ [kN/m?], obciazenia state g,, g, [kN/m] przekazywane przez stropy
na tarczg, a pochodzace od cigzaru wilasnego siropdw i cigzaru konstrukgji
wspierajacej. si¢ ‘na nich oraz obcigZenie uzytkowe p [kN/m] rozlozone
réwnomiernie wzdhuz gdrnego brzegu tarczy. -

a b
O R =592 Rp=1429  R3=4536
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Obliczenia przeprowadzono na komputerze ODRA 1204 sposobem przed-
stawionym w p. 3 przy uzyciu programow wlasnych MSET [9] i JANTAR [6].
Program MSET wyznacza metodg sztywnych elementow. skoficzonych war-
toéci naprezen i przemieszezen w perforowanej tarczy prostokatnej dla dowol-
nych obciazen brzegowych i cigzaru wlasnego tarczy. Program JANTAR
natomiast wyznacza ze wzorow (3:1) w wezlach dowolnej siatki dyskretne;
warto$ci naprezen i przemieszczen podobszaru wyodr¢bnionego z tarczy nie-
ograniczongcj obcmzoncj dma}amem napigtego kabla krzywohmowego 0 za-
danej trasie.

Do obliczen przy;@lo cigzar objgtosciowy materialu tarczy y = 25 kN/m?
czyli g =25-02=5kN/m? g, =40kN/m, ¢, = 60kN/m, p= 100 kN/m,

= % oraz E =3,0-10" kPa.

Rozwigzania tarczy dla obciaZzen brzegowych 1 dzialania cigzaru wlasnego
otrzymano przy uzyciu programu MSET dla siatki podziatu tarczy na sztywne
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elementy skofczone pokazanej na rys. 3c. Przyjeto dla uproszczenia, Zze
poszukiwana jest sila. sprezajaca kabel wypadkowy, a sily tarcia wyelimino-
wane zostaja w trakcie sprezania. W celu okreélenia trasy kabla wypadko-
wego wyznaczono w pierwszej kolejnodci linie ciagnien poziomych w tarczy
dia obcigzen (g-+¢g,+g,) i (g+g:1+9g2+p), czyli- linie przebiegajace przez
wyznaczone §rodki ciezkosci dodatnich pél wykresdéw naprezen normalnych
o, sporzadzonych w kolejnych pionowych przekrojach tarczy. Traktujac
nastgpnie wyznaczone linie ciagnien poziomych jako linie: orientacyjnego
przebiegu trasy kabli opracowywano szereg roznych wariantéw przebicgu
trasy kabla.

Trasg kabla wypadkowego wyznaczono na drodze pordwnania efektyw-
noéci opracowanych wariantoéw tras tak, aby przy najmniejszej wartosci sity
sprezajacej uzyskac eliminacjg ciagnien glownych = mozliwie najwiekszego
obszaru tarczy, a na pozostalym obszarze zreclukowac j¢ do wartosci, kiore
bezpiecznie przenicsie material’ tarczy.

Ksztalt przyjetej do obliczen’ trasy kabla przedstawm rys 3b na ktorym
wszystkic wielkodci geometryczne podano w metrach, a katy w stopniach.
Warto$¢ sily sprezajacej w kablu wypadkowym wyznaczongj przez porow-
nanie rozwiazan dla obciazef programowych bez sprezenia (rys. 4) oraz dia
dzialania kabld napietego sitfa S =10kN (rys. 3c) wynosi 2446,5kN. Na
rys. 4 i 5 pokazano dla podstawowych kombinacji obciazen zasieg obszardw

Tablica 1

Odcieta Rzgdna Naprezenia o, [kPa]
punkt;l punktu . . ;
[m] ) fm] tys. Sa |0 rys. 6a rys. 5b Tys. 6b
0,05 3517 5876 | —3668 —1308
0,75 2012 3205 — 3808 —2614
2,05 267 —408 |, —3526 3667
2,75 —2727 —4297 | —5496 —7066
4,40 3,35 . o 0 D 0y
4,45 0 0 0 0
505, —601 —924 —532 . —856
5,50 © 22344 —3754 7 —1495 22906
595" 4115 —6676 |- —2455 . -5016
0,05 O 2561 b - 4064 [T 39020 ] . 2399
0,75 1581 2517 | —3535 L2600
2,05 218 - 364 —3260 —~3114
2,75 6 50 -3230 — 3186
8,30 1,35 16 230 —161 ~153
4,45 —128 —209 —67 —148
508 —2638 —4184 — 2053 —13599 ¢
5,50 - ~2496 —3990 —2219 3713
595 —2123 —13430 —2201 - 3508
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Tablica 2
Odcigta Rzgdna Naprezenia o, [kPa]
punktu © punkty - . :
[m] {m] rys’ S5a Tys. Ga rys.5h © rys, 6b .
0,05 . 2069 3367 1 1208 0,109
075 b 871 1401 ~ 2388 1858
205 188 291 —2588 |. —2485 !
278 : 106 143 — 1589 1552
10,15 3,35 _ 28 23 —996 | —1004
' 4,45 T 385 —631 —945 [* —1190
505 . | =902 | —1446 1 —1419 -—1963
5,50 —1243 |: —1903 "} - —1808 . 2498 I
595 .. —1410 —2156 . —21200 |- 2867 |
005 | =244 | T 3976 ~ 1895 - —3430
c 0,75 L1980 | =315 —1705 1822
2208 s 517 [ 4838 —2943 -2621 .
- 275 L+ 339 +870 —2430- | . —2099
1210 3,35, 227 356 1969 1839
' 445 —138 | ~-228 T 1494 [ —1584°
5,05 T 281 —450 — 1588 = 1757
£ 5,50 —339 |- —540 | —1879 — 2080
595 - | —214 =342 —2343 - | —2471

wystgpowania - ciggnien. glownych w tarczy (obszary zakreskowane) oraz
podano maksymalne ich wartosci.- :

Na rys. 61 7 przedstawiono przykiadowo wykresy naprezen normalnych
o, dla podstawowych kombinacji obcigzef w czterech przekrojach tarczy,
przy ‘czym 1) rys: 6a przedstawia - wykresy -napreZen o przy - dzialaniu
wylacznié ciezaru wlasnego g i obciaZenia statégo g, +g,, 2) rys. 6b — wykresy
naprezen oy przy dzataniu ciezaru wlasnego g, obcigZenia “statego g1+¢s
i sprezenia sita § = 2446,5 kN, rys. 7Ta — wykresy naprezesi o, dla pelnego
obcigzenia programowego (bez sprezenia) g +¢; +g,+p oraz 4) rys. 7o — wy-
kresy naprezen o, przy dzialaniu pelnego obciazenia programowego g-+¢;+
+g,+p i sprezenia sifa S = 2446,5 kN.

Wartodci naprgzet w poszczegolnych przekm]ach podano w tablicach
112

Na rys. 5 wyodr@bmono przez podwdine zakreskowanie maly obszar
koncentracji naprezen w. okolicy dolnego naroza lewego otworu tarczy,
w  kiorym po Sprq,ze_niii rozciagajace napreZzenia gléwne osiagaja jeszcze
stosunkowo -wysoki -poziom. Uzna¢ to mozna za skutek -dzialania karbu,
a takze zpacznych obcigZzen. pionowych przyloZonych. na poziomie dolnej
krawedzi otworu oraz dolnego brzegu tarczy. Wartosei tych ciggnien, jak
rownies ciagnien w pozostalych obszarach ich wystgpowania moZnaby jeszcze
znacznie zredukowal przez sprezanie kablami prostymi w kierunku piono-
wym tarczy. ' o
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5. ZAKONCZENIE

Przedstawiony sposéb obliczen pozwala na stosunkowo proste i szybkie
okredlenie stanu naprezenia w perforowanych tarczach prostokatnych sprezo-
nych kablami krzywoliniowymi. Ma on t¢ zalete, ze do okreslenia stanu
naprezenia w tarczy, wywolanego oddzialywaniem napigtego kabla krzywo-
liniowego wewnatrz obszaru tarczy postuzono si¢ wyprowadzonym w [6]
rozwigzaniem §cistym tarczy nieograniczonej. Rozwigzanie to pozwala na
sprawdzenie zagadnienia obliczania tarcz podpartych w sposob  statycznie
niewyznaczalny i obcigzonych danym obciazeniem brzegowym oraz wewnatrz
obszaru tarczy dzialaniem napigtych kabli krzywoliniowych do trzeciego
(mieszanego) zagadnienia obliczania tarcz, kiére w.. pracy rozw;azu]c sig
numerycznie metoda sztywnych elementow skonczonych.

Tym samym w przypadku ,wariantowania” tras kabli sprezajacych zmianie
ulega kazdorazowo jedynie wektor obciaZefi. Zaleta ta nabiera szczegdlnego
znaczenia 'w przapadkach wymagajacych zastosowania dwukierunkowego
sprezania dzw1gar0w tarczowych kablami krzywohnlowyml a takZze wowczas
gdy poszukiwane sa. nie tylko, trasy kabli wypadkowych lecz rowniez trasy
kabli rzeczywistych. . Odpada zatem koniecznoéé zageszczania siatki dyskretnej
w obszarach przeb1egu iras kabli sprezajacych, co- mialoby miejsce przy
bezposrednim uzyciu do rozwiazania zadania metod odksztatcalnych lub
sztywnych elementéw skonczonych. Ponadto przy bezpoérednim zastosowaniu
metody odksztalcalnych elementow skosficzonych konieczne byloby. réwniez
dostosowywanie ksztaltu clementow. skoficzonych do trasy kabla, co prowa-
dzitoby :do kazdorazowe] zmiany macierzy sztywnosci. ustroju. . ;

Jak juz powiedziano wyZej uzyskane w pracy wyniki - 53 sumq dwoch
rozwiazaf, z-ktoérych pierwsze przy przyjeciu zaloZen. teorii sprezystosci jest
rozwiazanier: $cistym, drugie za§ numerycznym, latwo osiagalnym, poniewaz
dotyczy tarczy ograniczonej, dla kiorej dane sa obciazenia ‘brzegowe i prze-
mieszczania . punktéw - podparcia. tarczy. Dokladnod¢ uzyskanych. wynikow
zaleze¢ wicce bedzie jedynie od dokiadnosci rozZwigzania NuMmMerycznego.
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PE31OME

HATIPSDKEHHOE COCTOSHHE B JABVXTIPOJETHOM NEP®OPUPOBAHHOM
HPAMOYTOJIBHOM IMCKE CONPSDKEHHOM MCKPUBJIEHHLIM KABEJTEM

B paboTe NpeACTABNEH CTIOCOT ONPE/ICICHAS HATIPHKEHHOI'0 COCTOREAS B MHOTOIIPONETHBIX
HepPOPUPOBARHLIX RPAMOYFOALHEIX JHCKAX TNOCTOAHHON TOMIUHHEL, CONPSKEHHEIX EKPHBOIH-
neitnpivy xabestmn. PelucHue samaum mocruraercs nyTeM CYTIEPTIOSHIHHE TOUHOFO pPENICHHS
HEOTPAHHNCHHOTO JMCKA, HATPYXEHHOT0 AEHCTBHEM HaTAHYToro kadesms ¢ fAaHHoit Tpaccol
H MHCHCHHOTO DPOINCHHS TpetheH {cvemannofl) OCcHOBHOH kpaeBoli 3amaum mns nepdopupo-
BAHHOTO NPAMOYIOALHOTG JUCKa.

SUMMARY

STRESSES IN TWO-SPAN PERFORATED RECTANGULAR DISC PRESTRESSED
BY A CURVED CABLE

In the paper a method is given for determining the stresses in multi-span perforated
rectangular discs with 2 constant width prestressed by curved cables. The. solutions of this
problem is obtained by superposition of an exact solution for an unlimited dise loaded
by- a prestressing cable with a given profile and of a numerical solution of the third {mixed)
basic boundary probiem for perforated rectangular disc.
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