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, ~ OGOLNE SFORMULOWANIE
ROWNAN RUCHU OSRODKA LEPKOSPREZYSTEGO

ADAM PODHORECKI (BYDGOSZCZ}

Rozpatruje si¢ dowolny liniowy odrodek tepkosprezysty. W rownaniach faprezenie-od-
ksztalceni€ wystgpuja wielomianowe operatory: rozniczkowe wegledem czasu. Do. wyprowa-
dzenia ogélnych rownad przemieszezeniowych: ruchu . wykorzystano metodg wariacyjna. Sto-
sujac metody elementow skoticzonych do dyskretyzacy przestrzennej, uzyskano uklad zwyczaj-
nych réwnaft roiniczkowych wrzgledem czasu. Réwnania te mozna rozwigzal numeryczmc
dobrze znanymi i oprogramowanymi metodarm (stosowanymi w m.in. metodzic clementow
skofczonych). ;

1. WsTEP

Tlumienie wewnetrzne (materialowe) w metodzie elementow skoficzonych
(MES) 1 innych metodach numerycznych opisuje sig glownie lepkosprezystym
modelem Kelvina—Voigta. Model ten nic w pelni opisuje lepkosprezyste
wlasciwosci ciat rzeczywistych, w zwiazku z czym zachodzi potrzeba tworzenia
zlozonych Zwiazkow konstytutywnych. W przypadku badania zjawisk reolo-
gicznych (pelzanie, relaksacja) w picktérych pracach (np. [1]) przyjmuje sig
mode] bardziej rozbudowany, jednak uzyty tam sposob formulowania rownan
ruchu dostosowany jest raczej do konkretnej klasy zagadniefl.

W niniejszej pracy rozpatruje si¢ dowolny liniowy osrodek Iepkospr@zys‘[y
Zwiazki naprezenie-odksztalcenie majg charakter rownan tozniczkowych. Po-
dyskretyzacji wg metody elementéw skoriczonych uzyskujemy uklad zwyczaj-
nych rownan rézniczkowych wzgledem czasu. Rownania te mozna rozwm-'-

zywaé numerycznie dobrze znanymi metodami bezposredmego calkowama._ S

lub metodg superpozyql modalnej. .
~ Celem pracy jest wigc sformulowanie rownan ruchu dla dowolnie wymo- -';;
delowanego ciala lepkosprezystego, przy czym uzyskane réwnania maja takg:
postaé, Zze mozna do ich rozwiazywania stosowal znane, i oprogramowan
procedury. -
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2. ROWNANIA FIZYCZNE

Zwiazki migdzy naprezeniami o;; a odksztalceniami infinitezymalnymi g
opisujemy nastgpujacymi liniowymi réwnaniami rozniczkowymi [2, 37:

(2.1)
By (D) oy (x, 1) = Py (D) gy (x, 1),
gdzie _
1 {1
S..: '..v-—--—a._. » — o« -
ij Gy 3 i Ok 5” {O
(22)
1 3]
Vij 311—*3— 5ij Eries Dma

B (D) S (x, 1) = B (D) yy; (x, 1),
X, te Vx{ty, o0),

dla i=j
dla i)’

sa kolejno dewiatorami naprezenia i odksztalcenia. Wielomianowe operatory
rozniczkowe wzgledem czasu P (D) zaleza od przyjetego orodka lepko-
sprezystego. Najczedciej przyjmuje sie, Ze przy wszechstronnym rozcigganiu
lub $ciskaniu cialo lepkosprezyste zachowuje si¢ tak samo jak cialo sprezyste
(Hooke’a). Rownanie {2.1); wyraza wigc prawo zmiany objetosci dla osrodka '

sprezystego (K oznacza modul Scisliwosci):

Tablica 1
Nazwa modelu P (D) B (D) Oznaczenia
Hooke'a i 24, P L
] ] . y
. . A o
Kelvina—-Voigta | 1 2 [ 1424y = iy
- ] Ha
: . a 5‘ ‘ ¥
Maxwella 144, = 22z 1y — 1 Ay =2
axXw + .2 ot 2 ,uz_at J 2.3 i
. ] ey Ay = 2
Zepera 1-go rodzaju 1+4: 0, . 28 w1+ 4 I 1
; Hy
@ 2 A5 = s
Zenera II-go rodzajn A+ ) 2A; p (E+i3 -aF) 2
' ' ) _ a2
SN 3. Wy + iz
) 1+(9—2+15)E+ 2 52 . R
Biirgersa o o [ 244 py —a—t-_l- A5 5 3
ks o - | mte

#— modut odksztatcenia postaciowego [Nm™ 2]" '

11 — wspo}czynmk lepkodci [N sm 2]
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O (X, £) = 3Key (x, 1),

(2.3)
P,(Dy=1, FB(D)=3K.

Operatory rozniczkowe P, (D) i P, (D) przy tych zalozeniach dla znamych
modeli lepkosprezystych [2] podaje si¢ w tablicy 1. Przyjmowane sa tez inne
zalozenia np., ze wspdlczynnik Poissona v jest staly i nie zalezy od czasu
lub ze cialo lepkosprezyste jest niescisliwe 1 wtedy B (D)= 0.

Rownania (2.1) mozna papisaé w postaci rozwinigte] z wykorzystaniem
rachunku wskaznikowego {2]: '

‘ | ,
(2.4) P, (D} P, (D} gy = B (D) B (D) Sij_‘_? 5ij [P (D) B (D)Y—P (D) P, (D)) e

lub rachunku macierzowego

25) P, (D) B, (D) o = E*z,
gdzie _
26 E* = L P (D) B D)Lty B(D) B (D)L,

jest macierza lepkosprezystosei. 7
Opis macierzy L, i L, zalezy od apalizowanego stanu naprezenia i od-
ksztatcemia, np. dla ogdlnego stanu naprezenia mamy

111000 2 -1 -1000
111000 -1 2 -1000
LW111000 L__Z_—-Iw-l 2000
v 000000 4% 3| 0 O 03007
000000 0 0 0030
0000 0000 e=3 0 0 0003

2.7 .U:COI{511,Uzzaass,qlzaazsaﬂw},

€ = COI -{8117 £33, €33, €124 823, 813}‘

3. ROZNICZKOWE ROWNANIA RUCHU

Pod wplywem obciaZzeti powierzchniowych p;(x,) i objetosciowych
X, (x,t) utworzy sie w ciele o gestodcl ¢ pole przemieszezefr w; (x,{) 1 Zwia~
zane z nim pola odksztalcen e;(x,t) i naprezed o;;(x, t).
Rézniczkowe rdwnania ruchu oraz silowe warunki brzegowe maja postac
o) ot Xi—ol; =0, x,teVx{t, w},
oy n = P, X,tedV, x{ty, o).
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Rownania te mozna przedstawié w postaci macierzowej:
0, 6+X —pii=0

(3.2) * -
T - he=p,

gdzie O] jest mamelzz; operatorowa wzgledem wspolrzgdnych przestrzennych
X ‘oraz m-—macierzq transformacji. Efektywne rownania ruchu dla ciala
lepkosprezystego uzyskamy rugumc naprqzeme positkujgc  si¢ ZWIazklem
fizycznym (2.5);

33 oy (E* S.HP] Py Xf.Pl Piloii) =0

nE*s= P B p.
4. R()WNANIA GEOMETRYCZNE

Rozpatruje si¢ przypadek malych przemieszczef, stad tensor odksztaléenia
ma nastgpujaca posta¢ w zapisie wskaznikowym:

1
(41) Eijzi[lfj,j'i‘uj,i]a X,EEVX <fo, OO),

lub w postaci macierzowej L
(4.2) " £=3,.u.
Na powierzehpi av, znane sa kinematyczne warunki brzegowe:

(4.3) S u=1a," X, t€0¥, x (tg, 0). =

5. WARUNKI POCZATROWE

Do ukladu réwnast nalezy ddiaczyé'warunkiﬁoéiatkowe. Liczba tych

danych zalezy od rzedu roéwnania ruchu. Rzad tych réwnan wzgledem
czasu .zalezy min. od charakteru rdéwnania komstytutywnego, a wiec od:

modelu lepkosprezystego ciala. W przypadku stosowania modeli wyszczegol-'
nionych w tablicy 1 nalezy znaé nastepuigce warunki - poczatkowe: S
a) dwa modele Hooke’a i Kelvina—Voigta, np

_ u(to) = 'l:l‘o; i (o) = “0> |
. b) trzy modele Maxweﬂa Zenera I-go i ILgo rodzaju np. N
u(ig)=mw, W(t) =1, i (ty) = ud', o
c) cztery modele. Biirgersa, ﬁp.

A

i) =1y, (o)=1y, (ty) =1y, i(t)= . -
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6. WARIACYINE ROWNANIE DYNAMTKI

Rozpatrujemy liniowe zagadnienic dynamiki ciata odksztalcalnego, opisa-
nego réwnaniami konstytutywnymi (2.5), réwnaniami ruchu (3.3), roéwnaniami
geometrycznymi (4.2), stowymi warunkami brzegowymi (3.3),, przemieszcze-
niowymi warunkami brzegowymi (4:3) oraz warunkami poczatkowymi. Wszy-
stkic wystgpujace wielkodei w-tych rownaniach sa odpowiednio gladkimi
funkcjami- wspétrzednych: przestrzennych x i wspolrzednej czasowej t.:Roz-
patrzmy wirtualng wariacje funkcji- wu (x, ), kidra oznaczamy symbolem
du (x, t). Zakladamy, Ze istnieje uklad przemieszczes w (x, f), czyniacy zados¢
rownaniom réwnowagi (3.3); i danym warunkom brzegowym (3.3),. Rozwazmy
klas¢ dowolnych przemieszczesi u+ du zgodnych z wigzami ciala, co powoduje,
ze 6u musi zanikaé na- 3V, i jest dowolne na (;W gdzie okreslone sy sily
powierzchniowe .- Co : o

su (x, t) = 0 X, teélﬁ,ix(to, o0),

(6.1
Cou(x, ) #£0, x,te@l{,x(to,oo):

Przy tych zalozeniach na podstawie réwnan (3.3) mozemy utworzyé’
catkowe rownanie spelnione dla- dowolnej chwili ¢, a takie czasu {to, t1):
1

(62) v jfsu [6‘(E*a}+P1P3X P]Pg,gu]dV-F

N |

+ L 5u (PP Bp—nE*g)d (61{)} dr =
Dokonujemy przeksita%cenia pierwszej caiki, wykorzystujacc twi’efdzenie Gaus-
sa—Ostrogradskiego i zalozenie (6.1),:

(6.3) ]"5uF67 E*s)dV jaf {ou’ E*s dV— j 6‘ Y E*edV =

= | 511 nE* &d (0V)— _[58 E*adV

przy czym .
L0 (B =0, w)=06(s+w),
g . ea= ),
(6.4)

8 (0, w)7 (E*g)= 5 (s7+ ") (E* ) = 5" E* g,
_ do ' E¥e=0, -

gdzie w;; oznmacza temsor antysymetryczny a E* £ tensorem symetrycznym. -
Koricowe rownanie (6.2) moze by¢ napisane w postaci, ktora nazwiemy
wariacyjnym rdwnaniem ruchu
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av,

iy
65  § 1fosTE*e+out P P (eii—X)dV— [ou'P Pypd(@V)de=0
n ¥

Rownanie to rozwiazujemy ze wzgledu na u przy respektowaniu rownan
geometrycznych (4.2) i warunkow poczatkowych

Ozolnost powyzszych rozwazafi polega na mestosowamu dyskusyjnych
zalozen o zanikaniu wariacji du w chwilach £y 1 t;.

Interesujaca jest réznica miedzy. réwnaniem - wariacyjnym (6.5) i znana
zasada Hamiltona dla cial liniowo sprezystych

31
(6.6) [ 6(U-T+A)dr=0
to
gdzie U, T, A oznaczaja kolejno catkowita energi¢ odksztalcenia, catkowita
energie kinetyczng, energi¢ potencjalna obcigZzen zachowawczych. -
Napiszemy najpierw réwnania (3.3) w innej réwnowaznej posta(:1

T‘_ m ai*l ai—l " aj——l .
ax z b I! i L; 8+C, l 1 Lzlf‘:’ + Z aj—"?T(X_Qh)=
’ i ai~1 gt it gi1
HZ(b ot a1 L; e+¢ - Fre 28):.;1GJBEFTP’

gdzie wspdtczynniki a;, b;, ¢; zaleza od modelu lepkosprezystego (tablica 2).
Utworzmy nastepnie rownanie pracy wirtualnej réwnowazne wyrazeniu (6.2):

4 1 om ' a.i;l 6:‘—1
(6.8) j. ; JéuT [a; _; (b T L, e+¢; P ——L, 8)
P .

o
no- 6j—1 . n ajﬁl
+ Z ﬂJ—F(X“Q“)1dV+ JéﬂT[)Z aj_a—tjjp— )
=1
av

m ai-t i1 .
—1n zi (b!WLI S—i—(,'i WLz ﬁ)]d(ﬁV)J dt =0

Po wykonaniu przeksztalcema Gaussa—Ostrogradsklego pa pierwszej calce,
catkowaniu przez czesci calki z wyrazem bezwladnosciowym gii oraz po

zastosowaniu takich samych oznaczen jak w (6.6):

1 ;
UZ? Jﬁ_r(bl L1+C1 Lz)SdV,
V B
' 1 (., .
(69).  T= 7 | et ndl,

¥
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69) - ; n a1 ‘1’ n At
[ed.] A= Ju Z a; —6—‘F'I—X dV+ Ju Z a; aTj_—l—p d (9V),
j=1 - i i=1 .
g a b
(X’ 'i p’ oznacza obcigzenia zachowawcze) uzyskujemy rownanie przedsta-
wiajace zasad¢ Hamiltona w postaci ogoinej: '

4 L -

: ’ . 5j~1
(6.10} ij(U——T—i-A)dt: J{ [611’ Z GJWX”(”/-F
to IOI ¥ =t
T " 5j71 7 . T e - ai_l
+ Jéu Z a; a1 p'd (0V) — f&ﬁ E (b[ —a"t!—;l—Lj £+
=1 X i=2

av,

o1 o LYELE
RNCREVESS L, ﬁ) dV+ Jéusz‘z a; 7T u dV} dr—

.o &
. Jéu’ 3 0 orudVi,
j=1
] v
gdzie_ X 1 P’ sa odpowiednio sitami zewngtrznymi masowymi 1 powierzchnio-
wymi, ktore nie sa zawarte w funkcji okreslajacej A (p = p'+p", X = X'+ X").
_ Otrz_y{nana wiec postaé zasady Hamiltona nie daje si¢ wyrazi¢ prosto
jako minimum dobrze -okreslonego funkcjonatu.

¢

7. ROWNANIA RUCHU. DLA DYSKRETNEGO MODELU CIALA LEPKOSPREZYSTEGO

Cialo lepkosprezyste dyskretyzajemy wg formuly MES. Dla elemenfu_
skf)nczgnego (ES) opisujemy pola przemieszczen, odksztalcen, predkosel 1 przy-
spieszen przemieszczen — przemieszczeniami wezlowymi 1, S

u(x,)=N®r,(t),

(7.1) E(x,) =0, u="0 (Nr)=BXr, B=0.N,

i(x, 1) :%

ix,fj=N (X)i‘-va

d
= —{Nr,)= f
[}] Bt( l'() N(X) Fe,

gdzie N (x) jest macierza ksztaltu zawicrajaca funkcje przestrzenne. Wielkogci
te podstawiamy do wariacyjnego réwnania ruchu (6.5)

E ‘tl . . . -
(12 2 {1 {{orf [BTE* (Br)+NTP By @Nfo)
e= to v ’ . R L.
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(7.2) - ~N"P, B, X]dV~ [ &N"P, P, pd (3V)} dv = 0.

[ed] A

Po wprowadzeniu oznaczen .

KO = — J.BILleV, -

3
Ve
1 . N
(7.3) K= jB7LZBdV, M, = fNIQNdV,
. - Ve' o Ve

R, = [N"XdV+ [ N"pd (2V),
] R
znajdziemy

E 4 ' ‘ I

(74) X {] ol {(KS P, B,+KZ B, BIx,+M, P, B, ¥,— P, B, R,} dr} = 0.
e=1 1o . . : .

- Rownanic to musi byé 'Spél'n_iio_hc_ dla d_oi#olnych wariacjii or," oraz musi

zachodzi¢ tak w dowolnym przedziale czasu (ty, t;) jak tez w kazdej

chwili ¢ | R ' ‘

(15 .. M (P, B, i}+K°(P, B, v)+K?(R, B,r) = P, B, R.

Globalne macierze_ M, K° K” R, r oznaéiaja odpowiednio macierz bezwlad-

nosci mas, macierz sztywnosci objetosciowej, macierz sztywnosci postaciowe;,

Tablica 3

Naiwai modelu ’ ..7'1_= . V2 ?3 i ;.?4' s :?6-
‘Hooke'a = ' o 7. B o : K| 2, _
I.(.e:[viﬁlafVDigta : ‘ ’ - . _ ) - S 2 A ‘ 3K ‘ 241y
Maxwella . o KL, | 2u 3K '
.'Z.ene;"ta _I-go riod.zaju_ ' _ c " 3K8, 43 21, 04 Ay 3K 20,8y
.-Z;:ngrﬁ -go ‘ro.dzajﬁ o . 2uz A3 44 ' 3K (Ay+ 4y _ 2uq Ay IK |
Biirgersa Lo 3K, As | 2wy Ay A5 | 3K(gi+ 115) Z,ul. As .31.(
: Za:{oZenia- i.éinaczenia -sa takie same jak w tab]icy 1.
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‘macierz—kolumng obciazen zewngtrznych i macierzkolumng zawierajaca
"przemieszczenia weztow  zdyskretyzowanej struktury. W macierzach tych
nalezy uwzgledni¢ kinematyczne warunki brzegowe (4.3).

Jezeli cialo lepkospn@zyste odpowiadac¢ bedzie zalozemom (2.3), to row-
nanie (7.5) mozemy napisa¢ w praktyczniejszej formie (operatory b, B
podane sa w tabhcy 1)

{7.6) 1‘ M¥ +y Mi: +(M+y, K%+, K”)r—{-

s KO 74 K 45 K+ K7 £ = Rt f R+Z—‘ i,
5 5
odzie wspodlezynniki y; zaleza od przyjetego modelu lepkosprezystego (tab-
lica 3).

Poréwnujac wspotczynniki y; (tablica 3) z réwnaniem (7.6) stwierdzamy, .
ze mamy do czynienia z rozaym rzedem réwnania rézniczkowego w zalez-
nosci od modelu lepkosprezystego:

(i) rownanie If-go rzedu dla modeli Hooke’a i Kelvina-Voigta,

(i) réwnanie II-go rzedu dla modeli Maxwella i Zencra;

(iti) rownanie 1V-go rzgdu dla modelu Biirgesa. '

W zaleznosci od rzedu rownania rozniczkowego, do jednoznacznego rozwia-
zania potrzebne sa warunki poczatkowe, ktére omawiano w punkcie 5.

Przy quasi-statycznym dzialaniu obcigzen zewngtrznych i pomualnym
wplywie wymuszen kmematycznych znaczenie sit bezwladnosm staje sig
pomijalne. Rownanie (7.6} przyjmic w tym przypadku prostsza postac:

(1.7 (py KO+ 9, K14 (y; KO+, K9 E+(ps KO+ ys KM r =

Réwnanie (7.6) lub (7.7) mozna rozwigza¢ w sposob przyblizony metoda
bezposredniego catkowania lub metoda superpozycji modalnej. Do pierwszej
grupy zaliczamy metody catkowania jawnego (np. metoda rézpic skoficzonych),
metody calkowania nicjawnego (pop. metody Wilsona i Newmarka) oraz
metoda mieszana (jawno-niejawna). Mozna rowniez rownanie (7.6) lub (7.7)
sprowadzi¢ do réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu (posta¢ normalna)
i nastgpnie zastosowal jedna ze znanych metod numerycznych -{metody -
jednokrokowe, np. Rungego-Kutty lub wielokrokowe).

Zjawiska reologiczne (pelzanie, relaksacja) sa procesami bardzo powolnyrn;
{(trwajacymi latami)— na ogédl przy obciaZzeniu niewicle zmiemajacym sig
w czasie. W takim przypadku bezkonkurencyjne sa metody calkowania,
w ktorych krok calkowania moze by¢ dostatecznie diugi. Taki wymog
spelniajg metody bezwarunkowo stabilne, np. metody Wilsona i Newrnarka
(przy odpowiednio dobranych parametrach metody).

Interesujace jest rozwiazanie zagadnienia liniowej lepkosprezystosci przy
zastosowaniu metody czasoprzestrzennych elementdéw skonczonych, gdzie
uzysku]emy wprost ukiad réwnan algebraicznych [47]. Duze walory ogoinoéci
maja prace SwITKI [51 6]
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Omawiana tematyka bedzie przedmiotem nastepnych prac, gdzie rozwia-
zywane beda konkretne zadania inzynierskie.
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PE30ME

OBIEAS ®OPMYJIIMPOBKA YPABHEHWI JABIDKEHUS BA3KQVIIPVIOH CPEJIBI

PaccmarpusaeTcs Npow3BonbHAA nuHeHHAas BA3KOyOpyras cpena. B YPaBHEHMAX HaUps-
¥erne — eOPMANMA BRICTYLAIOT MHOTOWIEHHMeE Muddepesnnaibisie OHEPATOPHEL MO Bpe-
MeHH. g BHIBONA OONIMX YpasHeHHH JBEEHHS B ICPEMEIICHMSX HOIOJLIOBAH BapHa-
THOHHBH METOA. IIpEMERss METOZ KOHEYHBIX SNEMEHTOB AN LPOCTPAHCTBCHHON aEcKpe-
TH3AUMH, HONYHEHA CHCTEMA OOLIKHOBEHHBIX MM(PEPCHOWANEHLIX YpaBHeHHI 0  BpPeMEHH.
OTH ypaBHEHHS MOXHO PCIUATL YHMCJAEHHO XOPOIUG M3BECTHBIMH # OHpOFpaMMHp()BaHHLIM'H
MeTOAaMA (NMPHMEHASMBIMH, MEKY HPOuHM, B METOHE KOHEUHEIX 2/I€MEHTORB).

SUMMARY

GENERAL FORMULATION OF THE EQUATIONS OF MOTION
OF VISCO-ELASTIC MEDIA

An arbitrary, linear visco-elastic medium is considered. The stress-strain relations contain
polynomial differential operators with respect to time. Variational methods are used to derive
the general equations of motion expressed in terms of displacements, Application of the
finite element method to the spatial discretization of the problem vyields a set of ordinary
differential equations which may be solved by means of well-known numerical methods.
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