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PARAMETRYCZNA OPTYMALIZACJA
PRETA LEPKOSPREZYSTEGO

ZF WZGLEDU NA STATECZNOSC DYNAMICZNA®

ANDRZEJ FORYS i ANTONI GAJEW S KI (KRAKOW)

W pracy rozwaiono parametryczng optymalizacjg ksztattu preta wspornikowego dciska-
nego sita Sledzaca, okresowo zmienng w czasie, wykonanego z materialu lepkosprezystego
(typu Kelvina—Voigta) Doldadniej przeanalizowano dwa typy ksztaltow preta. Rozwazania
ograniczono do pierwszego obszarn niestatecznodel, a jako funkcje celu przyjgto amplitudg
oscylujacej skdadowej sity Sledzacej. Do przyblizonego rozwiazania zagadnicnia zastosowano
metode Galerkina, Podobny problem rozwigzano réwniez dla modelu Zieglera. Wyniki
zilustrowano wykresami.

¢

1. UwAGI WSTEPNE

Literatura po$wigcona problemom optymalnego ksztaltowania pretow
éciskanych jest bardzo bogata; najwaZnigjsze prace oméwione sa w przegla-
dowej pracy J. Bracuuta i A. Garewskisco [1]. Zadna z nich nie dotyczy
jednak optymalizacji ksztaltu pretéw ze wzgledu na statecznosc dynamiczna,
gdy sita Sciskajaca jawnie zalezy od czasu. W niniejszej pracy podjeto
probe, raczej jakosciowego, zbadaniazagadnienia parametryczne] optymali-
zacji ksztaltu wspornikowego preta lepkosprezystego, iciskanego okresowo

zmienng sily §ledzaca. Optymalizacja jest tu rozumiana jako dobor pewnego...
parametru {zmiennej optymalizacji), charakteryzujacego ksztalt preta w klasie:
pretéw o okre§lonym sposobie zmiany przekroju poprzecznego. Funkpj_a‘-'_'q@}u i

jest amplituda oscylujacego skladnika sily $ledzacej; powinna ona by¢ maksy
malna na granicy pierwszego obszaru niestatecznoici, do ktorego ograniczar
rozwazania. W celu przyblizonego rozwigzania zagadnienia ~zastosowa
" metodg Galerkina. Rozwazono réwniez analogiczne zagadnienie optymali
dla modelu _Zi'icéglelfa;_wyri_iki przedstawiono na :Qd’powi'ed'riiéh-: wykre

. ) Praca zostala wykonana w ramach CPBP. 0201/6.3.:
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2. STATECZNOSC DYNAMICZNA PRETA ORAZ MODELU ZIEGLERA

Pret wspornikowy o przekroju kolowym, wykonany z materiatu lepko-
sprezystego typu Kelvina—Voigta przedstawiono na rys. 1. Swobodny koniec
preta x =1 poddany jest dzialaniu niekonserwatywnej sity $ledzacej postaci

(20 _ P ()= P +P cos ¥,

‘gdzie t oznacza ‘czas, a B, P, i 9 sa dodatnimi stalymi. Zakfadamy,
ze $rednia wartos¢ sity $ledzacej jest mmiejsza od' fiezaleznej od czasu
stedzacej sily krytycznej: By < B, oraz e sila $ledzaca jest stale sila 4ciskajaca
pret: P, < F,. Obok tlumicnia wewhgtrznego, wynikajacego z ‘przyjetego
modelu materiatu, na pret podcezas ruchu dziata wiskotyczny opor zewnetrzny.
Sila tarcia zewngtrznego jest proporqona}na do predkoéel oraz do promienia
przekroju preta. : '

P(t)  kx

¥

w celu zbadama statecznodci preta obc1qzoncg0 sifa (2. 1) wykorzystamy
réwnanie rézniczkowe ruchu:

2

3 : >Fw .
B [El(x) Al (x) ax2 Bt]-{_

0 i Y
+P(t) +yr(x)—+QA(x) “’j:o,

(2.2)

gdzie w (x, 1) oznacza ugiecie przekroju x w chwili t, 1 (x) A‘{x) i'r(x)
oznaczajg odpowiednio moment bezwladnodci, pole powierzchni 1 promiesi
przekroju; E jest modulem Younga, 1 i y sq wspSlczynnikami tlumienia
wewngtrznego i zewnetrznego, ¢ jest gestodcia materiahy

Do réwnania (2.2) nalezy dolaczyé warunki brzegowe ktdre w przypadku
sily 8ledzacej sa szczegdlnie proste: L
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il a2 FE
{ax[EI ()C) a;: AT (x) ang‘t :l} (I, E) =0

W niniejszej pracy rozpatrujemy prety o zmiennej sztywnoci, lecz usta-
lone] oqutosm V i dlugosci [, ‘dla ktérych promien przekroju kolowego
mozna ‘opisat roéwnaniem

(2.4) L ¥ =ree(x;e),
w ktérym dana bezwymiarowa funkcja @ (x; &) okredla ksztalt pr@ta z doklad-
noscia do pewnej stalej e Stala ta bedzie parametrem optymahzacp Stala -

ro moze by¢ wyrazona przez objetosC preta; zalezy ona roéwniez od typu
funkcji o: y

: vV
= O

gdzie {f> oznacza érednia warto§é funkcii f(x).

@y

blt-c2)

X

W dalszym ciaggu zbadamy dwa typy pretdow .o . przekroju kolowym
(rys. 2), dla ktéryeh przyjmujemy odpowiednio

. 1
Sy (x5 8} = 1—zgg _)Ic_’ vgre(—o0, 1], (o) = 1"—591'1'?31

3 ' | 1
91 (xi) = I4escos 0, 5pe[0, 1), (oBy=1+45¢d
W obu ‘ przypﬁdkach zalozenie &; = 8.220 odpowiada pretom pryzma-
fycznym. :
W celu uproszczenia zaplsu wprowadmmy nastgpujace zmienne 1 para-
metry bezwymiarowe:

x 'wr 4nl4 IR A
i I §=T’ U=T ﬁ EVZ P T:‘E"}"‘, Gztog, A: Eto’
Slen s ep it g&k‘%~u2 e,

V¥ 0 Do EV Ty P R
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jest wielkogcia o wymiarze czasu i moZe byC traktowana jako jednostka
czasu. Na podstawiec (2.7} site sledzaca (1.1) napiszemy w nast@pujace]
postaci:

Al o Awlt

(2.8) B)y=BotBicosbr, fo= WP‘” By = s

P

'Wyrazamc pole powwrzchm i moment bezw%adnosm przekrcqu za pomoca
funkeii o (x; ) oraz uwzglgdnlajac podstaw1ema (2 7, rownanla (2 2) i (2.3)
napiszemy nastgpujaco:

1 4asza3v'+
oy @ | P \a T aear) |

v .. 1. ':Z'A;.Bzv.. o

ov 0% v
- (2.9) U(O,T}:%—(O,'c):(_)_, (qo agl)(l 1) =

d g%v. o P L
—_ =0
o (G aazaf)]}w
Przyblizonego rozwiazania zagadn_wnia (2.9) poszukujemy w postaci

n

2 i =2 a r)v(éi),

=1

gdzie »;(£) sa. danymi funkejami, . Spe}ma}accymx warunki. brzegowe (2.9),,
natomiast ¢; (t) sa funkcjami:szukanymi. Stosujac metode¢ Galerkina pod—
stawiamy (2.10) do réwnania (2.9);, mnozymy kolejno przez v; (&), j =1, 2,..

a nastepnie kazde z otrzymanych:réwnan catkujemy wzgi@dcm Ew gramcach
od 0 do 1. W wyniku otrzymujemy nastepujacy ukiad n réwnah rézniczko-
wych zwycza}nych na funkqe q1 {z):

21y X (A,} qJ—I-BU qﬁ—CU g;+Dy; g; cos 6'5) O i=1,2,.,nm,
B [
g@zi_e wprowadzﬁlsmy nastqpujace oznaczema:
R O 1 R . , 1 . . 3
1
(212) A=A, = < > jv (&) v; (sf)qo (£ 8)dg,

i

By =By )= .[“@w@w(a>&+ Tt

_/1_“
aRroa
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i

212) . 'A;«.f-."’—;'—f'bgf(é) 55 () (£ 6) dE,
[cd.] U <(p > P ‘
: . 1 ' 1
C C;J(S) o 2>2 jv”(é’) U"(Zf)(P (é g) di+ o J'Ui(é) v (£} d¢,
b 6 -
Dy= b, 5 2 (0) 550 dé

A

We wzorach (2.11) i (2 12) kropka oznacza rozmczkowame wzglc;dem T,
a przecinek rozniczkowanie wzgledem &

/eﬁ)

172

73

W podobny sposob mozemy oplsac model Zleglera [5] (rys 3. Na .
swobodny koniec modelu dziala sifa §ledzaca (2.1), ktéra spelnia takie
same warunki; jak dlapreta. Rownania ruchu modelu przyjmujemy w postaci

1 /1 d? 1 1 d
d* ¢,

' 1 1,
+ C1+C2—"2—P(f)l (Pi+§m21 er 4

r N 1 dq) 1 AR
S S :_+(‘:.8—T‘1ﬁb.z__>; dt2 gl_‘[“ffﬁ)li{z} @2 =0,
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1 d* 1 d
-.f—“; M, 12 u_—('oi+<ﬁ Tz+b2)“;%+cz Py =0,
gdzie 1, =[° T, i = 1,' 2, a pozostale paramefry sa ijas'nione na rjrsunku 3
Po zdefiniowaniu wietkosci bezwymiarowych:

] o
f=%\/‘cz"r, 0=1 /229, Fo=—B fi=_-B,

N 2 €2 2
o | I
=——P,
B o
(2.14) .
hy Cq 5 i i ;
s = 3 = Bi=_——: . l=]—=2:
7 . dl ) -[\/mzcz 111m202

wyrazimy za ich pomoca rownania ruchu (2.13) oraz silg (2.1):

1 /1 1I-/1 .
? (Tﬂ-i-l) Q'D.1+[B1+B'2+T (T T1+T2)] @+

Y AP 1 .. {1 ) 1
+('I’+ 1 5 ﬁ) P1tg O3 +_(§ T ‘Bz> @2 +(7ﬁ—1) p2=0,
(2.15) ' . '
1. /1 . L (1 .
g Pt s 1,— B, %__(914_176 P2+ 16 4B, j¢;+¢,=0,
B (@)= BotBi COS-Q—'E-
Kropka nad- litera oznacza rézniczkowanie wzglgdem T.
Jezeli wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

. — 1/1 - 1
4=, i=1,2, An:_("*ﬂ“l“l), A12=§,

T\4
L SRR &
‘ AZI_?a 7_A2_2 1‘69
1 /71 t
Bll—Bi"’{‘Bz‘!“I "4—T1+T2 y B12—§T1_B2,
— i )
\ BZl"‘?T2_B2a
(2.16)

e ‘ - 1
.Bzzzl—éTi+Bz,-‘. C11=l//+‘14—‘2‘ﬁo, 12 = oy o—1,
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R, — 1 = - 1 .
Ciy = 1., Dy —"z—ﬂb | Dy :—2“51,

to uklad roéwnan rozniczkowych (2.15) mozemy przedstawi¢ w identycznej
postaci z ukladem réwnan (2.11) dla n=2:

(2.17) Z(Auq,+B,Jq,+CUqJ+D,qucos6f) 0, i=1,2.

i=1

Wobec tego w dalszych rozwaZzaniach dotyczacych preta, w rozwiazaniu (2.10)
_ograniczymy si¢ do dwoch wyrazéow (n=2) i analize dynamicznej statecz-
noéci preta lepkospr@zystego i modelu Zieglera bedziemy prowadzi¢ rowno-
czednie. :
Na podstawie uktadu rownanh (2 11) mozna wyznaczy¢ obszary niestatecz-
nodci preta Jub modelu Zieglera. Dalsze rozwazania ograniczymy do pierw-
szego obszaru niestatecznosci, ktéry wystepuje .w. otoczeniu podwo;one].
najnizszej czgstoéci drgan wlasnych rozpatrywanego ukladu [2]. Czgstosci
wlasne wyznaczymy za pomoca uproszCzonggo ukladu rownan, ktory otrzy-
mamy przyjmujac w (2.11) 1 (2.17): By = Dy; = B;j=Dy;=0. S
_Granice obszaru niestatecznosci, czyli zaleznos¢ ﬁ1 1ub By od bezwymia-
rowej czestoscl wymuszajacej 0 lub & wyznaczymy w sposob standardowy [21,
poszukujac rozwiazan ukladu réwnan (2.11) Jub (2.17) w postaci

(2.18) O Fioos

E; sin ,
2

g (1) = i=1,2,

gdzie. E; oraz F; sa pewnymi stalymi. Podstawienie rozwiazania {2.18) do.
réwnan (2.11) prowadzi do ukladu czterech liniowych, jednorodnych réwnan
algebraicznych na stale E;, F;, Warunkiem istnienia niezerowych rozwiazan
jest zerowanie si¢ wyznacznika gléwnego (czwartego stopnia).tego ukladu
réwnan. Warunek ten, okreslajacy polozenie pierwszego obszaru nicstatecz-
noéci, ma posta¢

(2.19)
6,42,411+C11+JD;1 ‘1 A12+C12+D; %311 %‘B_jz
*%2/.421+C11+D; v—%iAu%—sz-‘rDz | %321 %Bzz | L
—%311 . ‘—%Blz Y, aa:A“+C“ D; %ZAIZQFCIZ Dia —
_%Bn ; _%Bzz , %£A21+C2,-.~93i, _TA22+CZ_2'“'—2-23.'

2o
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Jest to algebraiczne réwnanie 6smego stopnia ze wzgledu na czgstosc 8 sily
wymuszajacej (na granicy obszaru stateczno$ci). Rozwigzanie zalezy od wiel-
kosci By, By, & lub B, B, Y oraz parametréw preta lub modelu i jest
poprawne w otoczenin podwojonej najnizszej czestodci wlasnej rozpatrywa-
nego ukladu. O O L e

3. PARAMETRYCZNA OBTYMALIZACIA KSZTALTU PRETA.

- W niniejszej pracy . poszukujemy optymalnego ksztalty w klasie pretow.:
opisanych réwnaniami (2.6}, przy ustalonej ohjetosci i dhigoscei. Optymalizacja .
polega na wyborze takiej wartoé_ci_'_-_.parametru.,‘optyr,nalizacji e (tzn. &1 lub-g,),.
dla ktérej wartogé krytycznej amplitudy f, oscylujacego skladnika;, sily
sledzacej (2.8) jest najwigksza. ... I S TR

Obliczenia przeprowadzono przyjmujgc w (2:10) nastgpujace funkcje v, &)
1oy (&) [4],. ktore. spelniaja warynki brzegowe .(2.9): .o . o L,

BN m @S E et s g,

Réwnanie algebraiczne (2,19) rozwiazywano  numerycznie dla-czgstodci bliskich
podwojonej wartosci, najnizszej czgstodci drgan wlasnych preta, Przyjmowano
rézne. wartodci f, (mnicjsze. od stalej-sily krytycznej .obliczonej -na. podstawie,
kryterium kinetycznego z uwzglednieni¢in efektu dcstab,ilizacji'{_S]), a nastepnie,

151/ﬁ0
=0 02

o]l

]

2

B
sl
&

&

4
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' ﬁ]’ﬁu b0 ',30:52-

s

zmieniano. wartosm wspo%czynmkow ﬁumlema wewngtrznego i zewn@trznego
A i-I.- Przykiadowe. wyniki- zamieszczono na rysunkach 4. 1.5-<Wartodci -
wspolczynmkow thumienia. podane sa przy odpowiednich wykresach ‘Wykresy ,
ilustruja - znaczny - wplyw ksztal‘(u preta. . na.  jego. statecznosg; . szczegolnie
wkiasie pretow: stozkowych (przypadek . opisany wzorem (2. 6);). Optymalna
wartoécia, ztniennej optymalizacji jest ¢, = 1, co odpowiada pretowi: stozko-
wemu o zerowym przekroju na korcu swobodnym. Wynik ten jest nie-
spodzzewame t6zny od przypadku . optymalnego ksztaltu preta- éciskanego
stala sila §ledzaca, przedstawionego w pracach J. L. CLaupona [3] 1 J. Bia-
cruTA i A. GarewskieGo [1]. Préba optymalizacji w klasie pretow opisanych
rownaniem (2.6), nie podwyzsza tu krytycznej wartoéci f, przy tych samych
wartosciach fi, 4 1 I :

4. PARAMETRYCZNA OPTYMALIZACIA MODELU ZIEGLERA

Przypiszemy umownie objetoséé rozwazanemu modelowi Zieglera [4]. Pole
przekroju poprzécznego A (x) preta rzeczywistego, opisywanego modelem,
przyjmujemy nastgpujace: ' .

‘ [
A(x) A0+2(A1 0) %s _ xe(o’;Z)’

Ji S

(Y] ()
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gdzi_e Ag, Ay oraz n sa doda‘mimi statymi. Wobec tego oqutoéé

o 1 3n+1
( ) g v 4_(9 ! n+1)

Zwiazki pomigdzy sziywnosciami przegubow ¢, € Oraz odpowiednimi
polami przekroju poprzecznego Ao, A przyjmiemy W postaci [4]
(4.3) A =kei,  Ar =k,

gdzie k jest stala, a wspélk_':iyﬁhik 3¢ jest ‘okreé'lony za pomocy Wzoru na
przekrdj poprzeczny zalerny od wspohrzednej x. Na podstawie (4.3) objetosc
wyraza si¢ wzorem . Ll '

(@4 V= (1!/”+ ”“).

n+1

W niniejszej pracy rozwazafmy jedynie prety rownomiernie zbiezne, dla ktorych
x=1{2, n=13 .

Optymalizacja modelu Zieglera bedzie polegac na takim wyborze wartoscl
parametre ¥, dia ktore) wartosd krytycznej amplitudy P oscylujacego sklad-
nika' sity $ledzacej (2.1) jest najwigksza, - przy. ustalonych wartoéciach Fy,
] oraz V. Podobnie jak dla preta, rownanie (2.19) rozwiazywaliémy'numerycznie-
dla czestosci bliskich podwojonej najnizszej czestosci wiasnej modelu. Przyj-

mowali$my rézne wartosci Py (mniejsze od stalej sily krytyczne), obliczonej
na’ podstawie Kryterium® kinetyczoego: Z uwzglednieniem - efektu -destabili-
zycji [5]) oraz rozne wartoéci wspoczynnikéw thumienia. Przykladowe wyniki
przedstawiono. na rysunku 6. Na osi poziome] odlozono B = kI* % 9

s B

poniewaz wielko$¢ g zalezy od parametru | = ey /c,. Przyieto (k2 BV B=2,
a wartoéci wspdlezynnikow ttumienia podano na rysunku. Wplyw warto$ci -
parametru i na polozenie obszaréw ~niestatecznosci modelu Zieglera jest
znaczny, a optymalna wartodcia graniczna tego paramefru jest Zero.
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5. UwWAGIL KONCOWE

Przedstawione wymk1 pracy majq bez watpienia charakter wstepny,
stanowia jednak - ‘Pewne zZwrbcenie uwagi na problemy, ktéreé dotychczas
nie byly badane. Wydaje sig, Ze optymahzaqa ksztaltu pretéw narazonych
na utratg statecznosci dynamicznej prowadzi do wynikéw roznych od do-
tychczas otrzymanych w przypadke dzialania sit konserwatywnych, a nawet
nickonserwatywnej sity $leédzacej. W niniejszej pracy przyjgto sledzacy cha-
rakter sily sSciskajacej ze- wzgledu ‘na prostot¢ warunkow brzegowych (2. 3),‘

przypadku sity o sta}ym kierunku w przestrzem rozwazania komphku]q sig,
ponlewaz nie jest mozliwe rozdzelenie zmiennych: czasowej i przestrzennej.

Celowe wydaja si¢ dalsze badania we wskazanym w pracy kierunku oraz
ich rozszerzenic na inne elementy konstrukcyjne (np. plyty). '
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PE3IOME

TIAPAMETPHYECKA S OTITUWMHM3AITHA BAIKOVIIPYIOIQ CTEPHKHS M3-3A
OJUHAMUWYECKOR YCTOWYMBOCTH

B pabore paccmoTpeHa mapaMeTpyyeckas ONTHMH3AUMA (OPMEI KPOHIITEHHOBOTG CTEpE-
HA, CHKUMACMOIO CHCAKINEH CHNOH NepHOJHYECKH H3IMEHAIOMEHCS BO BPEMCHH, H3TOTOBICH-
HOTO H3 BA3KOYNpPYToro Matepmana (tmna Kenbpuma-@o#irta). Toumee npoasag3HposaHsi
- msa Tuna Qopm crepxkHA, PaccyxeHHS OrpaHHYEHH! DEpBOH 06NACTRIO HEyCTOWHMBOCTH,
8 Kak (GYHKHUA HEelH OPHHATA aMINMTYRa OCLULIHPYIOMEH COCTARIAIOMER cnemsnel CHibL.
s npEGIEKERHOTO pellenns 3a/avn mpumeHer MeTon Ianepkmpma. Amanorsunad npoGiema
.P_CI_HGHEI. TOXKE JU1S MOOenH 3urnepa. PesynbTaThl HIFOCTPHPOBRHGL AHATDAMMAML
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SUMMARY

" 'PARAMETRIC OPTIMIZATION OF A VISCOELASTIC ROD WITH
o RESPECT TO ITS DYNAMIC STABILITY =

‘Parametric optimization - of the shape of a cantilever vod i considered; the rod 1%
compressed by a-time-dependent follower force and is made of a KelvinAVOigt‘:viscoeiastic
m_ate_riai. Two types of rod shapes are analyzed in detal. Thc_considerations are .confined
to, the first instability domain, the objccti_"v'e.__fung:rtjon_ being assumed o be the amplitude
of the oscillating ‘component of the fofce. An approximate solution is” obtained by means
of the Galérkin method: ‘A similar problem is solved also for the case of a Ziegler model.
The results are. illustrated-by. graphs.” - T I Sr )
POLITECHNIKA KRAKOWSKA
INSTYTUT FIZYKI -

Praca zostala zlozona W Redakeji dnia 27 lutego 1986 r.






