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. W pracy przedstawiono ogdlne zasady kompleksowego modelowahia rozprzestrzeniania sig
sprezystych fal podhiznych w heterogenicznych pretach niepryzmatycznych, Zasady dotycza
modelowania wngtrza rdZniczkowego rozpatrywanege problemu, warunkéw brzegowych oraz
formy warunkéw poczatkowych Wyprowadzono je z warunku bezblednej aproksymacii
réznicowéj dla schematu z jawnym sposobem catkowania réwnania fa]owego wrzgledem czasu
‘oraz warunkéw wiernej aproksymacji procesu falowego wyznaczonego jako §cisle rozwiazanie
problemu.. Zastosowanic metody zlustrowdno przykladem wyznaczenia wspoldzialania fal
napregenia .z przegroda. odksztalcalng wmieszezong w ofrodku, warstwowym.

1:"WSsTEP

. Rozwiazywanie zadan rozprzestrzeniania si¢ jednowymiarowych fal: na-
prezen nie stanowi istotnego problemu. z matematycznego punktu widzenia.
Znalezienie jednak rozwiazania konkretnego zadania, formulowanego adek-
watnie do rzeczywistego problemu technicznego, moze byé niejednokrotnie
bardzo trudne i Zmudne. Jednym z elementéw komplikujacych poszukiwanie
rozwigzan jest .warstwowosé ofrodka. Konieczna jest wowczas wielofazowa
analiza procesu falowego uwzgledniajacego wielokrotne odbicia. Zadanie
mechaniki falowej nie jest tez zwykle celem samym w sobie, ale moze byé
czefcia szerszej analizy feoretycznej. Uzasadnia to potrzebe poszuklwama
metod rozwiazywania, od ktorych nalezy wymagaé przede wszystkim duzej
skutecznosci 1 przynajmniej zadawalajacej dokladnos$ci w poréwnaniu do
znanych metod analizy teoretycznej.

Ziozono$¢ problemow sugeruje stosowanic metod numerycznych Naj—
bardzwj znane metody zostaly opisane m.in. w pracy [1]. Oryginalny spos6b
analizy numerycznej procesow falowych w pretach warstwowych zostal
podany w pracy [2]. Wspodlczesnie podejmowane sq proby zastosowania
metody elementdéw skonczonych w, analizowanych zagadnieniach, Jedng z prac
traktujacych ten problem najbardziej kompleksowo jest praca [3]. Z pracy
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tej i innych wynika, ze na gruncic MES nie rozwiazano JeszCze poprawnie
czaso-przestrzennego przebiegn procesu falowego, np. [4]. Uwage skupia si¢
w zasadzie na ocenie uzyskanych wartoscl  wybranych’ wielkosci dyna-
micznych. '
Stosowanie metod mumerycznych wiaze si¢ Z dyskretyzacia ciaglego modelu
matematycznego. Nie jest przy tym wymagane nadawanie sensu fizycznego
{akiemu postgpowaniu. Zaproponowana W niniejszym artykule metoda roz-
wigzywania opiera si¢ na odmiennej koncepcil. Odmiennoé¢ ta polega na
akcentowaniu sensu-fizycznego dyskretnego modelu matematyCznego wynika-
jacego z jawnej metody roznicowe;. Otrzymuje sig w. ten sposob uzasadnienie
dla znanego fizycznego modelu dyskretnego rozprzestrzeniania si¢ fal pod-
luznych. Model ten to uktad mas sztywnych polaczonych sprezynami. W celu
wyprowadzenia zasad, konstruowania i drialania takiego modetu dyskretnego
analizowano warunek bezbledne) aproksymacjt rozNicOWe). Przeprowadzona
analiza umozliwila wyprowadzenie wnioskow odnoénie do caloksztaltu mode-
lowania: 1) dyskretne) postaci wnetrza rozpatrywanego problemy, 2} dyskretne
postaci warunkow brzegowych oraz 3) formy “warunkow poczatkoWych‘. .
W literaturze nie poswigcono uwagi takiemu ujgciu rozpatrywanego pro-
blemu. Ujecic to -prowadzi do. prostego algorytmu numerycznego - jawnej
metody rozpicowej dla ‘problemu rozprzestrzeniania sig fal . podiuznych.
Algorytm ten funkcjonuje bezblednie pIzy pewnych ograniczeniach dotycza-
cych klasy funkcii, opisujacych dane obciazenia brzegow. Jego realizacja
umozliwia otrzymanie wynikow w izolowanych punktach czasoprzestrzeni
2 dokladnoécia do bledow zaokraglen. Proponowana metoda pozwala anali-
zowaé zjawiska falowe W pretach bez koniecznoei $ledzenia ich w roznych
fazach ruchu falowego: Taka koniecznoéé stanowi zasadnicze srodio uciazli-
woéci metod analitycznych, szczeglOlnie przy analizowaniu pretow “wielo-
warstwowych. ' : : : o R

2. WARUNEK BEZBLEDNEJ APROKSYMAC}I ROZNICOWET " * = ¢

Analizujemy rOwnanie falowe dla 1ihi0Wstp;¢ijrst'ego'_pféta hiepryzma-
tycznego: o o : T L IO

gdzie _ N
fm L g .
P 'atl a,(axZ-l_x..@x){:

4 == u (x ) ozacza ptaemieszezenie oraz 4 = (Efo)" 2:predkosd fal sprezystych
W precie. U ' i Colfeariadn
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Niepryzmatycznos¢ pregta w rownaniu (2.1) okreslona jest zmiana pola
powierzchni jego przekroju poprzecznego A4 (x) wedlug wzorow
: A (x+dx) = A (x)+dA (x),
(2.2) ) L )
dA (x)=24 {x) —dx.
]
Zakladamy, Ze w ogdlnoéci maja miejsce pewne warunk1 poczatkowe ,
i brzegowe. .
Rownanie (2.1) mozna napisa¢ w nastepujacej postaci réinicowej:

n+1_2u +un 1 __a2( 1 zu +u + 2 u§+1——u?1)=0,

23 ;
@3) Atz sz jAx 24x

gdzie
W= u(dx,ndt), j=1,2,3,.,J, n—01,2,.

Zastosowame metody I‘OZHICOWC_] w celu rozwigzania rownania r67niczko-
wego wymaga okreslenia réznicowego operatora catkowego T (d¢, Ax) wiaza-
Cego. poziomy Czasowe 1 przestrzenne :

(24) o Wl = T (4, Ax)u

Za pomoca tego operatora wyznacza si¢ rozwiazania w okreslonych
punktach siatki czaso-przestrzennej. Przy czym uzyskiwane wartosci rozwiazan
sa w ogolnosci obarczone pewnym blgdem w stosunku do rozwiazasi écistych
problemu rézniczkowego. Jest to blad metody réznicowej zwany inaczej
bledem aproksymacji réznicowej. Ogélnie blad aproksymacp rozmcowej 84,
wyrazxmy w nastgpu]qcej postam :

‘(25) , : ea=L,ulx,t)— Lu{x £),

gdzie L, oznacza operator réznicowy odpow1edm dla rownania (2.3} oraz L
operator rozmczkowy (2.1).

Blad &, moina oceni¢ rozkladajac poszczegolne skladniki réwnania (2.1)
i (23) w szereg Taylora. Podstawiajac nastepnie (2.1) i (2.3) do (2.5) otrzy-
mujemy po przeksztalceniach

=4,5,8,

| e A Ful L Fu
(2‘6) -£A=k ZE!W(ALJ( —at-k—-l,—a Ax axk ' .—,

—az =

2 i Ax*¥1 gy
T : - X y=357,.. kI ooaxt |

7v Mozng: - wykazac, metodq undukcp 78 Jezeh u jest rozw1azan1em roéw-

nania (2.1); to- spelnia rowniez nastgpujace réwnanie- - R T
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o PP R 28 uait .
en fl‘-—ak(auﬁifﬁa “):0,___

. ot ot x ax Tt

gdzie k jest dowolna liczba parzysta wigksza ‘od 2. Rownanie (2.7) Jest
produktem (k — 2)/2-krotnego dziatania operatorem rozniczkowym L na rOw-
nanie (2.1). LT

Podstawiajac (2.7) do (2.6) otrzymujemy ogdlng postaé bledu aproksymacjt
dla rOwnania (2.3): SR T S e

LB s : 1. a"u 1 £=;ak;::1u
28 R . dor o k—2 k—2__ KTV — I LR RS N
( ) Sﬁ .k:4’z6‘:8.”“ 2a (At a ‘ A [k‘. B)Ck_+ X(k—‘l)‘ axk—l

Wymaganie znikania bledu aproksyinaéji roanicowej £, = 0 prowadzi do
zaleznosci
2.9 Ax = adt.
Wynik ten jest poprawny rowniez W przyﬁadku ;iréta'ﬁr'j}zmatycznego.

. Wyprowadzony warunek bezbledney aproksymacji: roznicowsi- (2.9) wska-
zuje ‘peina zgodnosc sformutowania réznicowego z rézhiczkowym. Oznacza

to, ze w izolowanych punktach czaso-przestrzent rozwiazanie problemu rozni-

cowego 1 rozniczkowego jest identyczne. Konsekwencya zgodnoéci W sensie
dyskretnym jest zgodno$¢ operatora roaicowego z rozniczkowym W przejéciu
granicznym, €O mozna ‘napisac nastgpujaco:

2100 . 1im lm T{At, 41 _ o

b g0 At

Operowanie warun jem bezbledne] aproksymacji W procedurach numerycz-
nych nie wyklucza wy_stqpowania bledow zaokraglef Z uwagl na nieidealnosc
komputera. Ze wrzgledu na bezbiednos¢ operatora roznicowego dzialajacego
na podstawie (2.9), bledy te niec moga Przy przejsciu. Z kroku na krok
czasowy zmieniad sig inacze] niz zgodnie z charakterem"ronaianego‘_écis’(cgo
rozwiazania problemu rozniczkowego. Nie ma wigC 'potrZeﬁy‘tonazahia
Kryterium stabilfiodé rozwidzania, co jest ogblnic konieczne wobec trudnoéci
spelnienia warunku bezblednej aproksymadji. Ogodlna stfatégia'postqpowania
przy niespetnieniu wymienionego warunku Wymaga stosowania  zgodnej
aproksymacjt réznicowe] problemu ro6zniczkowego i speinienia odpowiedniego
kryterium stabilnosci. Zapewnia fo zbiezno$é rozwigzania nUMErycznego; co
wynika z twierdzenia P. Laxa © ekwiwalentnosci [5). R

W rozpatrywanym przypadku mozna wykazaé, 7€ warunek bezblednej
aproksymacji (2.9) zawiera si¢ W warunku stabilnofci rozwiazania. Dla dowodu
tego faktu wykorzystamy ogblng teorig Konstruowania warunku stabilnosci

wylozona w. pracy [5]. Pokazano tam,. & warunek stabilnosci, wymaga .

7badania wartoscl wlasnych macierzy przejscia: G (4L, Ax, k). rozpatrywanego
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zagadnienia réznicowego. Okazuje sig;. Ze macierz ta dla zagadnienia rézni-
cowego (2.3) jest w postaci. :

| 1, b+bi
(210 G(At,Ax,k)m.[ci,__ . lwchrba]’
gdzie
T 2 .
""" = adt sm—I—kAx,
Ax 2
b= 2adt cos — kAx,

oraz k=1, 2,3, .. oznaczaja numery koicjnych modow Fourlerd Rowname
charakterystyczne “tacierzy G (At, Ax, k) ma postaé

A2-24A+1=0,

A At
A=1-2 adt sin MkAx+ 4 isin kAx.
Ax Ax )

gdzie

Rozwmzame rozmcoWe b@dzw stabllne ]ezeh prormen spektralny R
@12) o R=max |A].<
Warunek (2. 12) }est spclmony, jeseli
a* At? 1
<
Ax?

PRI

(2.13)

i 1 1
51112 -—2w kAx+~j~f cos? ) ff.ﬁ!x

W przypadku: préta ﬁiepryzrriatycznego bez wierzchotka nalezy rozwazac
(213)dla j = 1. M1n1ma11:zaqa prawe] strony 2. 13) prowadz1 do nierdownodci

(2.14)

w ktorej zawiera si¢ wymagame bezbigdnej aproksymacgl Identyczne wyniki
olrzymujemy w przypadku rowndnia faiowego dla prgta pryzmatycznego.

3, MODEL DYSKRETNY WNETRZA NIEPRYZMATYCZNEGO PRETA SPREZYSTEGO

Mozna wykazac ze forma rozmcowa (2 3y wymka z nast@pu]qceg(} ukladu

A T UL S A__ ‘O"! .—.Aj+‘ (T_?Jr_
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(3.1). Attt = At b AL,
 [ed] .
- .- . u?Jrl — uj?‘+Auj,3’"+1,
“““ . +1 +1
ot = wiZ U B
,_1 = —_—
i~z Ax ’
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gdzie Au}" " oznacza przyrost przemieszczenia j-tej masy wedtug parabolicznej
) pola powierzchni przekrojow

aproksymacji wzgledem czasu oraz Ap s Aje
poprzecznych preta odpowiadajace wspblrzednym x;— . = j——2—> Ax 1 x50 =
= (1LY 4
=/t ) 4x.

stepujacych

Zgodnie' 7 (2.2) te pola powierzchni obliczamy za pomoca na

wzorbw roznicowych:

B Ay = AjEAA.,
3y | .
) . AA: :ZAJ’—.__)MC_
b

nowig dyskretna forme réwnania
owania roznicowego oraz warunek

W ukladzie (3.1) kolejne rownania sta
wiste, ze rownania (3.1)

ruc;hu, wzory wynikajace z jawnego sformut

liniowej sprezystosci dla malych odksztalcen. Jest oczy
opisujafunkcjonowanie modelu dyskretnego przedstawionego na . Iys. 1

Rys. 1

W modelutym _"d}a wygody_'prrowadzo_go jednakowa numgra_cjé sprezyny
i poprzedzajace] masy. Oznacza 10, Ze W algorytmie leiczieniOWim indeksy
~potowkowe” j——?j i j+— w rownaniach (3:1) sa zastgpowane indeksami
catkowitymi, j—1 1] 2 ‘d&powiedniac interpretacja. = o
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Aby omawiany model dyskretny poprawnie symulowal dokladne rozwié;
zanic musi spelnia¢ warunek bezblednej aproksymacji rdznicowej (2.9).
Wielko$¢ sztywnych mas w modelu dyskretnym nalezy zatem ustalac wedlug
wzoru

33 ) T AmJ = A; adto.

Bezbledne funkcjonowanie modelu dyskretnego rozwaianego Zagadniehia
zalezy nie tylko od odpowiedniej. konstrukcji jego wnetrza. Konieczne jest
rOéwniez zaproponowanie wlasciwych modeli warunkéw brzegowych i formy
warunkoéw poczatkowych co przedstawiamy w dalszej czedci pracy.

4. MODELE DYSKRETNE WARUNKOW BRZEGOWYCH

Ponizej skonstruujemy modele dyskretne warunkéw brzegowych dla prze-
krojow preta, w ktérych zachodzi skokowa zmiana wlasnodci fizyko-mecha-
nicznych. W szczegdlnych przypadkach tych modeli otrzymamy modele
brzegdéw swobodnego albo nieodksztatcalnego. Uwage skupimy na warunku
brzegowym dla przypadku preta pryzmatycznego. Nie jest to ograniczeniem
rozwazan ze wzglgdu na lokalnos¢ tego warunku w sensie przestrzennym.

Model fizyczny rozwazanego preta ilustruje rys. 2a. Propozyc:JQ odpowied-
niego modelu dyskretnego przedstaw1a rys. 2b. W modelu tym zawarto zasadg
bezblednej’ aproksymacp roznicowej na ‘obu’ rozwazanych ‘odcinkach preta,
przy zachowdniu stalego kroku czasowego At. Na granicy warstw s—s przyj-
mujenty mas¢ brzegowa Amy,, ktérej wielko$é wyznaczamy z warunku zacho-
wania masy globalnej pretéw oraz warunku ciaglodci naprezen:

(41) as,r (t) — O-s,r+1 (t) = O-s (t)

Indeksami r, r+1 oznaczono numery odcinkdéw preta, sasiadujacych ze soba
na granicy s—s. Przyjecie zwarte] masy brzegowej obejmujacej clementy
stykajacych si¢ pretéw zapewnia tozsamoscmwe spelmeme warunkow zgod-
noéci przemieszczefi:

(4.2) , Uy (8} = tgph () = U (2).

Dla okredlenia. masy. brzegowej rozwazamy falg rozprzestrzeniajaca sie
w.pret niezaburzony. Naprgzenie o, (¢) jest suma naprgienia padajacego
o, (f) 1 pewnego naprezenia odbitego na granicy warstw o (f). W mechanice
faiowej znana jest scisla relacja pomigdzy amphtudaml naprezen a,(t) o, (1)
Dla’ naszych potrzeb wykorzystamy t¢ relacje z dostosowamem oznaczen
jczasowych do’ sposobu funkcjonowania modelu dyskrctncgo

o ;o
ey i

el

.O'r+]t (tS) ‘=.'Us,(fz)r f r;(‘tl) +1 Lo x L, -;.: TR
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- @) model Fizijezny: .
- s

— g ————

o tdrg -t

1 . . T
arfr . ! Tpst et

Kierunek
) E— j——

Fali Gp- 7| Osr f-"'s,m'fI Grst -
.o . .1 1 L
- - df 4-dt 4 — — 1
£, oty .
Lo IS

b) model dyskretny :

“Ap % Lreq 1

At At At At At 1
-'.—+-z— '-_~+!‘-.—_"_+._'i"'.'"_+_._“‘""_' R
o e ERL —r":'-rf'_-:': “Zpat = Upiq _(A‘f—Z/ﬁ’f-)

l _

i

|
I
i
|

|

i

e Ame o bAmyp Amy
i
]

P Gpyy Oy
a, gy _
oraz gdzie czasy ty, i, t3-okredlaja koleine polozenia czota fali naprezZen,
przy czym t, = ty+dt, ty =ty +di, dx, = a, dt, dx, = a, 41 dt, rys. 2a
Ogolnosé wrzoru (4.3). wynika z- przyjetej. do’ rozwazan: ogélnej .postaci
fali; tj. u; = A; cos (wt —k;x). Masg brzegowa Amy,- mozna: -wyrazi¢ na:pod-
stawie zasady zachowania masy. za pomocy ‘parametru-z, rysi2b; -

R Lo T

.. - R

(@4) g8 _. Amb‘, :er+(At—;).a,-+1 Qr+i‘

Dla modelu dyskretnego przy zalozonym kierunku fali obowigzuje zgodhie
z (3.1) wzbr s ' S S
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. - - +1 PR SRR e
(4.5) ) o ‘G.?'H T Am Tot1 Qe+t .

Wzor (4.3) napiszemy wpostaci’ dyskretnej -

206,. L =—‘. o
a.rl+1 -

v pb'r(’)‘\irhaﬁia.p-fa\;ych'stron (45) i (4.6) otrzymamy poszukiwang wartogé
parametru z:

47 z = 7 Ax,. |
Uwzglgdmajac (4 7) w (4. 4) otrzymujemy wmikosc masy brzegowej

(48) o Ambr: (Am +Amr+1)

Przedstawione rozumowanie, jest réwniez, poprawne .dld fali porusza;acq sig
w kierunku przeciwnym do zalozonego na rys.. 2.- Wykorzystujac, wige zasade
superpozycji oraz zaleznoéci analogiczne do (3.1), otrzymamy .ogdlne. rozwia-
zanie zagadnienia przejécia fali hapreZzef przez granicg s—s. Wrykorzystanie
w modelu masy brzegowej zgodnie z (4.8) zapewnia bezbledna realizaci¢
dowolnego procesu falowego w pretach warstwowych, Omawiany model
warunku brzegowego nie umozliwia bezposredniego okredlenia naprezen na

B

/ar+1 PI‘;'I""’." g
- Uamg, =0

Ambr“"‘ oo

___._r._..........__.-,- |

 Gpeqpree=0
] . Ambr—USAm,- - ._
o ,-__Am,-t,,

UEAmP Amr Amr Am

__ _‘L...‘ e ...'..,'_;. _ _____;“ =_-

FERSSE AN R RS VAN RyS 3
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granicy warstw, a tylko w odleglosciach- 0,5 Ax, oraz 0,5 4x,,, od granicy
s-s. Jednak dla malych Ax, i Ax,,, ‘mozna otrzymac wystarczajaco dokladne
oszacowanie naprezefi o, (t). :

Jezeli zachodzi potrzeba uzyskania naprezes- dokladnie na granicy warstw,
to wystarczy tylko odpowiednio zinterpretowaé i wykorzystaé rozwiazania
otrzymane w omawianym sasiedztwic granicy warstw. Adekwatnie do przyie-

tych oznacze interesujace nas naprezenic nalezy oznaczyé przez o't |
Naprezenie to wyznaczymy stosujac odpowiednio zasadg zachowania pedu:

Am,

At.

(4.9) oit =0+ " —vih),

n+ 1

gdzie o' oznacza predkosdé czesci masy brzegowej nalezacej do warstwy r .
oraz vy, - predko$¢ masy brzegowej: : : SN
- Przyjmujac %, =0 i ¢",; =0, po. przeksztalceniach otrzymamy, ze

ot = 2;’1 a;’; co $wiadczy o poprawnodci wzorn (4.9). Mozna zauwéiyé;
Ct’l‘

ze w przypadku szezegdlnym omawianego zagadnienia dla o, > 00 OfrZymamy

model dyskretny brzegu nicodksztatcalnego: (rys. 3a). Natomiast przyjmujac

%, = 0 otrzymamy model' dyskretny brzegu swobodnego (rys. 3b). - - .

" 5. ROZNICOWE WARUNKI POCZATROWE

Dyskretyzacja czasu powoduje przesunigcic o krok skutku w stosunku
do wywotujacej go przyczyny. W takiej sytuacji Scisty warunek poczatkowy
przeksztatca si¢ na warunek dotyczacy kroku poczatkowego. Pod pojeciem
sformulowanie réznicowe warunku poczatkowego bedziemy rozumieli okres-
lenie sposobu wprawicnia w. ruch- mas i:‘;_lji'()itlelu dyskretnego. Okazuje sie,
ze dla rozpatrywanych: modeli dyskretnych: sposoby te zaleza od charakteru .
przyczyny wywotujacej ruch® poszczegdlnych mas. Wyrdzniamy tutaj dwa
podstawowe przypadki: 1) przyczyna ruchu okreslonej masy modelu pochodzi
Z jego wngtrza, 2) ruch jest wywolywany bezmasowym obciazeniem brzegu
_ swobodnego. Przypadki powyZsze omowimy szczegdlowo. '

- PrzyrPanrx 1 - o

Zakladamy, 7¢ fala rozprzestrzenia si¢.w obszar niezaburzony. W chwili.
t" = ndt zaburzenie ‘dociera do nieruchomej masy j = n. Wyznaczenie po-
czatkowego przemieszczenia tej masy wymaga wlasciwego okreslenia AujZ!"
Stosowana metoda roéznicowa, dwuwarstwowa wzglgdem czasu, nie cechuje sig-
»Samostartownoscia”. Ze wzgledu na idealne wiasnodci sprezyste materiatu
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preta nalezy wymagac spelnienia warunku bezblednej transmisji oddzialywafi
wewnairz modelu: : : - :
(5.1 4o
Majac na wrzgledzie, Ze zgodnie z (31132

A AN B
Amj . Ax’

(52) 7= (“u’}lé‘"+

(5.3) o S AuL =0,

Uzyskany wynik umozliwia wykorzystanie formy (3.1), w calgj procedurze
bez wyr6inienia chwili poczatkowej dla kazde) masy modelu. MozZna zau-
wazyé, ze warunek (5.3) jest inny niz dla’ typowego ~zadania dynamiki
w sformutowaniu réznicowym, z ZErowym warunkiem poczatkowym dla
predkoéci. ’

otrzymujemy na -pécistawie (5.1)

Prz¥PADEK 2

Rozpatrujemy model dyskretny swobodnego brzegu preta. Model ten
jak wykazano w p. 4, jest szezegolnym przypadkiem modelu brzegu o skokowo
zmiennych impedancjach {4m, = 0) (rys. 3b). Symuluje on poprawnie odbicie,
fali rozprzestrzeniajacej si¢ z wnetrza preta. Stad wykorzysta¢ nalezy wypro-
wadzony uprzednio warunek {5.3), tj. Aui 1° = 0. L

Dodatkowym postulatem jest wymaganie, aby w modelu propagowal sie
pozadany proces falowy, stanowiacy dobra aproksymacje rozwiazania §cistego
roéwnania (2.1). Okazuje sig, Zze postulat ten nie moze by¢ spelniony, jezeli
tylko aproksymujemy schodkowo dane obciazenie p (1) i taka aproksymacje
potraktujemy jako obciaZzenie modelu. Wystepuje. konieczno$é odpowiedniego
modelowania obciazenia zewnetrznego. Wynika to z faktu, Z¢ masa brzegowa
modelu jest réwna 0,5 4dm,.q, @ funkcjonowanie modelu jest opisywane: co
krok czasowy At. W tym celu dane obciazenic p () nalezy aproksymowac
z nadmiarem {niedomiarem) albo usrednic przedziatami z- jednoczesnym
przesuni¢ciem o krok At Otrzymuje si¢ w ten sposéb Py (£"),"ktore zgodnie
z . idea naprezeniowego warunku dla brzegu swobodnego o (0, t)=pAt) -
umozliwia ustalenie odpowiedniego warunku dla problemu rdznicowego:. ..

(54) . . . Gnu+i=PA(I").

. Przestrzennie - warunek ' ten odnosi_ sie do pierwszej. sprqzyny mocfelu

i powoduje, Ze do jego-wngtrza propaguje si¢ bezblednie przyjeta aproksy- .- .

macja obciaZenia p (t). Spetnienie warunku (54) wymaga okreélenia odpowied
niego: obciazenia I (1") dzialajacego na masg brzegowa modelu. Obciazenie:
nie moze by¢ identyczne z Py (¢").. Z analizy zaleznodei: (3:1) PrIy W
rzystaniu (5.3), mozna ustali¢- poszukiwane obciazenie e
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~ Zaproponowany sposob’ modclowatia - oddziatywania - bezmasowego ' na
brzeg “swobodny “zilustrowatio na-tys” 4. Linig - “ciagli- oznaczonio zadane
obciazenic ciaghe ~p (1), ktére podlega translacji o' kroku' At i aproksymacji
schodkowej. Aproksymacje P, (' 1), ztealizowane z madmiatem albo. usred-
nione ‘przedziatami, przedstawions na: rys. 4a°i-b liniami kropkowanymi,
Wiasciwie dla tych ~sytuagji - obciaZenia " zewnetizne - B, {(t") dla; modelu - s3
oznaczone liniami przerywanymi - -~ v oD o

T

B R

P ) 0SB (TP @] dlan= 523,000
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L wiy e
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6 PREYKLAD ZASTOSOWANIA METODY"
©T W celu zademonstfowania - skuiteczioddi proponowanej metody modelo-
wania’ dyskretnego; rozwiszemy zadanie wspodtdzialania fal naprezenia z prze-

groda odksztatcalng umieszezona w oérodku warstwowym. Zadanie to bgdzie '

réwnieZ ilustracja konstruowania modelu dyskretnego danego zagadnienia
falowego “7a’ poimocy ‘modeli opisanych-wi-p. 3;:4 i 5. -Obszerne -oméwienie

poéfe‘bnbgii??_:zadania'-’z‘néjdujé sig W “pracy [6]:*Schemat - zadania - ilustruje .

rys. Sai B Getat e S cioe U IR o vt
Przegroda M chatakteryzuje si¢ masa- jédnoétkows 'm’ przypadajacd na
jednostke ‘pola -"‘powie‘r'zchni“. oraz impedaricia ay gy Ofrodek “sasiadujacy
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WARIANT— 1

a . plt)= Pm("‘“"‘
IR

 Qg=T150m/s
p=2050kg/m®

.y =3000m/5

T pweanokg/m® | M

el e

S 503 =7000m/s
p3=2100kg/m®

M=m/o,psT '=0'0'4 'A,,=g¢mz g

WARIANT—Z?I.; 1 Qzpg = == ; pozostafe dane jak w wariancie, 'f ' ST

WARIANT—& . worstia 2-ga i 3-cia jesf prgzmaryczna, poza.sfat
dane jak w war'fancre ‘1 .

RYS 5 Sf

z przegroda M ]est trcuwarstwowy Warstwv; plervqsza i przegrodeg anahzu]e sie
jako prét pryzmatyczny Natomiast warstwe: druge; 1Utrzecza= przyjq‘ro w postaci
preta, mepryzmatycznego “Warstwe . trzecia bgdklemy traktowac jako pol-
przes‘rrzen*«h3 — 00, Nlepryzmatycznosc warstwy dr_ugle _1:‘trzec1ej okreélono
zgodme z ‘metoda Lubimowa : 'i_iozona‘ w pracy: [T} W mysl tei metody,
zmiang: powierzchni przekroju ipoprzecznego warstw A (2) ‘wyznacza si¢ ze
‘wzoru A'(z) = Ay 2?22, pdzici zo jest parametrem dowiadczalnym, 4o = A {0).
Przy]mujemy, Ze na zewne;trznej ‘powierzchni pierwszej warstwy dziala obc1a—
Zenie w postaci
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L
pm(l—?) dla 0t <1,
(©1) p(t)={0 dla t>7.

Rozpatrzmy trzy warianty zadania, ktore charakteryzuje rys. 6. W wariancie
11 2 warstwe druga i trzecig analizujemy jako warstwowy pret niepryzma-

pret pryzmatyczny, i

Poszukujemy reakeji wspoldzialania przegrody z osrodkiem warstwowym
o, {t), o, (1), rys. Sa Otaz przemieszczen jej podstawy U, (przekroju z — 0).
Zgodnie .z rozwazaniami- zawartymi w p. 3, 4 i 5 model dyskretny rozpatry-
wanego zadania bedzie. mial posta¢ jak na rys. 5b. Model ten jest zlozony
ze znanych juz modeli: 1) modelj wnetrza poszezegdlnych: warstw, 2} modelu
brzegu swobodnego z° obcigzeniem bezmasowym oraz 3) modeli granic
warstw, w ktdrych zachodz skokowa zmiana impedancji.

Zadanie rozwiazuje sie stosujac odpowiednio ‘zaleznosci ‘réznicowe (3.1).
W wariancie 3 istotnie uproécimy proces liczenia, jezeli zamiast sukcesywnego
rozbudowywania modely warstwy trzeciej (rys. 5b), bedziemy obliczaé reakgje
Z nastepujacego wzorn: S ' .

(62) Cec e T .-q;:zvzmba a3 @3.

Rozwiazanie zadania W_":postaci wykresow iluétruja rysunki 6, 7, 8. Otrey-
mane wyniki wskazuja istotny wplyw wlasnoéci warstw w podiozu przegrody
na jej przemieszczenia i reakcje wspoldzialania. .

—_———— Wariant 1°

o

vt s e, ngjani_‘z

_——— _Warfan'r 3¢

Rys. 6
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7. ZAXONCZENIE

W pracy przedstawiono spccyﬁczne podejscie do numerycznego rozw1qzy—
wania jednowymiarowych, niestacjonarnych zagadnieri falowych. Myéla prze-
wodnia tego podejicia jest akcentowame sensu fizycznego dyskretnego modelu
matematycznego. W cfckcie otrzymuje sig’ ‘bardzo proste flzyczne modele
dyskretne rozwigzywanych zagadnief. Funkqonowame tych ihodeli_opisuja
zaleznoéci wynikajacé 7 jawnej metody réznicowej, przy zachowaniu warunku
bezblednej aproksymacji. Omawiane modele dostosowane sa:do rozwaZzania
fal silnej nieciaglodci. Fala stabej nlec1aglosc1 moze byé ze skoficzona doklad-
nofcia aproksymowanaschodkowo." Istotng zaleta proponowanego modelo-
wania Jest caikowﬁa 11kw1daqa trudnosci; zwu:;zanych z_wiclofazowodcia
procesu fanwego szczegolme przy analizowanit pretow wwlowarstwowych

Przedstamone zalety modelowania fizycznego. mozna ‘wykorzystaé w
znacznic szerszych analizach, fia przyklad w analizie’ zde::zen Wlelokro‘mych
pretow lub procesu kaw1tac;1 oraz w zagadnieniach” wspo%dmalama odksztal-
calnej konstrukql z oérodkiem warstwowym Pewna modyfikacja proponowa-

nego sposobu modelowania pozwala konstruowad rozwigzania mchmowych

zagadniert falowych z wystarczajaca dokladnoscia.
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MPOTIECCOR B VIIPYTHUX CAOMCTRIX HEMNPH3MATHUYECKHX CTEPXKHSAX

B pabore mpexcramnensl oflme TPHANANEL KOMIIGKCHOTO MOHEHHPOBAHNA PACIPO-
CTPAHCHEA YHPYIUX NIPOJIOJBHBIX BOJNH B TETEPOTEGHHBIX HENPHSMATHYECKEX CTEDXHMX., IIpHu-
IHIEL KACAXOTCA MOZEMHPOBAMA BHYTPeHHeH ofiacTH paccMarTpusacmoll ma(depeHmmanbHoi
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npoGieMsl, TPAaHMUHBIX YoROBHH H (GopM HavadpHBIX yonoBHA. Oux BRIBENEH M3 YONOBHA
Gesomuboysoil pPasHOCTHOH ANNPOKCHMALEH AJIA CXEMB ¢ SBHBIM CHOCOOOM WHTEIDHPOBAHEA
BOJHOBOI'C YPABHEHHA N0 BPEMEHH, & TAKKe ycfosuH xoHGopMAEOR ANDPOKCHMAIHHN BOJHOTO
[ponecca, ONPeJENeHHOTe KaK TOYHOE pemmenme mpobnemel. llpHMenenne MeToaa WANKOCTPH-
POBAHO UPHMEPOM ONPEIGTCHEA E3aMMOEHCTBHA BONH HATIpAXEnHA © JjehopmEpyemMol
nperpaRoi, DoMeIeHHoH B ciomcTod cpene.

SUMMARY

A METHOD OF DISCRETE MODELLING OF PROPAGATION OF ELASTIC
LONGITUDINAL WAVES IN NON-PRISMATIC HETERCGENEOUS BARS

The paper deals with gemeral principles of complex modelling of propagation of the
elastic longitudinal waves in non-prismatic heterogeneous bars. The principles refer to the
modelling of the differential interior of the problem and the boundary conditions and the
form of initial condition. They are derived from the condition of vanishing of the difference
approximation error and from the conditions of accurate approximation of the wave process
determined as the exact solution. An example concerning the interaction between the stress
waves and the deformable plate placed in a layered medium is given to illustrate the
application of the method proposed. ‘

WOISKOWA AKADEMIA TECHNICZNA

Praca zostale zlozona w Redakcji dmia 23 kwietnia 1986 1.





