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DRGANIA WYMUSZONE PLYTY O SREDNIEJ GRUBOSCI

WACEAW SZCZESNTAK (WARSZAWA)

W pracy analizowano drgania wymuszone plyty izotropowsej o fredniej grubosci spelnia-
jacej warunki brzegowe swobodnego podparcia. Rozwigzanie polegato na wyznaczeniu trzech -
nieznanych funkcji w, x., 7, Funkcie te spelniaja réwnania rézniczkowe odpowiednio-

_czwartego 1 drugiego rzgdu. Wyznaczono trzy pasma czestodci drgan swobodnych. Wyniki
rozwigzania podane zostaly w formie podwoinych szeregow. Obcigzenie ciagle lub skupione
Jest harmoniczne lub nagle przylozone do plyty. Analityczne wyniki rozwigzania zaprogramo-
wano na mikrokomputer., Praca jest ilustrowana tablicami i rysunkami. i

1. WsTEP

Drgania wymuszone plyt o éredniej gruboécif staly si¢ w ostatnich litach
przedmiotem badari wielu autoréw w réznych osrodkach, Stosunkowo naj-
wigksza liczb¢ prac stanowia pozycie dotyczace drgati owych plyt pod
przesuwajacymi si¢ obciazeniami [1, 2 i 3]. W dostepnych opracowaniach .
nie znalaztem analizy dynamicznej plyty pod wplywem nagle przylozonego
obcigzenia. Niniejsza praca jest propozycja wypelnienia tej"luki. Rozpatrywaé
bedziemy prostokatng plyte izotropowa i jednorodna o stale] grubosci A
Przyjmujemy warunki brzegowe swobodnego podparcia tzw. typu pierw-
szego [4]. W opracowaniu stosujemy w zas‘adzic teorig [5], modyfikujac
ja jednak przez wykorzystanic pracy [6]. Wspolczynnik $cianania x w zasto-
sowanej teorii wynosi 5/6 i jest taki samr jak w pracy [8]. Krytyceny
przeglad roznych teorii plyt o $rednigj grubosdci mozna znalezé w pracy [7]..
Zgodnie z rys. 1, rozpatrywal bedziemy trzy przypadki obciazenia bez-
masowego i pionowego. Wielkos¢ obciazenia jest ustalona. W -opracowaniu
podano rozwigzanie dynamiczne plyty w przypadku obciazer harmonicznych.
Odpowiednie przejécie graniczne pozwoli na analize dynamiczaa w przypadku
naglego przyloZenia obciazenia. Wprowadzajac trzy nieznane funkcje w, ., x,
w wyniku zalozenia u, = w, otrzymano dynamiczny uklad réwnas rozniczko-’
wych czastkowych zblizony do ukladu réwnafi teorii Ambarcumiana. F \inkcje
Xe Xy odpowiednio wyskalowane, okreslaja sily poprzeczne w plycie.

, Naprezenia styczne mozemy okréélic zaktadajac ich paraboliczny wykres
na grubodci piyty [11 i 12]:
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. Rys. 1. Wspblezynniki rozwinigcia obciazenia trzech typow obciazenia
q (x’ ¥, t) = Z Z Qm,n (t)fm.n sin Oy X sin ﬁn ¥,
mon

mi He

4P
! ﬂ"vR:_Siﬂanaxﬂ sin B, yo. %mT ﬁn=m$ manﬁls 3,5,
ab a b

4P . . [ _ P -
sin T _sin O Xo S0 By Yo G0 = 7S P=2q4,c¢;
!

fm.n =

amch

mnc

. » ‘ P
2 sin o, Xosin B, o, P=4qocd, qo=
e mncd .

ded
Txzl - | ‘E \ V hz. Xx
(D {TW} —2(1-v) (Z?—T) {Xy}m

Odpowiednic jednostkowe odksztalcenia postaciowe wyrazimy wzorami

1 ou,  ou, )

4P ) ) 4
Jan= —g=—sin sin 22

(1 2) Vxz _XI %,Waz 0x | -l_ | o _ 1 (z_ﬂi‘? Ax
" _i'_";ﬁ+%“‘_—(}'1ﬂ_.l—v 1) S
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W pracy uwzglednimy wplyw naprezenia o, Zakltadamy, Ze obcigZenie
znajduje si¢ na goérnej powierzchni plyty. W przypadku zagadnienia statycz-
nego naprézenia o, sa takie same jak w klasycznej teorii plyt Kirchhoffa-

Love’a (praca REmssNERA i autora [3]), #
. 3
13 =4 (13247
(1.3) oz > (1 3 7 +4F )

W proponowanym opracowaniu postapimy inaczej.

Wykorzystujac trzecie rownanie réwnowagi dynamicznej

0ty | 01, Do, 8wy,
(14) ox "oy Trar ¢

' otrzymamy w wyniku podstawienia (1.1) i (1.4) i scalkowaniu wzgledem
grubodci plyty :

: oy oy % u
15 b o ¥ z _ .
(L5) (6x+ 2y )+Qh 52 =41
W przypadku obcigzenia dynamicznego plyty naprezenia o, mozna

okredli¢ z (1.4). Przy braku skladowych obcigZen stycznych naprgzenia te
sa okreflone w sposob nastgpujacy:.
: E 22 zh* \ [ 8y, . Ok, o*w
9 o= 5 (T“ 4 )( ox F oy ST 00
Stala funkcje calkowania okreSlamy wykorzystujac warunki brzegowe na
gornej i dolnej powierzchni plyty: : '

Al
1.7
(1.7 ) .
Z = 29 o-z"“ z 3 -
. | AR 7
(1.8) f(x,y):——z—w

Przy obciazeniu g wystepujacym tylko na gérnej powierzchni plyty naprezenia
g, $a okreslone wzorem nastgpujacym:

g E [P a\(oy oy Pw
(19) o6,= 2T IV (3 ) g™ + 3y + zg =

Réwnania fizyczne liniowej teorii spreZystosci napiszemy w postaci
mieszanej: .

' 1+v)(1-2
(1.10) s= o, J‘rEv(_)1(ﬂ-v) 9 l_v_v (&8,
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. Y E .
(]tnd]-?) o-.\:: 1"*1) O.z+ 1'*“1:'2 (8x+v£y)a

v E
9= g,+ =32 (g,+ve,).

Zalozenie Ambarcumiana odnoénie do pomieszczefi u, i w jest nastgpujace:

. du dw du dw
{111 = ? = : = .
(1.11) =W Tax ox @y dy

Katy odksztalcenia postaciowego wyznaczone z zaleznosci geometrycznych sa

ou ow ou ow
1.12 = Ll A = y 4
(1.12) Pz iz ox’ Vyz oz ay

Po pordwnaniu (1.2) i (1.12) oraz wykorzystaniu (1.1) otrzymamy

ow _
u dx = x
1.13 Tr= -z +ifr, "},
(1) {uy} Eﬁ Ve {xy
, _ oy 1
gdzie -

_ 1 (D : ,

Vo= 12y (“3"“()- _
Z réownan (1.13) wynika, 7e przemieszczenia ux-i U, sé fankcjami x, y, z

i zmieniaja si¢ nieliniowo wzdluz grubosci plyty. Wykorzystujac (1.13), pod-
stawowe skladowe naprezeri wyrazimy wzorami

3w oy o*w By e 3,

- TaTE _ :

SRTINR I SUR A P, - T IR I
O'y . ].*v azw +y M axy v @xx
oy? dx? , 3y x

E | w0y, .
‘Txy_lc)’x= 2(1+v) [_22 ox Oy +¢(z) (E ax /|

Sily wewngtrzne w plycie sa okreSlone w sposéb nastepujacy:

. w azwi | My axy :
7tV o 2 d '
M, dx ay* Dh dx ady
(1.15) _— N L +
M, N o0%w % wi 51—v) | oy By
-tV o e
ay? ax* 11 dy dx
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‘ Dh? {8y,  0x ol w1
1.15 : +A4 =X 2
_ (m) * 0{10 (ax + ay>+ 12 et 1]
: *w  Dh* [0y, @ Ox,
VM"J’_MW‘_"ﬁD(IHY) axdy 10(6y+6x ’
Qx: _DXJH Qy: _Dx;:s
gdzie
v ER?
do= 1 P=maoyy

2. ROWNANIA ROWNOWAGI DYNAMICZNE] PEYTY. IDRGANIA SWOBODNE

Zgodnie z rys. 2, mozemy okre§li¢ trzy réwnania réwnowagi dynamicznej

plyty:
80, o0 3w
>4+ =L —gh =0
x oy e 1TV
h
z
oM éM ~
1 * = _ .- iy zdz =
@n e TR Juxzdz 0,
h .
-z
. '
' z
oM,, oM, . B
Tx + 3 —Q,—¢ Juyzdz_o.
h
—Z
X " x
| . 0 /Myxdx
4 [ [/ [ s
Gy lqo‘)}dg / -

) ]
ax

y ;
l dg=-pnTH dxay 1,0 Loy
: i ; M,
(Qy +g—$"dy)dx Y ) (Myx‘*‘a—yﬁdg)d""
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Wrykorzystujac wzory (1.13) 1 (1.15), rownania (2.1) po prostych przeksztalce-
niach redukujemy do dwéch cza,stkowych rownati rozniczkowych:

h 0*w  oh(17—6v) 62 Co%HS 3w
V4 g_ Q 2 - i =
Yo eon—y a2 ¥ MM aprisyy ae
_q_ Q2-vh _, oh® 0%g
02 D~ 10D (15y) Vigt 60D (1—v) o012
' 10 oh® 2%y
V2o — =
Vo ¥ 6D(1—v) a1 0,
lub
2 Koy
- _ Vz e .
s pd ")( 2 ”) 5 a0
gdzie
' O 0y
V= dy  ox

—— . R §

Rownania (2.2} dla przypadku statycznego redukuja si¢ odpowiednio i sa
takie same jak w pracy Ruissnera [8]. Przyjecie naprezeri o, wedlug wzoru (1.3)
zmienia nieznacznie rOwnanie (2.2},:

h 3w ph*(17-5v) 2° : o h® &*w
23) v OY | V2 -
@3 YD e T en -y a2 Mt anisy) o
2y b2 Ko
S S © el LR P a
D~ 10D (1—v) 6OD*(1—v) ot

Woprowadzajac oznaczenia ¢2 = Efo (1~v?)ic? = 5G/6g gdzie c, i ¢, oznaczaja
predkoscei fali w plyc1e f9i 10] rownanie (2.3) mozemy przedstaww w postaci
falowej:

1 & 1 9%\ ghd*w g V24 1 9%q
2__ LY & . S el
(2:4) (V I 6t2) (V ez W) DT ~-Dp Dp T eckclh 92’
gdzie D = »Gh.
Funkcje Yoo Xy W, w1 g sa ze soba zwiazane réwnaniami

- ¢ { q ohw
-W‘V¥f*ax( p"D o )

o . o {q oh *w
L . v 4._en
A "y+ay(1) D & J

(2.5)
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Przy zalozeniu, ze ¢ =0 réwnania (22) lub (23) i (2.4 okreslaja drgania -
swobodne plyty. Warunki brzegowe rozpatrywane; plyty moga by¢ naste-
pujace:

x=0 i x=a\, w=_0, M,=0, Xy=0’
(2.6) ’ '
y:O 1 y:b, WEO’ M}‘=O’ xx=0.

Warunki brzegowe sa spelnione, jesli za funkcje w iy objerzemy nastepujace:

wix,y,t)= ZZ A, it 6, % sin B, y cos Oy t,
(2.7) e B
¥ (X, 9,0 =) Y B,,, €08 o, x €OS f, ¥ COS @, 1,
. m B
gdzie o, = mnja, B, =nn/b, m,n=1,3,5, ...
Wprowadzamy pewne wielkosci bezwymiarowe A = a/b i &= hja:
Vi = 12 (0 + B2) = 72 E2 (m* +. 42 ),
.yrzn,n = yt%t_l—?rr%s ?31 = mr?i hzs :y_l% = ﬁ: K. )
Podstawienie (2.7) do (2.2) oraz wykorzystanie (2.8) doprowadza do trzech
czgstosci drgafi swobodnych plyty o éredniej grubodci:

(2.8)

. -

: (kI) 1
Q9w = e {; EPm,,,i(P,,%,,,—Q.%,,,,ﬁj}z,
' . &D ]
(2.10) e = 6 (1) (10492073 '

W réwnaniach 2.9) 1 (2.10) Bun 1 Qun 52 wyraZeniami skracajacymi zapis -
@11 By =60 (1=)+(17—6) 12,0, O = 420 [15 (1= )],

‘of oznacza czestosé kolowa plyty prostokatne obliczanej wedlug teorii

m,n

klasycznej:

2 2 2
St _ 2 "N /D w2t
212) o) =x (“Ez‘*b?-) oh = g AR

v _
Vi2 o
- _ VmaCy _ PmnCp

B af(\/ﬁ B h\/ﬁ‘

Wzér (2.9) jest zwiazany z réwnaniem (2.2);, wzor (2. 10) za$ z rownaniem (2.2),.
Warto zwroci¢ uwagg, Ze czestos¢ w$), okrefla drgania, dla ktérych w = 0.
Migdzy czgstosciami Y, 0@, »® zachodza zwiazki [10 i 20]

1 2 3
ol < o, < o,
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W pracy autora [6] analizowano przebiegi plerwszej i trzeciej czestosci
drgaii swobodnych plyty kwadratowej jako funkgji réznych parametrow
geometrycznych i materialowych.

3. DRGANIA PLYTY WYWOLANE OBCIAZENIEM HARMONICZNYM

Zgodnie z rys. 1 rozpatrywa¢ bedziemy trzy typy obciaZzenia, ktore
mozemy przedstawic w formie

(3.1) q(x,y,t)= q(x, y)sin pt.

Obciazenie (3.1) rozkladamy w podwdjny szereg (3.2). Odpowiednie wspdl-
czynniki rozwinigcia okreflamy dla trzech typdw obciazenia wzorami (3.3)

gy, ty=sinpty Y fr.sin o, x sin f, y,
m n

3.2
6-2) . 4p sin TOTC nnd sin %0 go HIYg
Jmn = n? mncd a b a b’
P=g 2 2d,
o= 4P sin %€ gin TR0 gin M0 , P=g 2¢,
g mmch a a b :

3.3 - ap ‘ _

fm‘" _ sin MTXy sin AtYg

. ab - a b

Od{)bwiednie operatory rézniczkowe wystgpujace pe prawej stronie row-
nania (2.2); dla poszczegdlnych typdw obciazei maja postaé

V2q(x,y, ) = $in pt 3, ¥, [—foe @+ B2)] sim a, x sin B, .,
' m n
(34 ) '
2 q(x, y,¢ : : N
q(a+y) = —p?Sinpt Y. Y frup SI0 Gy X Si0 B, ¥
m n

q (x, ¥, t) okrelone jest wzorem (3.2), f,, , wzorami (3.3) dla kolejnych typow
obcigzen z rys. 1. . ‘

Bedziemy poszukiwaé rozwigzania rownania (2.2); w postaci podwéjnego
szeregu:

(3.5) wix, y, = Y'Y T, () sin o, x sin B, y.

Podstawienic tego ostatniego do (2.2); doprowadza do niejednorodnego
rOwnania rozniczkowego, zwyczajnego czwartego rzedu na nieznang funkcje
L'
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7 | Pon {€p\* 5(1—v) { ¢, P Y | _
_ {’”ﬁ; £62 [10 (1= 1)+ @ - v) 72,7 — 2p* %) sin pt.

Catke szczegolng roéwnania (3.6) znajdujemy np. sposobem porownywan
odpowiednich funkcp

(37) T ()= Cimn SN pE+ CZm.n COS pt,
gdzie
. 6t {cg [10 (1) +y7, Q—v)]—2p* K%} -

"= Comn= 0.
2P K PP L Byt 5 (1-9) & o] .
Stala C,,,, mozemy napisaé rownicz w formie
' - . fm R (w(Z) )2__.p
38 = C n = S P »
G e = ok @] 7P~ (@]
gdzie 1
(3.9) D, = ; { [10 (1—v)+(2—v) 92 ,,]} o, # o).

Calke ogolna téwrhnia (3.6) mozZemy przedstawié w postaci
(310) T2, () = A cos wif), t+ B sin L, t+C cos o), 1+ 5 sin o), ¢,

gdzie o} oznaczaja czgstosci drgari swobodnych plyty.
Rozwmzanie calkowite sktada si¢ z sumy calki ogdlnej i szczegdlinej:

31y T () = T () + T ().

Nieznane stale A— D nalezy okredli¢ z warunkow poczatkowych zadania
granicznego. Warunki poczatkowe powinny zapewnia¢ stan rownowagi plyty
w chwili £ = 0. Naturalnymi warunkami poczatkowymi w zagadnieniu granicz-
nym plyty o fSredniej grubodci sa zerowe wartoSci przemieszczeri i ich

- predkosci w chwili ¢ =0

Wiy, 0=0, PRI g
(3.12) ; ) =0
XI(xayaO)z M =0: i=x:y'-
ot =0 ‘
Ostatnie cztery warunki mozemy odpowiednio zastapic -
695 s Vs, t '
gi(xays0)=09 _ﬂ_)' =0, lub Bi(x5y30)=0
ot =0
AN : ‘ aﬂi (x.’ Y, t) =0
ot =0 i
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W réwnaniach (3.12) wprowadzono za monografia [13] uérednione pric—
mieszczenia katowe 9 (x, v, 1) i B;(x, y,t). Usrednione katy B, i B, zaleia
wprost od funkcji x, 1 x,: :

ﬁx hl X;c :
(3.13) {By} i = {Xy}‘

Usrednione katy 9 (x,y,#) i Bi(x,y.t) sa powiazane réwnaniem Wwigzow
geometrycznych

o

(3.14) 9, = —a—"‘f+ﬁi, i= X, .

Warunki poczatkowe typu (3.12) sa konieczne w rozpatrywanym zagadmemu
ale nie wystarczajace ze wzgledu na- rzad réwnania rézniczkowego (2.2),.

 Konieczne jest w tym przypadku poprawne zdefiniowanie dodatkowych,

uzupelnijacych warunkéw poczatkowych [, 2]. Uzupelniajace warunki
poczatkowe wynikaja z faktu, Ze w chwili t=0 nalezy speini¢ rownanie

© rozniczkowe (2.2); lub (2.3). W réwnaniach tych, zgodnie z warunkiem (3.12)y,
_ pomijamy pochodne geometryczne ugiecia, a w szczegdlnosci V*w. Ostatecznie

dwa uzupelniajace warunki poczatkowe utozsamiamy z rownaniem réwnowagi
i jego pochodnq wz.glfgdem czasu dla chwili ¢ =0
gh *w _ oh*(17—5v) i VW)t o h6 *w
D % 60(l—wD a2 T 6D H1—v) o
B k) L LA i
= "D wpa—v @ 1T épri-v) o
3 |oh 3w ol (17-5v) & o*h® >*w ||
D Tz 7 (VEw)+ p I -
a|lp Tar T é0(1-vD & BDA=Y) o | o

o _ofa eor ok gl
" “ar[p “Toba—v * 4T 60D> (1—v) 2 |}=0

dla t=0,

(3.15)

Jak si¢ mozna przekonaé, warunki (3.12) i réwnania (3.15) doprowadzaja
w tym szczegolnym przypadku obciazenia do rozwiazania dynamicznego
identycznego z rozwigzaniem przy warunkach (3.12); 1 tzw. zerowych warun-
kach poczatkowych wyzszego rzgdu 3. 16)

-0 *w (x ¥, £)
=0 - i ata 2 == ()

(316) . a W(X,y,t)

=0.
or?

W przypadku klasycznej teorii piyt cienkich zagadnienie dynamiczne
opisane jest rOwnaniem '

oh 3w(x,y, 1) q(x, v, 1)

or? D
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W chwili =0, V*w =0 réwnanie rézniczkowe jest nastgpujace:

a2w(x,y,1) q(x,y,0)
3.18 = _
( ) atzl =0 gh

Ostatnie rOwnanie oznacza skok przyspieszenia w chwili t = 0. Istotnie,
wykorzystujac znane rozwiazania na przyklad dia plyty cienkiej nagle
‘obciazonej sila skupiong (wzér 16 na s. 299, w: Dynamika budowli,
W. Nowacki, Arkady, Warszawa 1972) mozemy potwierdzi¢ poprawnosé -
rownati (3.18). Rownanie (3.18) jest rzadko stosowane jako uzupelniajacy
warunek poczatkowy w klasycznej teorii plyt ze wzglgdu na rzad réwnania
rozniczkowego (3.17) wzgledem czasu. Wystarczaja tutaj w zupelnosci wa-
runki (3.12);. Korzystajac ostatecznie z warunkow (3.12} 1 (3.15) lub (3.12),
i (3.16) mozemy jednoznacznie okresli¢ stale 4, B, C i b:

619 A=C=0,
' Bc, PE-0) 5 . pli-p?
Y oy (@3- 0f)” P oy @3~ wl)”

gdzie dla skrocenia zapisu przyjgto @, = wl), @3 = @), ©,=af). Osta-
tecznie rozwigzanie dynamiczne réwnania (2.2); jest nastepujace:

1, ;- p°
(3200 wi(x,y, r)=g—h-;§: (pzf';,(gfpzii;g)

: p(p°—wl) . plwi—ph) . : .
X|lsinpt+—————S-—smw t+——5—5—SM®;3 £ |SIh &, X sin n V.
[ P oo (@i — w?) Y s (0 - 0d) ? m Puy

‘Wprowadzajac wiclkosci bezwymiarowe (3;21) rozwigzanie powyzsze mozemy
napisa¢ w postaci bezwymiarowej pod szeregiem z wymiarowym czynnikiem
przed znakiem podwojnych sZeregow:

L. .
@y D3 0! ) =_ P 5
Q,=— ;== , £, = . = , Q. #0Q,,
! Oy } Oy 2 Wy P O 2 2
) 1 {1 b2z il
(321) 91,3 = y4— 7 [Pm,n'i‘(Pm,n_Qm,n)z] >

a2 = jf [10 (1= v)+@—v) 72,1,

m,n

|
) n* fm,u (Q% _52)
(22) wloy =52 ¥ " onHT_gm <

, L e p-2f) . :
><|:31.n pt+ Q, (OI=0) sin wy t+m §in o4 ¢ | sin o, x sin 8, y.
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Dla identycznej p}yty obciazonej statycznie otrzymargy'

(323) wix,y = ZZ f"”’[ ) Vi sin a,, x sin B, y, |
D ?mn 10(1“‘1’) |

lub
(323) w(x, y)=ﬁjzz fun &2 $in ot,, x sin B, y.
W vanZQZ "

Rozw1azame dynamiczne (3.20) traci sens przy p=wm,;, i=1,3. Po odp0w1ed-
mm przejciu gramcznym otrzymamy rozwiazanie dla tego interesujacego
przypadku

fmn(a_)z ) :
629 Wiy 0= 25 2T [2p,-(w1+w)] x

3ol
x{tcosp;t+ ————sin w, {+
@y (03— i)
2 2z
. CUl‘““3pi . . -
—————— S @3 t | Sin a,, X sin B, y.
w3 (w3 —f) 7 " "

Jak wynika z rozwigzania (3.24) amplituda ugiecia plyty dazy do od-
powiednio duzej wartosci narastajac systematycznie podczas dzialania tego
szczegllnego typu obciazenia. Zjawisko ruchu plyty ma w tym przypadku.
charakter rezonansowy. Rozwigzanie staje si¢ zerem w przypadku gdy @, = p.
Znajomosc.ugie¢ oraz wykorzystanie warunkdéw poczatkowych (3.12), zezwala
na obliczenie nieznanych funkcji . i x,, a w konsekwencji dynamicznych -
sit wewnetrznych i naprgzeti. Rozwiazanie (3.20} lub (3.23) mozna uzaleZnic
od konkretnych wartosci wspdlczynnikow rozwinigcia f, , obciqzenia w szereg.

Te szczegblne rozwiazania podano w tablicach w przykladzie obliczeniowym. -

4. OBCIAZENIA HARMONICZNE TYPU ¢ {x, y, ) = ¢ (x, y} cos pt

W tym przapadku obciazenia wszystkie wzory (3.1) do (3.18) pozostaja
takie same pod warunkiem zamiany sinpi na cospi 1 Cyp, Da Cypy
Uwzgledniajac warunki poczatkowe (3.12); oraz rownania réwnowagi dla
pltyty w chwili t =0 (3. 15) lub (3.16), otrzymamy nastgpujace wzory na

~ stale A B, € i D w rozwiazaniu (3.11):

. h4 fmn(Qz _) ﬁZ"Q%
"D (PP -0D (-0 QF-0f°
@ B=h-—o, |
. h4 fmn(gl 7 ﬁ _QZ

C:

D ypaP® ~9)(p"' Q3 Q53—
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Ostateczne rozwiazanie dla tego przypadku obcigZenia w wymiarowych
i bezwymiarowych wielkosciach jest nastepujace:

2

42  wix ‘t}~i22f @3 —p cos pt+
‘ I eh & S PP =) P - wd) |7

2

2 2 ’
w3 —p p’—w . .
+———5 COS t+——2——~3— cos w4y t | » sin o, x sin B, v,
wl—CEJ3 7y

| 2 a2 _ 52
43 wix,y, 0 5;% T (gg’"_(g%(;z)_gﬁ) {cos pt+

+p s COSCDIt —E—i_—Qi—coswﬁ sin o xsinﬁ.y.
Q?. QZ Q3—91 : " n

Jak latwo zauwazyé, rozwiazania (4.2) i (4.3) rdoznia si¢ innymi wspol-

‘czynnikami przed funkcjami cos w;t i sina; ¢ od rozwiazai (3.20) 1 (3.22}.
W przypadku rezonansu mechanicznego rozwiazanie (4.2) ma postac

(44) (x y’ ZQh 2 Z Di [{;:n_(_ (0)1“‘[“0.))3)] [_t sin b t‘_

—m—g—&—cosm t—l—wzpi cos 3t {sina, xsinf,y
CO%—C!)% 1 w? — w3 3 m nJs

i.=1,3, pi:wi,

5. DRGANIA PLYTY O SREDNIEJ GRUBOSCI
WYWOLANE NAGLF PRZYLOZONYM OBCIAZENTEM (1)

Rozwiazanie problemu mozna uzyska¢ na dwoch niezaleznych drogach.
Pierwszy sposob polega na wykorzystaniu rozwiazania (4.2) lub (4.3) po-
przedniego rozdzialu niniejszej pracy. Jesli zalozyC, ze p = 0, to po prostym
przejsciu  granicznym otrzymujemy przypadek naglego, raptownego przy-
loZenia obcigzenia na rozpatrywang plyte. Takie postgpowanie mozna znalezl
w monografii 8. Timosuenkr [14] na str. 435 w odniesieniu do drgafi
wymuszonych membrany. Druogi sposob poestgpowania polega na rozwigzanin
bezposrednim rdéwnania rdZniczkowego (2.2);. W tym przypadku nalezy
wykorzysta¢ cytowane juz warunki poczatkowe (3.12) i rownania (3.15) lub
(3.16) dla t = 0 oraz odpowicdnio zdefiniowad funkcje Heaviside’a, od ktorej
zalezy obciaZenie. We wszystkich znanych autorowi rozwiazaniach tego zagad-

7 ) Jedny =z p:erwszych prac posw1@conych tej tematyce w odniesienin do klasycznej teorii
plyt byla pozycia Z. MazUrkiEwICZA | M. ZORAWSKIEGO [21].

i
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nienia w przypadku uktadow o skofczonej liczbie stopni swobody, pretow,
membran i plyt cienkich obciazenie jest definiowane w postaci nastgpujacej:

g, y,)=qx,pH({)=0 dla t<0,
gx,y,t)=q, Yy H{B=q(x,y) dla - >0

Konsekwencja powyzszego jest przyjecie w rownaniu (2.2) q/ott =0 dla
¢ > 0. Tylko takie postgpowanie doprowadza do identycznych wynikéw
' rozwiazania wedhig opisanych wyzej obu sposobdw. Ostatecznie oba podejscia
prowadza do nastgpujacego- rozwigzania

(5.1)

@2 . w3
(5.2) wix,y,1) _Eme,,{w Y [H_w%—a)% cos Wy t—
B | lces' tipsina, xsinf
@i —? 3 m n
lub
9 o= D4 ZZ S e B

) _
_& t | sin si
— 0l COS (3 Uy X% SiN B, y.

W literaturze [15] spotyka si¢ rozwiazania belki Timoshenki przy naste-
pujacych uzupelniajacych warunkach:

Bzw(x ¥ t) q(x,JhO)
54 VA = -7 -

Pw(x, 9, 1)
>

] (q(x,y,t))L
=0 o\ oh -0

zdaniem autora poprawnych W klasycznej teorii belek i plyt cienkich oraz
plyt o sredniej gruboéci i bez udzialu wplywu bezwladnodci obrotowej
“na jej ugigcia. Jezeli jednak dopusci¢ ich przyjecie w rozpatrywanym zadaniu
plyty o éredniej grubosci lub belki Timoshenki (oczywiscie nie speinimy
- w chwili t=0 w takim przypadku rownama rézniczkowego (2.2)), to
otrzymamy rozwiazanie

(55)1 w(x 't)-——I—EZf @3 1+ ©3 ~COS Wy t—
' s Vs th -~ m,n 2z 2 (Dz_a)% 1

Wy W3 1
2
@ COS 3 t—COS Wy L | . :
— oS @3 t [+ Y gt $iNl &, x S0 f, y
D7 —Wa - 7 — 3
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Rozwiazanie (5.5) zawiera rozwigzanie (5.2), dodatkowo jest tu réwniez
skiadnik wymka_]qcy ze spelnienia rownan (5.4). Jak wykazaly przeliczenia -

pordéwnawcze, wplyw tego ostatniego na wyniki ostateczne rozw:a,zama jest
minimainy. :

6. OKRESLENIE SIL. WEWNETRZNYCH W PLYCIE O SREDNIET GRUBOSCI
P
Do pelnego rozwigzania problemu dynamlcznego plyty o sredniej grubosci
potrzebne jest réwniez okredlenie funkgi y, i Xy aby w konsekwencji
wyznaczy¢ dynamiczne naprezenia i sity wewnetrzne niezbedne w wymiaro-
waniu. Nieznane funkcje x, i y, mozna uzaleinié¢ bezposrednio od dynamicz-
nego ugigcia w, wykorzystujac odpowiednio w tym celu réwnania réwnowagi
{23) Iu (2.2). Po nietrudnych przeksztalceniach réwnania te mozemy napisac
w formie macierzowej

0 o 27
2 2
6D [V P81 WHX

6y -

2 x| 10, ok 2w q
R W2 ? (I-v)6D ot* ~ D(l—v) |
—‘aT“. . ;

Jeshi napr@zema o, okredlimy sposobem statycznym  (wzor (1.3)) ulega

zmianie wspdlezynnik 11ph/6D (1—v) przybierajac wartoé¢ (114 v)gh/6D (I—V) '
Przyjecie rozwigzania ukladu rownasi (6.1) w postaci podwdjnych szeregéw

cosinusowo-sinusowych (6.2) doprowadza do rozdziatu zmiennych i w kon-

sekwengji do dwoch zwyczajnych rownan rézniczkowych, niejednorodnych
~ na wyznaczenie nieznanych funkeji @,,, () i A, , (2):

Xx (xr ¥, I) = Z E ¢m,n (t) cos Uy X sin ﬁn‘ya
2 0y 630 = T A 0 it 5,005 5, 5

Nieznane funkcje czasu @, ., () i A,,,(t) spelniaja rownania

2 1— 1 2
63) [ aatz +o ]{j:} {;m} ! ) v)[ 0;;"'" T+ l
| 2 e fon ]

=y e Sy |
gdzie Tm,, Jest okreflone wzorem (6.4) wynikajacym z (5.2)

2 2
fU2 . 03 7
. (64) Tm{"( Qh fmn [1+ (IJ% w% COS 3y t WCOS (87 I:I.
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Rozwigzanic rownati (6.3), przy wykorzystamu warunkow poczatkowych
(3.12), przedstawimy w formie macierzowej

(6.5) {Qs"’ "} {ﬁ }(EO—FEI cos @, t+E, cos w, t+Ejz cos w3 1),

gdzie state Eq, E,, E, i E, sa okreslone wzorami

Pl Py
Dyi.’ ' Dyna(Qi—Q3)°

(6.6‘)‘ Ey= = —F,, E;=—E;.
Znajac rozwigzanie na ¥, 1 X a takZe na ugigcie w, mozemy okresli¢
sity wewnetrzne i napreZzenia w dowolnym punkcie plyty i w dowolnej
chwili czasu ¢; > 0. Wymiarem funkcji x. i %y jest [1/m*]. Korzystajac
z definicji (1.15} mozemy wyliczy¢ np. momenty zginajace M, i M, Iub
moment skrecajacy M,,. Przykladowo moment zgma]acy M, Jcst okreélony
w nastepujacy sposob:

(6.7) - —h"zz IO f"”' (}f,,,+vy2)(So+Sl coszH—

mn
+8, cos m, t+ S5 cos w3 f) sin &, x sin f, p.

‘Bezwymiarowe stale So, Sy, S i 83 sa okre§lone wzorami

‘ 6I? S § ‘
. .8 _ -—-——L—_—— = - 3 2 = —_— = —_ s
(6 ) SO 1+ Yr%!,n Q% 3 SI 91_93 » SZI 1 ,SO’ S3 l Si:
gdzie | o Ny j
. F12 " Flz,m,n — (2_";) ?m"i’zv'}’n , F2 — FZmn 12 (l_v) ym+v7mn
Ymt VP - Y Y+ V75

We wzorach (6.6) 1 (6.8) wykorzystano oczywiste 7aleznosci migdzy @4, Q,,
Q1 0y o ‘

Qm,n = 240 (1_V) ?i,m 'Q%,S = "'2;17 (Pm at Pm T :Znn)
B C-DRa e 00V g n 6
g = oaay . HHs T Brtiears
o 60(1—v 6(l—v 60 {1 —v 6(1—v 11
68 oz OU=D 600 g op OU-Y 60y,
) ?mn Y, m.n Vimn ) Yinn
Q%_‘ -(},_V) 6(3 ), Q%-I—Qz 02 — 11’

6{1—v)

Y

Q-2 =
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We wzorach (6.8) wprowadzono wszystkie wielkosct. jako bezwymiarowe .
wykorzystujac ;= w/oy,, i=1,2,3 oraz ca/h? = [2w}/v%.,. Analogicznie
rozumujic, okreshimy dynamicznc momenty zginajace dla plyty cienkiej
. obcigzonej nagle i dynamicznie w ramach klasycznej teorii technicznej

M f. y2+v)72} . .
6.9 T =h? e 5 (1—cos wy, ) sin a, x sin 8, .
62 {My} 22 i i maf ! by
Statyczne momenty zginajace odpowiednio dia plyty o sredniej gruboécei
i plyty cienkiej obliczanej klasycznie sa okreslone nastgpujacymi wzorami:

M, SonSo [y24v2) . o
(6.10) {My} — }2 ; Zn: FM ’,2' N vjf, sin o, x sin f, y.
Q3 ‘

gdzie S, = §, oror

M. ntvin] . .
(6.11) {M"}=hzzz ;:T’" {y’"+w }sm Oy X s8I0 B, y.

Ly r ’Fl%-i_vyg’l

7. REDUKCIA UKEADU ROWNAN ROWNOWAGH

- W tym rozdziale zredukujemy ukiad réwnafri (2.1) do przypadku plyty
Timoshenki, Rayleigha i Fliiggego. Pomijajac w rownaniach {2.1) efekt”
bezwladnosci obrotowej, otrzymamy réwnanie rézniczkowe czastkowe plyty
z uwzglednieniem poprawki na $ciananie: '

iy O (Pw eh@w ¢ B 2
01 Viw=s5a7 Y (arz D e TDp b=y v ¢

Rownanie (2.2) i (6.1} nie ulega zmianie. W rownaniu (7.1) pominigto
wplyw naprezeti o, na odksztalcenia plyty, przyjmujac ze, Ag=0. W chwili
t =0, rownanie (7.1) przybiera postaé :

(12) : Pw |' _a L
EO = )

tak samo, jak dla plyty cienkiej.

Pomijajac zalozenie Timoshenki w réwnaniach (2.1) otrzymujemy rozwig-
zanie Rayleigha uwzgledniajac efekt bezwladnoéci obrotowej przekroju po-
. Pprzecznego plyty: :

Ol L (Pw) oh Pw g
(73) Vew—L0 oy (737 +h =
/
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Dia ¢t = 0 rownanie (7.3) redukuje si¢ do rownania

- h? 0% w q
4 _Iovr e =
04 (1 12 ) ot* LO QhLO

W tym przypadku brak jest réwnaﬁi(2.2) i 6.1), gdyz xx=1,=0. Sity
poprzeczne sa okreslone nast¢pujaco: '

G

0.1 s ox | ol 2 [1]
(7-5) {Qy =-1PV 1, 17 o |1

| ey
Ugiecie plyty o éredniej grubosei (2.2) mozemy napisaé W postaci sumy
. dwu skiadnikow:

(7.6) o W= w,+w,.

Pomijajac zupeknie efekt zginania w plycie w, = 0, otrzymamy tzw. réwnanie
FLoGeeGo [18] okreslajace drgania plyty, uwzgledniajace tylko $cinanie:

_ oh® L (2w \ gh @w h? )
(7.7) T SD (1) v (*59— D @ T D 5D{1—~v),v 4

W monografii L. H. DonneLra [19] mozna znaleZl prosta zaleznosc
miedzy ugigciem w, 1 w;: '

B o
(7.8) wt—[l 00 Vz]wg.

8. ANALIZA NUMERYCZNA ROZWAZANEGO PROBLEMU

~ Otrzymane rozwiazania (5.3), (3.23), (6.7) i (6.10} zostaly zaprogramowane -
na mikrokopmuter Oric-1. Ugigcie 1 momenty zginajace WyZnaczono w §rodku -
plyty w czterech przypadkach obciazenia. Powierzchnia goérma plyty jest
obciazona réwnomiernie, ciagle i symetrycznie wzgledem jej Srodka, statycznie
lub dynamicznie-nagle. Przylozone obciazenia zajmuja odpowiednio 100%,
25%, 4% 1 0% catkowite] powierzchni plyty, a jego wypadkowa statyczna
jest jednakowa we wszystkich czterech przypadkach analizowanych nume- -
rycznie w pracy. Sumowanie podwdinych szeregbdw wykonano dla m,n=1, 3,
5. 7,9, 11, 21, 31, 51 i 101 wyrazow (Tabl 1) |
Obliczenia dynamiczne wykonano w przedziale czasu réwnym podstawo- .
wemu okresowi drgafi gigtnych rozpatrywancj piyty. Rozwiazanie (5.3) zalezy |
od @, i ws, rozwiazanic (6.7) zaé zalezy od @y, wy 1 w, Zasadnicze..
badanie numeryczne przeprowadzono dzielac najwickszy okres drgafi Ty -
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Tablica 1. Plyta o $redniej grubosci. Por(’)wnanie ugiet statycznych

2
w(x}g)— Z' }: L "'Qz sfncrmx sinfay; why)= z Z‘ F,-,-,,-, [ (?IU?')IXH; ”]Sinamx sinfiny

£
A E = . ﬁ__ i . - . '_-_- d - = -—
_4%?\ S a5 v={03; P=4q5cd; qg 2ed
"=Es dia wszystkich schematdw
© o ggmcenst . ¢ gp=const ¢ ¢ gg=const Sita skupiong Xg
\ e t:j_ o \ -
Y, r\ | 25% | 4% { 0%
13% Rl i T | (I3
777 N b SV S\ A
% ' Vi =] o :
o / 5 ; i l =8 | i
A L _ i | f

.1 g1 | g2 g1 | £.1 ad.1 le.p d_5
a 2 b 2 a 4 b 4 a 10 b a b
Mnaznik dia wszystkich schematdw ;P—M Sztywnasc ptyty D= _En
. : ab 12{1-v?)
_ vj;;ﬁfgw Schemat 1 Schemat 2 Schemat 3 | l Schemnat 4
sz:?r"er?u We wszystkich schematach podano ugiecie phyly w Jef punkcie Srodkowym
1,1 0774759279 . 1, 549518564 ‘ 18495673201 1,911641303
3,3 0, 743232903 1622294369 2401573213 2,215973541'_
8,6 0, 745570667 V 1,609472502 2174965654 2,345438510 ,
7,7 . Q746169602 1605616991 2,159013204 2426720022
8.9 0, 746771493 1607277421 2,203608845 2485301225
M| 07M6450282 14608191473 2,204053192 2.532238387
o121 | OMes83800 1,607579883 2192249033 2683325109
313 0,746569230 1607531785 2 793958761 2,774889263
- 51,51 0746563825 : 1607572890 2,193623760 l 2882760166
(109, 0, 146565403 1607565130 2,1935M330 3055779810
Szereqi zhiezne Mnaznik %:’j f;; 5 fj‘;‘}féﬁggﬁﬁd
Wspdfczynniki sr’@..!;‘zereg rozbieiny
%EZ%%E:; ‘ 7 Fron= - Zﬁcd sinamc sirfind sinecy xg 5iBn Yy an=g% SIS Pnyo

na 40 jednakowych przedzialéw czasowych, W tablicy 1 i 2 podano wartoéci
ugiecia ptyty w jej $rodku, obcigZonej odpowiednio statycznie i dynamicznie.
Zbiezno$¢ rozwigzania nie budzi watpliwosci w przypadku schematow 1, 21 3.
Przypadek czwarty (plyta obciazona sila skupiona) wymaga dodatkowego
wyjasnienia. Wzorujac si¢ na monografii [13] latwo sprawdzi¢, ze np. ugiecie .




Tablica 2, Plyta o éredniej grabosci obcinZona dynamicznic. Pordwnanie ugieé

2 2

_2

h"f PanZ 521 s .

w(x,iy,1}== —ma s T cos wqt — cos wyt | sinctmx sin
-5 L1 garay | apa oot apag et o S
= 17
NS a_4. h_1. .03 p= . P 5. T
REF 81 gm0 v Prleocds qomgg i wogd BTy

Qg =Lonst c ¢ go=const Sita skupiond

1
2l 1 % T ; %
s 7 oo N1 25% 0 o ] 4% 5 | 0%
f Ao al il X/ : L | T
I
. 7 — (I N L__WJ:.____
A R R W | )
e 1 a_1 c T d_1 e 1 a_1 | .o d_¢
a 2 b 2 - a 4 b 4 a 10 b 0 a b
. . . < 4pp? ) _ EH
Mpainik dla wszystkich schemalow = - Szlywnosé ptyty  D=2577537
Liczba
wyroain]__ Sehemat 1 Schemat 2 Schemat 3 Schemat 4
768 .. ; wi
sm:'zgu We wszystiich schematach podano ugigecie ptyty w jef Sradkuy  ng= —v;.'LsyTﬂ
1,1 1, 856504965 3,113008972 6,715824;740 387052181
ng 2,009017390 2,00901739 2,000017390 2,00001738
33 1488961370 326754853 4, 247939010 448448301
g 2,003358480 2,01415268 2021308800 2,02273044
55 |, 1497958570 3,24053317 4406430741 4,76352703
nd £ 008768481 201341691 2.02600575) 263097502
77 1484681983 3,23135846 ] 4966153695 4,86164416
fid 2003053284 201253443 "~ 2,030328564 2,04509428
99 | 1496155771 '3,23558677 4477015216 511520666
ng 2,003498722 2,01308546 2,031674209 205818387
M| 1495309761 1. 3,237995€2 4470245688 5, 24018862
id 2003227486 2,09343589 2,03095761 2,06938934
21,21 1495667582 323635539 4446455474 ] 5652272816
ng 2,0?3348301 201318677 2,028262031 210642689
31,97 1495599704 523622558 4451165113 590513246
nd 2003323535 . 2 01316446 20238268095 2,12806058
51,61 1496612361 - 3,23633989 4450238405 6,23183996
nd 2,00332813 201318381 2028716922 . 215430026
01, 149511333 323631810 _ 4449927581 5,68464638
: ngd 2,00332981 2,01318008 2028677722 218754183
. . . .. 4pH? Osobliwoéc zerowego
Sezeregr zhiezne Mnaznik ugigc ptyty Tab rzedu dia ugigeia pod
W.spajfc_zy ik sitg. Szereq rozbieiny.
rozwimegciq ‘ 4p . . . . . .
aheigen ' fm,n= FEed sincme sinfpd sinomxo sinfinyo Fm',,:%sr'ncxmxasinﬁng,,
w szeregach

Obcigzenic jesi przyloiqpc nagle

[366]
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ptyty kolowej $redniej grubosci, obciazonej w $rodku sita skupiong P i utwier-
dzonej na obwodzie wyraza funkcja ' ' '

' Pa? r? r? P r?
. 5 .
gdzie H = s Gh i oznacza sztywno$¢ plyty na $ciananie.

Dla r =0 ugigcie to jest nieskoriczenie duze niczaleznie od przyjetej
teorii plyt Sredniej grubosci i niezaleznie od ksztaltu plyty. Obciazenie sila
skupiona plyty sredniej grubosci wywohuje jej ugiecie, wyrazajgce si¢ funkcja
zawierajaca w miejscu przylozenia sily osobliwoéé zerowego rzedu. Kon-
sckwencja powyzszego jest rozbiezno$é rozwiazania w schemacie czwartym,
W przypadku obcigzenia dynamicznego rozwiazanic jest superpozycja drgafi
z czgstoscia kolowa w, i ws. Drgania z czestodcig @y maja amplitudy
znacznie wigksze od amplitudy zwiazanej z czestoscig ws. Na rys.-3 pokazano

1
Ty m=n=1

Drgania podstawawe
0 mafej czestosci wy

© :

{—w; - cos wst-1073)
st Q%_Qaz 3

o _[\V/\V/ \ V/\V/\\ﬁ{\\/}\vf\

Drgania o duzef
cZgslosti w3

ford
Wat ~—5— (05 T
St QT g2 L5

At=005
st

Rys. 3. Rozlozenie drgaf wymuszonych ugiecia plyty o sredniej srubodci swobodnic pod-
partej obcigZonej nagle i réwnomiernie

AR e o [ &4
wix, y,t)=— — | 1+ COS @y £ —
( b2 2\ T Rl e
‘ - 03 . .
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Przecigrente dynamiczne ugigcia plyty w Srodkowym punkcie
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Rys. 4. Przeciazenie dynamiczne momentu zginajacego w $rodkowym punkcie plyty kwa-
dratowej swobodnie podpartej wywolane nagle przylozonym obcigzeniem ciaglym i réwno-
tniernym na calej powierzchni plyty ‘
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Tablica 3. Plytz o $redniej gmbaééi. Poréwnanie momentoéw zginajacych

e ¥mnr o, 2 =2, "
Mst, = h? R -?.—- (¥m* ¥¥n ) Sinamx sinfiny
mn Ymn .
@3
Xp=-9- = cohst §,=5
0= il =Yg EE—E_Q-‘;
-k 2
4= 7 Sg=T+ L
o 0 E"Z
% =1 - . dmunaez
h_1
P=4g,ed .a b
=_F -8
0= Jcd =%
ORIC-1 MKompt.
y M
m,n Mstat. Myn. ng= ;a"
‘Liczba wyrazdw podw. | , . PR . o _d_ 1. _ R 1 5
szeregu Mootk sreq i aTeTzr VW gty =g
1,1 0,765686124 0996496054 119696051
33 0665499396 - 07807165328 1173127031
55 " 0689179283 0,910538111 1,321191940
77 057829408 0,852124G27 1256276622
89 0684502533 088090751 128693097
MM "0 680233969 0863901713 1,_270005 723
21,21 0682716315 0,871325897 1276263480
31,31 Q681521568 0,870162033 1,276793110
51,51 0,681709761 0,870412738 4,276896401
101,101 0662119375 0,870091197 127556037
' Fon & _ - o
Mdyn, = hZZZ —42& So (5§1+ vg,,z, ) (Sp+§qcoswyl+8; coswyt+Sac05wyt) Sinamx Sinfay
m n mn .

ObcigZenic jest preylozone nagle .




Tablica 4. Porownanie ugigé statycznych plyty obciazonej calkowicie i réwnemiernic na pornej
powierzchni z metody elementow skoficzomych

Przyjely element

Skonczany

Meloda podwdjnych szeregéw

Mefoda elementow skoficzonych

g Mnoznik %2 Mnoznik - QTGZ
mn=11 0,00416726909 4 efementy 000190
01 mn=33 Q00405177950 9elementin | {,00406
mne=55 0,00407002290 20 clomentiw | 0,00406
mn="11 800421052975 4 elemenfy. a,obss 7
0,05 m.n =33 ,00409925362 8 elementiiw 000411
m,n=55 400410867100 20elementsw |\ gooaM
mne=11 " 0,0049845941 4efementg. 000473699
, m, =111 00047772818 16 elementiw 0,00474650
¥4
m,n="5157 0,0047780085 36 elementéw G,0049033
m,n=101,101 0,0047780186 64 é/emenfy 0,0049040

Ugiecie identycznej phyty obliczanej wedtug klasycznef tearii

Wrax = 0,0406 2.

Przyjety element skoficzony jest izoparametryczny osmiowgzlowy

Funkcje ksztaltu kwadratowe
Element niedostosowany
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pogladowo superpozycje drgafi z obiema czestosciami @, 1 ;. Przebieg
w czasie ugigcia frodka plyty i momentu w tym samym’ punkcie pokazano
na rys. 4. Plyta jest obciaZona réwnomiernic w tym przypadku na calej
powicrzchni. Ugigcia w kazdym kroku czasowym ofrzymano sumujac po
101 wyrazéw podwojnego szeregu. Moment zginajacy jest wyznaczony dla
obciazenia ciaglego majacego ksztalt kwadratu ¢fa=0,1, d/b = 0,1, schemat
trzeci. Otrzymany wykres zmiany momentu zginajacego zostal narysowany
po wysumowaniu 11 wyrazéw podwojnego szeregu w kazdym kroku
czasowym. W tablicy 3 przedstawiono pordwnanie momentu Zginajgcego
w Srodku plyty obciazonej rownomiernie na calej powierzchni gornej przy
_sumowaniu podwdjnych szeregdéw od m.n= 1, do m.n = 101. 101. Wreszcie
tablica 4 pokazuje poréwnanic otrzymanych wynikéw analitycznych z metoda
celementéw skorficzonych [16 i 17]. '

9. WNIOSKI 1 UOGOLNIENIA

W pracy rozwazano problem graniczny pewnej plyty o sredniej grubosci
obciazonej dynamicznie. Rozwiazanie polegalo. na wyznaczeniu trzech nie-
znanych funkcji w, x,, x,. Funkcje te spelniaja réwnania rézniczkowe
czastkowe odpowiednio czwartego i drugiego rzedu. Dwie dodatkowe stale
catkowania w zawyzonym réwnaniu na ugiecia WYZNaczono z rownati rowno-

~ wagi w chwili t=0. Wyniki rozwiazania podane zostaly pod postacia

podwojnych szeregbw trygonometrycznych, Wyznaczono trzy ciagi crestosci
drgari swobodnych plyty. Drgania wymuszone plyty zostaly opisane w przy-
padku obciaZzenia harmonicznego ¢ (x, y, 1) = g (x, yysinpt lub g(x,y,t)=
= ¢ (x, y) cos pt oraz w przypadku naglego, raptownego przyloZzenia go na
plyte w chwili ¢ = 0. Otrzymane rozwiazania dynamiczne ugiecia sa zbiezne
poza przypadkiem obciazenia plyty sila skupiona. ObciaZenic sila skupiona
plyty Sredniej grubosci wywoluje jej ugiecie, wyrazajace sig¢ funkcja zawie-
rajaca osobliwo$¢ zerowego rzedu w miejscu przylozenia sity. Ugiecie dy-
namiczne Srodka plyty w czterech przypadkach nagle przylozonego obciazenia,
po zsumowaniu 101 wyrazéw podwojnego szeregu jest:

2,00332981 w,, — plyta obcigzona réwnomiernic na calej powierzchni,

2,01318008 w,, — plyta obcigzona réwnomiernie i centralnie na 25% po-
wierzchni, '

2,02867772 w, — plyta obciaZzona réwnomiernie i centralnie na 4% po-
wierzchni, : :

2,18754183 w,, — plyta obciazona sila skupiona.

W pracy analizowano i‘éwnici przypadek statyczny. wyznaczijye ugiecie
plyty w jej $rodku. Znajomo$¢ ugieé plyty pozwala na wyznaczenie nie-
znanych funkcji y, i y,, niezbednych do wyznaczenia naprezen i sit wewne-
trznych w dowolnym punkcie rozpatrywanej konstrukeji 1 w dowoljnc.j chwili
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czasu t. Funkcje y, i x, spelniaja niejednorodne réwnanie rozniczkowe
czastkowe drugiego tzedu. Po rozwiazaniu tych réwnad otrzymano wzory
w postaci podwdjnych szeregdw cosinusowo-sinusowych okreslajacych funkcje
Xe i ¥, Momenty zginajace w piycie zaleza od trzech czgstosci drgah
swobodnych.- Podwdjne szeregi opisujace momenty zginajace sa wolniej
zbiezne niz odpowiednie szeregi opisujace ugigcia lub sq rozbiezne np. w przy-
padku obcigzenia sita skupiona. W opracowaniu podano rowniez réwnania
rozniczkowe opisujace ptyty Timoshenki, Rayleigha i Fliiggego jako szczegoine
przypadki zastosowane] teorii.

W zakoficzeniu wykazemy, Ze czgstosE @, spelnia rownanie problemu (2. 3)
* lub (2.4) jesli przyja¢ w nim w=0

P2-v) o, oh® = ¢ _
0=y * ITeD - o

Po uporzadkowaniu (9.1) oraz przyjeciu q = g, (x, y) ¢, (f) mozemy rozdzieli¢
zmienne. Otrzymamy w wyniku dwa jednorodne réwnania rozniczkowe (9.2)

.0

1
V2 go— o= (1 %) g, =0,
2 (2—)
(9.2) .
Qt+m2‘11=09
gdzie '
o _,14 i"_gz_")_

Obciazenie g, daje sie rozlozyé w podwdiny szereg (9.3)
2 :
(9.3) Go =", Gmn SiDl 0y, X SiD 00, Y.
) . m n
Po podstawieniu ostatniego do (9.2); mozemy wyznaczyé nieznany wspdi-
czynnik A* podany wzorem (9.4); a nastepnie czgsto$é w podana wzorem (9.4),

27,
R T
9.4)

0= @,y = ?f;”i /6 T10 (1— )+ (2 —v) 7. .

Jak latwo zauwazyc

3 =2 2
Wz —W3 =0y T3
’ myn
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1

BBIHYXIEHUE KOJIEBBAHWSA TLIATEL CPEAHENR TOJIHHEI

B pa6ore anamusmpyrorca BRIHYKACHHEIC ROJNCCAHNA H30TPONHON TUIHTH CpejiHell TONI-
HEL, YAOBJSTBODHIOUICH TDAHAYHMM YCIOBHSM CBODOZHOTO ONEpaBhs. PermieHme 3ammona-
JIOCh B ONPEACIICHHH TPEX HEH3BCCTHRIX (BYHKUHE W, ¢, 3y. Do QyHERHMRA YAOBJIETBOPAIOT

DihepEnTMAILEEIM YPARBHEHNAM COOTBETCTBERHO HETBEPTOTO M BTOPOTO TOpaxxos. Onpene-
JCHE! TPH TIOMOCE! MACTOT cBOGOARLIX KoneGanuil, PeaynntaTe! penremus OPHBEICHEL B hopMe
et : 4
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ABOHHEIX pAnos. HempephIBHOE WIIH COCPENOTONCHHOC HAIPYXEHME ABILICTCH TAPMOHHIECKUM
HAH BHEIANHO NPHACKEHHLIM K TUTHTE. AHATHTHYECKME PE3YAbTATHI PEIHCHWA 3anpOrpaMMu-
POBAHEl HA MHKpOKOMIbIOTED, Pabora mamwcTpmpopana TalimmamMu ® pACYHKAMH.

SUMMARY

FORCED VIBRATIONS OF A PLATE OF MODERATE THICKNESS

Forced vibrations of an isotropic plate of moderate thickness are analyzed in the paper,.
the plate satisfying the conditions of simple supporting along the edges. The solution
consists in determining three unknown functions w, ¥, x, which satisfy the respective
fourth- and second-order differential equations. Three frequency bands of free vibrations
are determined, and the ‘solution is presented in the form of double series. The distributed
or concenirated loads are either harmonic in time or have the character of step-functions.

The corresponding micro-computer programs are given; the results are iustrated by graphs
-and tables. ' -
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