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STABILNOSC i ZBIEZNOSC METODY NUMERYCZNEJ
STOSOWANEJ W DYNAMICE NIESPREZYSTYCH MEMBRAN

WLODZIMIERZ IDCZAK i IRENEU$Z WINNICKIT (WARSZAWA)

Przedstawiono analizg skalarnege wariantu metody przeganiania z iteracjami zastosowanej

do rozwiazywania nicjawnego, nicliniowego schematu réinicowego dynamiki zamocowangj
niesprezystei membrany kolowej. Przeprowadzono analize stabilnosci zagadnienia oraz analize
zbieznodci metody iteracyjnej. Na zakodiczenie oméwiono wyniki obliczes numerycznych po-
dajac praktyczne znaczenie przeprowadzonych analiz.

1. WsTEP
Zagadnienie dynamiki niespr@iystych,' utwierdzonych membran kolowych
" podlegajacych oddziatywaniu obciazert o duzej intensywnoéci jest przed-
miotem rozwazati wieln autoréw. Przedstawiane rozwigzania dotyczace
obciazefi idealnym impulsem poczatkowym opieraja si¢ na metodach przybli-
zonych: analitycznych [1, 2 i 3] lub analityczno-numerycznych [4 i 5).

Analityczno-numeryczne metody przyblizone dotyczace dynamiki niespre- -

zystych. membran obcigZonych fala ci$nienia przedstawiono w pracy [6],
a w pracy [7] podjeto probe rozwiazania tego zagadnienia metoda nu-
meryczng. Tam tez przedstawiono jeden 'z wariantow aproksymacji réwnan
rozniczkowych czastkowych schematami roznlcowyrm

W przedstawionej pracy podano dwa warianty aproksymacp drugiej

pochodnej wzgledem czasu funkcji ugiecia oraz dokonano analizy numerycznej

rozwazanej metody i przyjetych schematéw roéznicowych. Dyskutowane zagad- «

nienie z numerycznego punktu widzenia stanowi ciekawy i szeroki problem
nigjawnych schematow réznicowych, do ktorego czgsto wraca wielu autordw.

Jedng z metod rozwigzywania niejawnych rownan roznicowych, lub ich
ukladow, czgsto stosowana w praktyce, jest metoda ,,przeganiania”. Wynika
to stad, ze wigkszo$¢ schematow nigjawnych skonstruowanych dla zagadnies
ewolucyjnych charakteryzuje si¢ bezwzgledna stabllnosmq numeryczna, metoda
przeganiania za§ umozliwia ich dostatecznie szybkie calkowanie. W wielu
zagadnicniach dynamiki konstrukq1 niesprezystych natrafiamy na problemy
- mogace prowadzi¢ do rozwigzan nieregularnych. Nieregularnosci te moga, by¢
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wywolane nicliniowogcia rownani lub nieregularnodcia w wystepujacych warun-
kach brzegowych lub poczatkowych, np. punktowo przyloZzone obciazenie
lub wymuszenie (por. [13 i 147). Nlejawny dyskretny opis tych problemow
w duzej mierze zabezpiecza rozwiazania, nawet probleméw nieregularnych,
przed zaburzeniami generujacymi sie w sposéb niefizyczny (numeryczny)
w trakcie obliczes, Nalezy jednak pamietal, ze w my$l analizy przeprowa-
dzonej w [13] moga zdarzy¢ si¢ przypadki, dla ktérych nawet schematy
niejawne, bezwzglednie. stabilne, beda prowadzi¢ do rozwiazati pozbawionych
sensu fizycznego.

Z drugiej strony, praWIdiowa konstrukcja me;awnych schematow rdinico-
wych sama w sobie nie gwarantu]e poprawnoéci otrzymanych wynikow.
Rowniez metoda shuzaca do ich rozwiazywania powinna byé zaréwno zbiezna
. jak i stabilna. Wiadomo, Ze istotna wada wszystkich wariantéw metody.
przeganiania jest wystgpowanie warunku na wewnetrzng stabilnos¢ jej algo- -
- rytmu. Jest to szczegblnie wazne w przypadku problemow nieliniowych,
gldwnie hiperbolicznych.

Roézniczkowe sformulowanie zagadnienia, przyjete schematy rozmcowe
oraz ogblne algorytmy rozwiazania przedstawiono w [7].

w pfacy tej zajmiemy si¢ analiza skalarnego wariantu metody prze-
ganiania z iteracjami zastosowanej do rozwiazywania niejawnego, nielinio-
wego schematu réznicowego dynamiki zamocowanej niesprezystej membrany.
W punkcie 2 dokonamy analizy. stabilnoéci zagadnienia, w punkcie 3 prze-
prowadzimy analiz¢ zbieznoéci metody iteracyjnej, w punkcie zas 4 omowimy
wyniki obliczefi. Pracg zakoficzymy wnioskami ogdlnymi.

2. ANALIZA STABILNOSCI SKALARNEGO WARIANTU METODY PRZEGANIANIA

Wiele aproksymacji zagadniei brzegowych dla réwnafi rdzniczkowych
zwyczajnych drugiego rzedu prowadzi do ukladéw roéwnah z macierza troj-
diagonalna. Uklady takie otrzymujemy réwniez dla zadafi parabolicznych
i hiperbolicznych z jedna zmienng przestrzenna Postac skalarna takiego
ukladuo jest nastgpujaca:

Do yo—Go y1 = Fo,
21 - ~H;yi 14D yi— Gy =F, i=1,2,.,N-1,
—Hyyy-1+Dyyy= Fy. |
Stosujac metode eliminacji Gaussa, dochodzimy do rownan
1= Ziq Vig1+ Y1, i=N—-1,N-2,.,0,
(2.2) y +1 _V +1 +1 <

Yn= Yar1s
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gdiie
Z, = D'—ili,.z i—1,2, . N—1,
(2.3) 1@+1:%Iii§'_—, i=1,2,...N,
Z, = gz-» le—};—z

Powyzsza metoda nosi nazw¢ skalarnego wariantu metody przeganiania
(w jezyku rosyjskim ,,progonka”). Jej algorytm sklada si¢ z dwoch czedci.
W pierwszej okresla si¢ parametry poérednie Z;, Y, a w drugiej wylicza
rozwigzanie y;.

Dla uktadu (2.1) poprawny Jest nastgpujacy o

LemaT. Jesli wspolczynniki Dy, Dy, H; i G,, i=1,2,..,N—1 sa rozne
od zera oraz '
|H{| +1Gil,

>
(2.4) Di :
| Z1Gol, Dy 2 H\, i=1,2,.,N—1,

IDo
przy czym co -najmniej jedna nieréwnos$¢ (2.4) jest nieréwnoscia ostra, .
to uklad (2.1) ma jednoznaczne rozwiazanie i algorytm (2.2) jest numerycznie
poprawny.

Dowod lematu mozna znalezé np. w [17].
. Z lematu wynika, ze

Go.

<1
Do

(2.5) Zy =
Moina udowodnié przez indukgcje, Ze jezeli spe}nibny jest warunek (2.5),

to spelniony jest rowniez nastepujacy wzor:
Gy
Di_y—H 2,

(2.6) .  Zi= <1, i=2,3,.,N.

Jest to inna, réwnowazna postaé warunku na poprawno$¢ numeryczna
metody przeganiania.

Jezeli dla dowolnego k > i wspoiczynmkl ukladu (2.1) maja tendencje
do ustalenia si¢, tzn. jezeli '

Hk*l-L»H: Dk—‘)D, Gk+1"*"G
oraz jesli
D>0, H>0, G=>0,
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to przy k— oo wartodci Z, sa dodatnie, mnicjsze od jednosci 1 zdazaja
do stalej wartosci Z wyznaczanej Z rownania

2N HZ?*-DZ+G =0,
: \tj. przy k— oo
. 1D HG

W [9] zostala przeprowadzona ocena bledu rozwigzania y; oraz para-
metrow posrednich Z; oraz Y;. Wynika z niej, Ze '

(2.9) _ 6Z} < Cueyi, 1=2,3,.,k—-1;
(2.10) oY < Cy e Y o sk
@.11) | 1B, < C, %63 i(”z“) ,

| gdzie C oznacza stala niezalezna od & in

k1 Z.H
w=max | || |2
ko \j=3 | Gy

),
g = max {lexl}s

gdzie & oznacza blad w obliczeniu ulamka,

_ G, _
Zk:: ko1 - +6k,
Dy +Hyo1 Zy—y
C, = 1 +max {H_Y_i}
, k o,

ey = m}E‘lK. {|SH} s

gdzie &, oznacza blad w obliczeniu ulamka:

oraz.
4 = Iax (31, 32).
Eatwo sprawdzi¢, ze dla schematow réznicowych skonstruowanych w po-

przednim punkcie, warunki lematu s spelnione, a tym samym skalarny
wariant metody przeganiania jest numerycznic poprawny.
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3. BADANIE ZBIEZNOSCI METODY ITERACYINE]
NA PODSTAWIE FUNKCH MAJORYZUJACE]

Analizowane w pracy nieliniowe roéwnanie rézniczkowe po zastosowaniu
metody réznic skoficzonych sprowadzone zostalo do ukladu nieliniowych
- roéwnali algebraicznych. Rozwigzania otrzymanego ukladu poszukiwa¢ be-
dziemy opierajac si¢ na mectodzie iteracyjnej. Polega to na sprowadzeniu
wyjéciowego nieliniowego ukladu algebraicznego do ukiadu rownati liniowych,
w ktérym macierz ukladu zalezy od rozwiazania na poprzedniej iteracji,

W ten sposob rozwigzuje si¢ cigg ukladéw liniowych do momentu uzyskania

odpowtiedniej dokladnosci, wynikajacej z okreslonego sensu zbieznosci. Po-
jawiaja si¢ przy tym zasadnicze problemy: 1) zbieznoéé¢ ciggn rozwiazarh
rownarn liniowych do rozwigzania ukladu rownafi nieliniowych, 2) szybkosé
i¢j zbieznosci.

W punkcie tym na podstawie [10, 11 i 127 dokonamy préby wyzna-
czenia kryteriow zbieznofci ciagu rozwiazan przyblizonych do rozwigzania
nicliniowego réwnania dynamiki niesprgzystej membrany kotowej. Kryteria te,
Jjak to wynika z rozwazafi, sprowadza si¢ do wyznaczenia granicznych krokéw

czasowych dr,, zapewniajacych zbiezno$¢ ciagu iteracji do rozwiazania ukiadu -

nieliniowych réwnafi algebraicznych. PoniewaZ wyznaczenie takiego kroku
jest mozliwe w komputerze w czasie realizacji obliczeri na kazdej warstwie
czasowej, przeto wyniki tego punktu maja bezposdrednie znaczenie praktyczne.

Badanie zbieznodci daje w wyniku parametry graniczne wyznaczajace
obszar zbieznodci ciagu iteracjii. Moga one mie¢ charakter globalny, badz
lokalny. Ograniczymy si¢ tu do zbadania zbieznosci lokalnej, tj. zbicznogci

na kazdej warstwic czasowej. Wyznaczone w ten sposodb dr,, jest granicznym .

krokiem czasowym w metodzie numerycznej, ktdry okresla przedziat dopu-
szezalnych krokéw czasowych. Nalezy pamigtad, 7e zbieznosé ciggu iteracji
stanowi jeden z warunkow stosowalnodci metody numeryczncj Innymi z nich
to stabilnoé¢ i-zbieznos¢ metody numerycznej do rozwiazania écistego. Moze
bowiem zdarzy¢ sie taki przypadek metody numerycznej, ze na kazdym kroku
czasowym ‘clag iteracji jest zbiezny do granicy, lecz przy metodzie nie-
stabilnej granica ta z kroku na krok szybko oddala si¢ od rozwiazania
Scislego. W przypadku za§ metody niezbieznej ciag granic proceséw iteracyj-
nych przy malejacych krokach przestrzennym i czasowym nie zbiega do
rozwiazania $cistego.

Nie bedziemy tu zajmowaé si¢ zagadnieniem stabilno$ci numerycznej,
ktore stanowi dia modeli nieliniowych oddziclny problem.” Zagadnicnie to
iest na tyle zloZone. 7e do chwili obecnej problem ten pozostaje otwarty.
Istniejgce w literaturze prace dotyczg glownie warunkéw koniecznych stabil-
nosci numerycznej rézmicowych modeli nieliniowych. Istnieje co prawda
teoretyczna praca Rosingera [16]. Ma ona charakter ogélny i wykaznje

L
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rownowazno$¢ zbieznosci i stabilnosci schematow nieliniowych wyznaczona
tylko na podzbiorach zwartych okre$lono$ci operatordw nicliniowych.
Powr6émy do omawianego tu rownania roZnicowego

@B1n - H w«;+}+D witi+ G witli=F,
gdzie ‘
J 2 2
Di= 1+2051 o; h; de =1+ a; hy di?,
do do?®
G, =

H—rxlah[

1 dt 200, {1 do
= =2 e [ Va2,
g)+gi ZdQ:l do? J'h’<2+49i) ‘
Hi=‘_‘a10-i l:

1 dr 20, 1 do 2
) o ZdQ] 72 (7" 4@-)‘&’

i
hz £l Y
”("g—t%zf) tata
0 hi = 0f 5 N
: 1+(I§) (W)

[( j 1 W{+i) Wj“ Wl 1)]

/‘_“\

& |

oraz

i 1
We= 4do dt

(W1+1 i.fi)v

: 1
Y™ 40

gdzie dt jest krokiem czasowym oraz dg przestrzennym.

Uktad (3.1) jest ukltadem nieliniowych rownafi algebraicznych. Jego lineary-
zacje mozna przeprowadzi¢ korzystajac z metod iteracyjnych. Ograniczymy si¢
do metody Newtona-Kantorowicza [15] W efekcie otrzymamy '

(3.2) , AW weEtD = R,

gdzie A (W) jest pochodna funkcjonalna Frecheta ukladu nieliniowego (3.1)
G (w)=L{w)}—F =0 czyhi

(33) A (W) = G (w);

natomiast w® jest rozwiazaniem uktadu zlinearyzowanego na iteracji s-tej. -
. Linearyzacja prowadzi tutaj do spetnienia nastgpujacej rownoséci przyblizonej

(34) GG ) (WP —w) =
a ta z kolei do uogdlnionego wzoru metody iteracyjnej Newtona—Kanto-
rowicza
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(3.5) Wo D = WO _[G/(W9)] L G (W)
lub
(3.6) - Wit = W _TA (W] 7! G (W)
Otrzymujemy stad nastepujaca macierz ukladu zlinearyzowaqego:
: G,
(3:7) Ay (W) = R

Biorac pod uwage (3.1), preedstawiajac o, by w postaci
1

1 n
o 1+P (E)
(3.8) o=

K, ’
gdzie

o2, hy . ; P2

K, =1+ R W/ =1+ 2Rdg W1 —wi )%
) X . 1
P = A wiii—wit]-wirl+wiZim,

1

R wha—wlo Y

Al = . 2 2 ]
gty R 4dg

oraz dokonujac rozniczkowania na warstwie j+1, otrzymamy macierz tréj-
przekatna z wyrazami

. 1
2 A 14" 1
B9 Ay =H+ 2 —2(1*12 (*) I:(_— o >Wh1ﬁwzl+

do* K, dt 2. 4y,

20, A, LN /1 do
. A--__ = § o T r— 2 —_— ———— P N
(3.10) ii-1 = G; i K, dz (d‘c) 7 I, Wi g~ W;+

1 de .
r + ?4“&? Wity |5
@3.11) Ay=Dy
gdzie
1 . e o i-a
Ay = — Ay (Wl = Wi Wz b))
Badanie zbieznosci przeprowadzimy opierajac si¢ na pojeciu funkcji ma- ‘
joryzujacej [10, 11 i 12]. Funkcje taka konstruuje si¢ z uwzglednieniem
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normy operatoré G (w), jego pierwsze] G'(w) i drugiej pochodnej G (w) oraz
normy pierwszej pochodnej operatora odwrotnego ([G/ (wy1~1). W mysl po-
wyzszych zalozefi musza wigc by¢ spelione nastepujace warunki:

3.12) ' IG (WO <7 (xo)y \
3.13) L6 WO < (),
3.14) G W] <" (),
gdzie '
- G19) __ 1G] = max |G,
(3.16) G 1= max T4y
3.17) 1671 = mpx 3 1B,
24,
(3.18) . ik = e

adzie rix) jest szukana funkgja majoryzujaca.

W [10 i 11] udawadnia sie nastgpuiace

TwierpzeNiE. Jesli funkcia r (x) 2 0 ma rozwigzanie X w przedziale [xq, X,
to uklad (3.1} ma rozwiqzanie w, do kidreqo zhiczny jest ciqq kolejnych przy-
blizer. Wykazuje si¢ rowniez poprawno$d nastgpujacego lematu:

Lemat. Jezeli X jest najblizszym do x, rozwiazaniem réwnania r (x) =0,
to 7 (x) <0 w przedziale [x,, X]. ,

Wynik powyzszego lematu, jak réwniez przedstawione tu twierdzenie,
sy podstawi do konstrukeji funkeji majoryzujacel.

Funkcia ta moze by¢ nastepujacy wielomian:

(3.19) r(x)=Kx2—%x+R,
gdzie

(3.20) R 2 |G (W),
(3.21) B =[G (W7,
(3.22) Kz |G"(w).

Wynika stad, ze przyblizeniu w'¥ odpowiada x=0. Zatem rozwigzania
ukladu réwnas G (w) =0 zawarte sa w kuli

1 1
3. . w—w < ——[1—(1~ 2 R)7].
6.23) 15wl < sy [1=(1-4KB* R
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Rozwigzania rownania r(x}=0 mo#na poszukiwaé iteracyjnie, co od-
powiada iteracyjnej procedurze poszukiwania rozwiazania G (W)= 0 metoda
Newtona—Kantorowicza:

7 (x)
324 = X, — .
( ) Xy +1 Xk ¥ (xk) |
Poniewaz warunkiem koniecznym i dostatecznym zbieznogci metody
tteracyjnej x, ., = F (x;) jest warunek

- (329) P«
to na podstawie (3.24) otrzymujemy
r(x) r” (x) _
(3.26) ML AP
' (r ()
lub uwzgledniajac wprowadzone oznaczenia i fakt malenia funkcji r (x)
r (0)r (x) o
(3.27) . AL AT
(' ()
Prowadzi to do nierdwnoéci
(328 2RB2K < 1.
Pitzy uwzglednieniu (3.23) nierowno$¢ ta przyjmuje postaé
(3.29) , 4RB’K < 1.

Jest to zatem podstawowy warunek zbieznosci, ktory powinny spetniaé
parametry R, B i K majoryzujace odpowiednic normy. ‘

Korzystajac z nierdéwnosci (3.29) wyznaczymy przedzialy dz, dla ktérych

. ciag przyblizedi (fj. rozwiazan ukladow zlinearyzowanych) jest Zbiezny do
rozwigzan ukladu nicliniowego (3.1).

Jesli przyimiemy, ze réwnania x = Q odpowiadaja wartosci w na warstwie
j+1, to dla rozwazanego réwnania ruchu [7] otrzymamy ‘nastepujace war-
tosci R, B i K: :

{3.30) ' ' 1G (W <R = 472 max |B].
gdzie '

L

_ LY 2 jre (L dey .
(3.31) Bi—ai|V|m|:1+(dT) P} K. dg? }W:_ - E“’“za wiii—

ptzy czym K, wystgpuje we wzorze (9.8).

Norme¢ G'(w*!) wyznaczamy ze wzoru
- 00
aw],('-%-t N

(3.32) IG (W )= A (W) = max ) ‘
. £
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Poniewaz
(3.33) 0G, _(_8G 9G, _9Gi
aw,, aWi— 1 awi GWH_ i
przeto _
. G, 26, G, G,

W rozwazaniach wystgpuje norma operatora odwrotnego |G’ LA T

- czyli nalezy wyznaczy¢ norme {[A (w/*')]'[. Biorac pod uwage (3.34),
otrzymamy '

26,

i ) = |B| = (1+de* min |C)” Y

(3.35) LA (WP émin(

lub oszacowanie silniejsze

3.36) IEA 0+ D)7 < (L=de? max |C) = 1B,

i 1
2&1 1 "
| = ——— Pl— .
i K, do? ‘:1+ (d’:) ]
W nierownoéci (3.27) wystepuje rowniez druga pochodha funkcji majory-

zujacej. Dlatego tez wyznaczymy K jak nastepuje:
02 G;

gdzie

3 G’ <K= ms —d? L,
(3.37) G (Wi max E Br o T
gdzie )
' 0*G, | 2%G, 26,
IL- |Gy ; ,
max (2 lawirl ow, +2 |6wi+1 ow, i, +
3?2 G;

1
9 G, 1y
P2 D#Lﬁ(df) L.

Szczegbly rachunkowe dotyczace obliczenia L pomijamy.
Dla skonstruowanych powyzej norm wprowadzimy zapis skrocony.
Mianowicie przyjmiemy, ze: ‘

ow?

(338) G (WY <R =de? [bl+(gl;)"bz],

gdzie by i b, sa wielko$ciami okreslonymi zlozonymi wzorami wynikajacymi
-7 oszacowania normy (3.38): -

ES
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(3.39) ITA (W]~ 1) < |B} = {1 +d? l;C1 +(§E)" Cz]}_l, .

oraz po przepisaniu (3.37)

: 1
(3.40) | [G”(w)| <K =d:? [L1 + G;) Lz).

Dalszy proces obliczeniowy polega na wyznaczeniu przedziatow dz, ktore
zapewniaja zbiezno$¢ metody iteracyjnej lub inaczej, spelniaja nierownosé
(3.29). Z definicji mamy dv >0, a zatem wchodza w gre jedynie pod-
przedzialy dodatnicj czedci osi . Zagadnienie. sprowadza si¢ wigc do wyzna-
czenia: kraficow przedzialow dopuszezalnych dt, co jest rownowazne wyzna-
czeniu rzeczywistych dodatnich zer funkcji w (dv).

Funkcje te otrzymujemy z nieréwnosci (3.29):

1 1
1\ : 1\" '
(341) 4d'52 |:b1 + (E) bz:]-d'rz |:L1 + (d'l’,’) Lz:l < f
R I % 2
dt
Ma ona wiec postad

_2 -1
(342w (dr) = A, dc*+ Ay di* 7k Ay de* TR Ay A+ A dT TR <0,
Funkgje (3.42) bedziemy aproksymowaé wielomianem

(3.43) ' w(dt) = Ag di* -+ A, d'rz—l < 0.

Analizujac powyzszy wielomian stwierdzamy, ze posiada on tylko jeden '
pierwiastek rzeczywisty dodatni (regula Kartezjusza) a ponadto wyraz wolny
Ag = —1<0. Zatem wielomian ten spelnia sformulowane tu wymagania,
a problem sprowadza si¢ do dokladnego wyznaczania najmnigjszego i jedy-
nego picrwiastka dodatniego dr,. ‘

W ten sposdb uzyskaliSmy mozliwosé wyznaczenia kroku CZAasSOWeEgo
dry dla dopuszezalnych krokéw czasowych dr, ktére gwarantuja zbicinosé
ciagu iteracyi na warstwie czasowej j4-1, gdy dt, Wyznaczone zostalo na
podstawic rozwigzat z warstwy j.

Zanim przejdziemy do nastepnego punktu, w ktérym zajmiemy si¢ analiza
rozwigzan, dokonajmy podsumowania dotychczasowych wynikéw oraz ich
oceny.

Latwo sprawdzié, ze przedstawione tu rozwazania, dotyczace zbieznodci
iteracyjnej metody przeganiania, odnosily sic do schematu rbinicowego
o aproksymacji rzedu dz. Z faktu tego plynie znany wniosek: cheac uzyskac |
wyniki z wymagana dokladnoécia nalezy ograniczy¢ si¢ do malych krokéw
. catkowania wzgledem czasu, tzn. dt < dt,.. Przy wzroicie dt nalezy liczy¢ sie
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z dwoma niebezpieczefistwami: 1) ze wzrostem bledow wystgpujacych w
rozwigzaniach — schemat jest tylko rzedu dt; 2) ze wzrostem liczby iteracji
na kazdym kroku czasowym zblizamy si¢ do dty.

Powyzsze problemy mozna ograniczyé lub nawet czgSciowo wyeliminowa¢
przez zmiang metody rozwiazywania schematu roZnicowego dla réwnania
résniczkowego oraz przez uérednienie wzgledem czasu wszystkich wyraZen
stojacych w tym réwnaniu. t). pierwszej 1 drugiej pochodnej przestrzennej,
wspolczynnikéw nieliniowych o 1 h oraz obciazenia p.

Uzyskali$my wigc praktyczne kryteria oeny zbieznoéci metod iteracyjnych
poszukiwania rozwiazafi nieliniowego ukladu rownaf algebraicznych, powsta-
lego z nieliniowego rownamnia dynamiki zamocowangj, niesprezystej membrany.
Moga one byc stosowane rekurencyjnie. Na podstawie rozwigzania W war-
stwie j-tej oblicza si¢ parametry B, K i R, a nastepnie okrefla si¢ przedzial
dopuszczalnych wartosci dr. Obliczone wartoéci dt,, moga by¢ korygowane
po kazdej iteracjii. Niewygode t¢ mozna usunaé stosujac metody iteracyjne
wyzszych rzedow niz metoda Newtona—Kantorowicza. Przedzialy dr moga
by¢ przy tym obliczane na komputerze w trakcie prowadzenia obliczefi.

Nalezy jednak pamietac, ze warunek dr < dr,, zapewma jedynie zbieznosc
metody iteracyjnej, a nie stabilnosc samej metody numerycznej. Dla anali-
zowanego tu réwnania roznicowego [7] metoda przeganiania, jak tez sam
schemat roznicowy sa bezwzglednie stabilne. Z badan stabilnoéci w przypadku
innych réwnari rézniczkowych moze wynikaé inne dty,. Wowczas do obliczen
nalezy przyjaé dt spelniajace warunek ' '

dr < min (@1, dy).

Jak wynika z [10 i 12] przedstawiona tu procedura moze by¢ rozszerzona
rowniez na uklad nieliniowych rownafi rozniczkowych.
4. WYNIKI OBLICZEN I WNIOSKI

_ Obliczenid numeryczne prowadzohe dla zamocowanej membrany kolowej
o parametrach g, = 223 105 Nm 2 n=5, é=40s"% m=1515Nm~>s?

w, A
10| Pa=EOMPO dr=0,005
o b =108 dr=0,025
dr=0060
5| dr=10,064
4 -
2 =
1 | | | p—
a2 04 06 a4 T
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R=31,8-10"*m, h, = 1,93 1073 m, obciazongj falg uderzeniowa o ampli-
tudzie By = 60 MPQ i czasie trwania t, = 1077 s.

Wyniki obliczei numerycznych zamieszczone w postaci wykresdbw na
rysunkach (1 do 3) przedstawiaja: 1) Zmiane ugigcia- §rodkowego punktu
membrany w, jako funkcji czasu dla. kilku wartosci kroku czasowego dt

© Womgy A
0 = .
ﬂ — ‘ .
6 - o
4 By=60MPa
=10 dTyr
2 |
L I ! b | \
10 20 0 40 EQ 80 dr.qp3
Rys. 2

(rys. 1) 2) Maksymalne ugiecie ceniralnego punktu membrany wgu., jako
-funkcji kroku dt:(rys. 2). 3) Liczbe krokow czasowych j, w czasie ktorych
realizowany jest proces obliczei deformowania membrany oraz catkowita
(dla tego procesu) liczbe iteracjii ITM zapewniajaca uzyskiwanie wynikow

i ' AITM

140 160

120 p- 148

By =60 MPat
106 t=10"%s - 120
8¢ — 4007
60 » a0

40 - | 80

20 40

I H ] | 1 ]
w0 . 4 4 50 60
‘ dr-10°°

Rys. 3 .

7z dana dokladnoscia, jako funkcje kroku czasowego dr (rys. 3) 4) Liczbe
cykli f = j+ITM, w czasic ktorych realizowany jest proces obliczeri deformo-
wania membrany oraz wzgledna dokladnoéé. obliczefi & = [(AWg pax/Womax)| jak0
funkcje kroku czasowego drt (rys. 4). :
- Z przedstawionych wykresébw wynika szereg istotnych faktow.
Proces deformacji membrany modelowany na komputerze zalezy od kroku
czasowego dt, przy czym przy malych wartodciach kroku uzyskuje sig
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wieksze trwale ugigcie koncowe membrany a przy duzych wartosciach dt
obliczone ugiecia konicowe sa mniejsze. Jednoczesnie komputerowy czas
trwania procesu deformacii (por. Tys. 1), zalezy od przejete] do obliczen
wartoéci dt, jest dluzszy przy duzych wartosciach dt (r ~0,84), a krotszy
przy malych wartosciach kroku czasowego (r = 0,64).

160 |

140 |

iz |- Sy E
100 -
sl 02

14

40 PD=SGMPGV — 0‘1

t,=107%s
20 ;
1 1 1
10 20 30 40 54 &0
dr-1073
Rys. 4

Zasygnalizowana powyZej rézpica W maksymalnych wartoéciach trwatych
ugieé (rys. 1 i 2) spowodowana jest glownie dynamika ciagu iteracyjnych
bledéw wywolanych zblizaniem sie dr do dt,.

W celu wyjaénienia tego zjawiska rozpatrzymy wzOr iteracyjny

4.1) we D = F (W),

gdzie operator iteracyjny F ma postac

(4.2) F=w9—[G' (W] G @),
wzor (3.5) lub :
(4.3) R =wO-[AG] TG,

(wzbr (3.6)). (

Zaldzmy, e ciag przyblizen posiada granice w (w® —w) i w jest rozwia-
zaniem (4.1). Oznacza to, Ze operator ¥ (w) spelnia warunek Lipschitza, tzn. -
(4.4) |F (W)= F (W) < L] Iw—w Ol =l eoll, Ly <1, ‘
gdzie g, jest wektorem bledow systematycznych obliczania operatora F (w).

! Zakladamy przy tym, Z¢ ‘
(4.5) . 0 < gl SA—ILD Iw—wl,
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W trakcic obliczeri kolejne przyblizenia realizujg si¢ z bledem dynamicz-
nym Q. Zatem wartos¢ przyblizona pierwiastka ma postac

(4.6) WO = F (W~ )+ q,.
Zakladamy przy tym, Ze bledy zaokraglesi g, posiadaja oszacowanie
(4.7) _ el <llgll ™', 0=<gq<1,

wigc mniejsze od blgdu systematycznego obliczenia operatora F (w).
Udawadnia si¢, ze zachodzi nastepujace oszacowanie dia ciagu bledow
iteracyjnych:

(4.8) 0 S (L2 g+ 70 ¢+ L+ LT P g )
Wykoriystuj ac powyzsza nier6wnosc oraz nierOwnosé
{4.9) W —wi <L) W —wl],

mozna udowodni¢ co nastepuje. _
1) Jezeli 0 < g <1, tzn. gdy blad zaokraglefi w iteracji jest mniejszy
od blgdu systematycznego, to istnigje nast¢pujace oszacowanie:

(4.10) W9 —wl < LI W —w|| +sgo [max (L], ¢)]".

Oznacza to, ze po odpowiednio duzej liczbie iteracji blad obliczenia pier-
wiastka moze by¢ dowolnie maly,
Jezeli g =1, to

| _ | ™E
(@.11) 179 —w]| < L[ [w® —w] + -2l
=L

W tym przypadku po dowolnej liczbie iteracii biad obliczenia pierwiastka
bedzie nie mmiejszy niz @q/(1 — |L|). Przy metodach stabo zbieznych (||L|| = 1)
mozemy liczy¢ tylko na niewielka dokladno$¢ osiagana po kilku iteracjach,

" . Dalsze iteracje nie poprawia tego wyniku, lecz mogg go pogorszy<.

Na wartosci skladowych wektora g, bltedu systematycznego wystgpuja-
cego w powyzszych wzorach wptywa przede wszystkim rzad schematu rézni-
cowego zastosowanego do rozwiazywania omawianego tu problemu. Jak juz
stwierdzili$my wczesniej, schemat ten jest rzedu dr. Oznacza to, 7e

4.12) INw—N, wy| = 0 (dr, do?),

gdzie Nw oznacza lewa strong réwnania ruchu oraz N,w, aproksymacje
réznicowa.

Zatem wzrostowi dt odpowiada wzrost bledu systematycznego g,. Biorac
ponadto pod-uwage fakt, ze spelnieniu warunku zbieznosci iteracyjnej

4.13) [we* D —w| <,
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towarzyszy znaczny wrzrost liczby iteracji na kazdym kroku czasowym oOraz,

7e w czasic dtv poréwnywalnym z dt, zachodza znaczne zmiany jakosciowe,

w procesic, mozna wythumaczy¢ tak duiza réznice w koficowych ugigciach,
gdy dt — dt,,. T

Nic nalezy natomiast doszukiwaé si¢ przyczyny tych réznic glownie
w ilosci operacji arytmetycznych wykonywanych przez komputer w ciagu
analizy calego procesu, a tym samym tylko w kumulacjii bleddéw uciecia
bez uwzgledniania O (d1). Zauwazmy (rys. 4), ze lic;ba cykli §=j+IT™M
dla dt— 0 oraz dla dt— dr,, jest poréwnywalna. W przypadku, gdy dr— 0,
na wielko§¢ B wplywa liczba krokow czasowych, natomiast gdy dt— dtg
o wielkoéci f decyduje globalna liczba iteracii ITM na wszystkich warstwach
czasowych, Roznica tkwi jednak w tym, Ze 1) przy dr — 0 istnigje graniczne

przejécic schematu réznicowego w rdwnanie roézniczkowe (nie zajmujemy sig -

tu krokiem dp — przejéciu temu musi rowniez towarzyszy¢ dg — 0); 2) przy
dt->dr, dochodzimy do granicy zbicznosci metody iteracyjncj, ktora w
obszarach duzych zmian rozwigzania mozna bardzo latwo ,, rzeskoczy¢” na
zasadzie analogii ze zjawiskiem niestabilnosci nicliniowej; 3) poréwnywalna
liczba cykli f raz jest otrzymywana dla O (d1) bliskiej zeru, a drugi raz dla
0 (dz,) o wartoéci maksymalhej (gwarantujacej jeszcze 7hieznosc).

Z rys. 4 wynika jeszcze jeden istotny wniosek. Mianowicie dla krokéw
catkowania po czasie bliskich zeru, tj. dt — 0 z powodzeniem mozna stosowac
zamiast metod iteracyjnych metody zlinearyzowane. Liczba iteracji na jednym
kroku czasowym wynosi w tym przypadku 1 do 2 i to tylko w obszarach
duzych zmian rozwigzania. Warto$¢ & jest tu wyraZnie ‘mala. Ponadto
7 rys. 4 wynika, jakic nalezy braé¢ dr, tzw. dr,, azeby przy wamagancj
dokladnosci rozwigzania ¢ liczba cykli obliczeniowych f. byla minimalna:
Uwzgledniajac fakt, 7¢ w tego typu obliczeniach inzynierskich dopuszczalny

blad wzgledny nie powinien przekracza¢ 20%, mozemy okreslic dt spehniajace .

ten warunck. Dla analizowanego tu problemu, przy zalozeniu & = 0,15 (15%)
mamy dt,, =0,021, =78 Zauwazamy, e ze wzrostem di do wartosc

dt ~0050 liczba cykli B pozostaje stala, a blad rozwiazania ¢ gwaltownie -

roénie. :

Z powyzszej analizy W}Ifnika, iz dob6r optymalnej wartoéci kroku dt jest
$cidle zwiazany z doktadno$cia rozwiazania & i efcktywnoscia procesu ob-
liczer f3; dlatego tez wybdr dt,, musi byl zwigzany ze szczegdlowa analiza
catego zagadnienia. ' _

Przedstawiona analiza dotyczy. jednego wariantu roznicowej aproksymacji

rézniczkowego réwnania dynamiki niesprezystej membrany obciazonej fala

ciénienia. Oddzielnego potraktowania wymaga dobor wlasciwego schematu
aproksymujacego pochodne przestrzenne, nieliniowoéci, pochodna czasowq
oraz rozkiad obciazenia. '

.Szezegblowa analiza tych zagadnien bgdzie przedmiotem kolejnych opra-
cowafi, a jej wyniki beda skonfrontowane z wynikami ¢ksperymentalnymi.
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Pr3ioME

YCTORUYUBOCTE U CXOAUMOCTE UYMCIEHHOTO METOJA, B JUHAMHUKE

HEVIIPYTUX MEMBPAH

HpBHCTﬂB.HGH AHATH CRAJIAPHOTO BAPHAHTA IPOTOHHOTO METOAA C HTepanuamMu, HpHMES-

HEHAOTC [Mf HEABHOTO pENICHHS, HONMHCHNOH AuddepennmambHOR CXeMBl OUHAMHAKA 3aAKPEI-
NeHHoE Heynpyroff KpyrmoH MemOpamel IIpOBENEHBI AHANHMZ OCTOHIMBOCTH W CXOMEMOCTH
HTePRALEOHHOIO MeToAa. B 3axmoyenne o0CYKAAIOTCA PEIYALTATH YHCHCHHMX PACYETOR # UX
IUAYCHHE B TNPAKTHEE.
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SUMMARY

STABILITY AND CONVFRGENCE OF A NUMERICAL METHOD APPLIED

TO INELASTIC MEMBRANE DYNAMICS .

Scalar variant of the iterational sweep method is analyzed in connection with' its

application to the solution of an mmplicit, nonlinear difference scheme written for a circular,

inelastic membrane fixed at its periphery. Stability of the problem and convergence of the

iterational method applied are analyzed. Numerical results are discussed and possible practical
applications of the method are indicated.
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