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WPLYW ZMIENNEGO PRZEKROJU NA DRGANIA GIETNE
WYBRANYCH BELEK I WALOW WSPORNIKOWYCH

TERZY JAROSZEWICZ (BIALYSTOK) i LONGIN ZOR Y J (LWOW)

Zbadano wplyw zmicnnege przekroju belek i waldw wspornikowych oraz wplyw masy
skupionej, zamocowanej na ich koficach na podstawowa czeé¢ drgari gietnych. Rozpatrzono
belki w ksztalcie klina liniowego i parabolicznego oraz ostrostupa o podstawic kwadratowej,
. a takze wal w ksztalcie stozka. Opracowano analifyczna i numeryczng metode okreslenia
wspolezynnikow szeregu charakterystycznego na podstawie wzoréw ogblnych otrzymanych
w pracy [3]. Zaproponowano wygodne dla inZynierskiej praktyki wzory do obliczenia goérnych
i”ciolnych estymatordw podstawowej czestodel drgar wymienionych belek. Podano warunki
stosowalnosci tych wzoréw. Pordwnanie wynikéw feoretycznych i eksperymentalnych po-
twierdza wysoka dekladnosé obliczen. '

1. WsTEP

Liczne elementy maszyn i konstrukeji noénych takie, jak lopatki turbin
i $miglowcow, wrzecion obrabiarek, wieze wiertnicze, wysiegniki dzwigdw
daja si¢ sprowadzi¢ do modelu belek Iub waldéw wspornikowych o typo-
wych przekrojach poprzecznych, zmieniajacych si¢ wzdluz osi belki. Do
badania drgati gigtnych takich belek zwykle stosowano analityczne i nume-
ryczne metody przyblizone, ktére nie pozwalaja ocenié¢ dokladnosci obliczongj
. czgstosei [1 1 2. W pracy [3] wyznaczono dwustronne estymatory czgstosci
podstawowej drgafi gigtnych jednorodnej belki vxfspornikowej o dowolnie
zmiennym przekroju, z zamocowana na jej koficu masa skupiona, metoda
szeregOdw charakterystycznych. Wyprowadzono w niej wzory ogdlne okresla-
jace pierwsze wspotezynniki szeregu charakterystycznego, ktérych podstawo-
wymi elementami sa calki oznaczone o krotnosci od 1 do 3. W niniejszej
pracy wykorzystuje si¢ wymienione wzory do badania wplywu parametrow
przekrojow na niZzsze czestodci czesto spotykanych w praktyce inZynierskiej
jednorodnych belek w formie klina liniowego i parabolicznego, stozka oraz,
ostrostupa o podstawie kwadratowej z zamocowana ma ich koficach masa
skupiona. W pracy zaproponowano réwniez wzory dla niiszych czestodci
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odpowiednich ukladéw zastepczych, ktére zapewniaja dokladnos¢ wystarcza-
jaca dla inzynierskich obliczed. Wyniki obliczei teoretycznych pordéwnano
z -wynikami eksperymentu.

2. ROZPATRZONE PRZYPADXKI

Sztywnoéé i mas¢ rozpatrzonych belek mozna opisaé za pomocy naste-
pujacych wzorow:

e f 09 = EJ (w %) g () = my (1_3, %) :

gdzie E oznacza modut Younga, J,, m, odpowiednio moment bezwladnosci
przekroju 1 mase jednostki dlugosci belki w podstawy, y parametr zbieZnosci
(0 £y < 1), | dlugos¢ belki, n i m parametry przekroju belki, ktére moga
przyjmowaé dowolne wartoéci rzeczywiste (dla belki obrotowej m = 2n).

n ~ Schemat belki n Schemat belki
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Rys. 1. Schematy belek i walow

Mase skupiona M, zamocowana na koficu belki uwzglgdhiono za pomocy '
stosunku p = M/my I. Schematy rozpatrzonych belek 1 watow ZAMIEeSZCZONOo
na rys. 1. '
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3. WZORY I ALGORYTMY OBLICZEN

Wyznaczajac catki wystepujace w ogéinych wzorach (3.2} i (3.3) pracy [3]
otrzymano wzory na trzy pierwsze wspolczynniki szeregu charakterystycznego
odpowiadajace belkom przedstawionym na rys. 1. W pracy [3] przytoczono
‘te wzory dla stozka (n = 4), nizej za$ dla klina liniowego (n =3, y = 0):

Ag=1, |
(3.1) 0

Ay = %14—(1+12r2—16r3+3r4+‘12r2 In I,

1 {1 7R 9 n 3
.2 A =4 —_— 2 — o2 Cr3i_C r4
(3.2) 27 78 =6O+F[2 gl gy I

3 ol 1o,
+(3-or +yrar]}
gdzie I'=1—y. -~ '

~ W celu praktycznego stosowania metody w przypadku belek o pot¢gowej
zmianie przekroju opisanej wzorami (2.1) opracowano programy na ‘komputer
umozliwiajace obliczenie estymatoréw nizszych czgstotliwodci drgan wiasnych,

Tablica 1
n : HawE
0 : | 3
293

W =2y-2(1—y (1 —y)

3

¥

2 .
Zy—9*+2(1—yIn (I—y)
3 L2
P24+29421n(1—y)

4 3(1-y)

W przypadkach gdy masa skupiona M znacznie przewyZsza mase wiasna
belki, to znaczy gdy p— oo, belk¢ mozna zastapi¢c ukladem o jednym
stopniu swobody, ktorego czestos¢ oblicza sie wg wzorn (3.6) z pracy [3].
Wyznaczajac catke we wspomnianym wzorze otrzymano nastgpujace wzory
odpowiadajace rozpatrywanym przypadkom (tablica 1). W tablicy 1 zasto-
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sowano nastepujace oznaczenia: w, oznacza paramety czestotliwosci podsta-
wowej, a = my I*/EJ,. Wzory z tablicy | moga byC réwniez wykorzystane
dla ukladdéw zastepczych o jednym stopniu swobody, w ktorych masa
zastepcza jest suma masy wiasnej belki i masy skupionej M, to ZNaczy’
stosunck p bedzie przyjmowal skoficzone wartoScl. Wowczas przykltadowy
wzor dla stozka (n=4) ma postac

31—y

(33)  wh= ‘
' ?‘(3~3?+72)+#

S

Z. przeprowadzonej w p. 4 analizy wynika, 7e wzory zawarte w tablicy 1
daja ,,zgrubny estymator” czgstotliwoéci podstawowej z gory, stad tez zastoso-
wano oznaczenic pawmZ, wzor zas (3.3) daje ,bardzo zgrubne”™ przyblizenie
z doty, co oznaczono jako guwi. '

Z teorii drgaii wiadomo, ze najprostszy zgrubny . estymator czestoscei
podstawowej z dotu okresla si¢ wzorem Dunkerle’a [4]:

(3.4) S awd=(4)7Y

gdzie A{“'ozna'cza drugi wspolczynnik szeregu charakterystycznego. Na pod-
stawie (3.4) wzory szczegotowe dla klina liniowego (n=3) i stozka (n=4) .
przy u # 0 beda mialy nastgpujace postacie:

(3.5) a:g={ﬁ[ulz(1_):)2—16(1-—.y)3+3(1-y)4+'
L1201 ln(l—w]—p ri2r2ind=y 17
, 2 |

O (S—4y) (1—7)+20u

Doktadne estymatory czgstoéci podstawowej z dotu aw, iz gory aw? obliczono

ze wzordéw BirnsTEINA [5]. Nalezy zauwazyC, ze majac {rzy pierwsze wspol-
czynniki szeregu charakterystycznego mozna rowniez obliczyé dwustronne
estymatory drugiej czestodci wiasnej i przyblizone wartoéci estymatorow
trzeciej 1 czwartej czestosci. :

{1} Terminologia zastosowana w tej pracy moze budzi¢ zastrzezenia, jednakie jest wygodna
dla zréinicowania stopnia przyblizenia. W dalszych .czeSciach pracy cudzystow pomijamy.
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4. WyYNIKI OBLICZEN | EKSPERYMENTU

W tablicy 2 poréwnano wyniki obliczetr dokladnych estymatoréw pod-
stawowej czgstotliwosci dla klina (przypadek n=3) przy p=0 otrzymane
za pomoca wzorow (3.1) i (3.2) (rubryki 3 i 4) oraz przy wykorzystaniu
numerycznego obliczenia calek wystepujacych we wzorach ogélnych (3.2) i (3.3)
z pracy [3] (rubryki 5, 6). W rubryce 7 zapisano roznice wzgledna & w %

_migdzy $rednimi wartosciami estymatoréw obliczonych podanymi sposobami.

Tablica 2

L Analityczny Numeryczny £ 1] Ekspery-

LT aed aw? a3 o ment

1 2 3 4 5 6 7 8

1 0 12,3583 12,3640 12,3557 12,3613 0,02 —

2 0,2 13,0134 13,0223 13,0134 13,0223 0 14,02
3 04 13,9553 13,9705 13,9553 13,9703 0 —
4 0,6 15,4582 15,4892 15,4583 154892 0 14,43
5 0,8 - 18,3730 18,4554 18,3731 18,4596 0 —

6 1,0 28,0264 28,5156 29,9395 31,2905 7,66 32,03

W rubrykach 5, 6 tablicy 3 zamieszczono wyniki numerycznych obliczen
dokladnych dolnych i gérnych estymatoréw aw} i aw? dla wszystkich
-rozpatrywanych przypadkéw (n = 1, 2, 3, 4)'przy wybranych znaczeniach y i p.
W rubryce 7 sy wartosci zgrubnych estymatoréw z dotu am% obliczone
na podstawie wzoru Dunkerle’a (3.4), w rubryce 8 za§ s wymk1 zgrubnych
estymatorow z gory amj otrzymane na podstawie wzordw z tablicy 1.
W rubrykach 9 i 10 zapisano odpow1edme roznice wzgledne miedzy war-

tosciami zgrubnych estymatorow amg i aw} i wartodciami érednimi doklad-

nych estymatoréow awi i ami, ktore mozna, jak wynika z tablicy 2, uwazad
za wartosci scisle. Tablica 4 zawiera warunki stosowalnoci wzoréw (3.4),
(3.5) 1 (3.6) oraz wzoréw z tablicy 1, oznaczone jako A i B, ktére zapew-
niaja dokladno$¢ obliczeri do 5% z niedomiarem i nadmlarem W porownamu
z wynikami estymatoréw dokladnych.

~ Warunki (A) z tablicy 4 pokazuja, Ze wzor Dunkerlea (3.4) mozna
stosowaé niezaleznic od stosunku p w przeciwienistwie do wzoréw z tablicy 1
(warunki B), ktorych dokladnos¢ silnie zale’y od u. Obliczenia teoretyczne
sprawdzono eksperymentalnie na stanowisku, ktorego schemat ideowy za-
mieszczono na rys, 2. : ‘

Uklad wzbudzenia stanowia generator 1, wzmacniacz mocy 2, uklad
rezonansowy LC 3 oraz elektromagnes 5. Elektromagnes 5 za posrednictwem
zwory wzbudza drgania gietne probki 6 sztywno zamocowanej na koncu
wspornika 4. Na koficu probki umieszczono masg skupiong 11, Przed-
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Tablica 3
Lp n ¥ M aay awg aej ‘Eg g [7] a3 [ %]
1 2 3 4 5 6 T 1t 8 9 10
i 02 1 1,0 2,380952 2,380963 2,356 2,845 1,05 19.49
2 0,2 2,5 1,055409 1,055412. 1,051 1,138 0,38 7.87
3 ] 0,2 5,0 0,547645 0,547645 0,546 0,569 0,36 3,83
4 0,8 1,0 2,127660=| 2,127670 . 2,108 12,282 0,94 7.24
5 08 ¢ 25 0,887075 0,887080 0,884 1 0913 0,33 2,93
B 6 0,8 5,0 0,449903 0,449903 0,449 0,456 0,22 1,33
7 0,2 1,0 2,318034 . 2,3181@2 -2,207 2,693 0,91 16,18
8 02 | 25 1,012146 1,012153 1,008 1,077 0,39 6,42
9 9 0,2 50 0,522030 0,522030 0,521 0,539 0,20 3,26
10 0,8 | 10.] 1,584158 1,584221 1,574 1,619 0,63 2,21
11 08 1 25 0,641168 0,641693 -| 0,640 0,648 0,25 0,93
12 08 | 50 0,322290 0,322290 0,322 0,324 0,10 0,62
13 0,2 1,0 2,135611 2,135703 2,116 2,545 0,94 19,15
14 02 | 25 0,945895 0,945%40 0,942 1,018 0,42 7.61
15 3 0,2 50 0491135 0,491135 0,489 0,509 0,41 © 3,67
16 0,8 1,0 0,988777 0,988732 0,985 1,046 0,40 5,76
17 08 1 25 0,408981 0,408988 0,408 0,418 0,10 2,20
18 0.8 50 0,206834 0,206834 0,206 0,209 0,10 0,97
19 02 | 10 | 2076488 | 2076343 | 2055 | 2400 104 .| 1558
20 02 1 25 0,903857 0,903862 0,900 0,960 0,42 6,21
21 4 0,2 50 (0,465556 0.465558 0,464 0,480 0,33 3,10
22 0,8 1,0 0,592943 | 0,592948 0,589 0,600 0,59 1,19
23 08§ 25 0,238865 0,238868 0,238 | 0,240 0,10 0,47
24 0,8 50 0,119716 0,119716 0,119 0,120 0,10 0,24

stawiony uklad wspornik-probka ma dwa siopnie swobody, dlatego przy
rezonansie stosunek amplitud korica probki i kofica wspornika jest odwrotnie
proporcjonalny do dekrementu. tlumienia materiatu probki. Tym  wige
sposobem amplituda drgafi kofica probki moze byé od 100 do 1000 razy

Tablica 4
i n=1 n=2 n=73 n—4
u
1 2 3 "4 5

0 ! od 0 do 0,7 od 0 do 0,6 od 0 do 0,5 od 0 do 04
A 04 od 0 do 0,8 od 4 do 08 od 0 do 09 od 0 do 0,8

1,0 od 0 do 1,0 od 0 do 1,0 od 0 do 0,99 od 0 do 0,99

1,0 e od 0,9 do 1,0 — od 0,5 do 0,99
B 1,667 — od 0,6 do 1,0 - od 0.4 do 0,99

2,5 od 0,7 do 1,0 | od 04 do 1,0 |od 0,8 do 099 | od 0,1 do 0,99

5,0 od 0do 1.0 | od0do 1,0 od 0 do 0,99 od 0 do 0,99
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6§ 7 g 9

b _\ _\ du 11

3 2 1

Rys. 2. Schemat ideowy stanowiska badawczego ’

wigksza od amplitudy drgari kofica wspornika, co znacznie ulatwia rejestracje
drgan. : S

Do pomiaru czgstotliwo$ci drgari wlasnych probki wykorzystano metodg
drgani rezonansowych, ktéra zrealizowano za pomoca czujnika 7, miernika
drgati 8, oscyloskopu 9 i licznika impulséw 10. W momencie zrownapia
-czgstotliwodei drgafi wymuszonych przez uklad wzbudzenia z czestotliwoécia
drgafi wlasnych prébki na ekranie oscyloskopu 9 powstaje clipsa. Przy
przechodzeniu przez rezonans obserwuje sig przewracanie elipsy. Uklad
rezonansu elektrycznego I.C 3 konieczny jest ze wzgledu na niewystarczajaca
moc wzmacnhiacza 2, :

Wyniki przeprowadzonego eksperymentu przytoczono w rubryce & ta-
blicy 2. Réznica migdzy wartodciami obliczonymi teoretycznie i WYZNnaczona
eksperymentalnymi nie przekracza: 89 '

5. ANALIZA WPLYWU PARAMETRGOW ZMIENNEGO PRZEKROTU I MASY SKUPIONE]J
NA CZESTOSC PODSTAWOWA

- W analizie nwzgledniono nastgpujace 'parametry zmicnnego- przekroju:
n, m, y, szczegOlowo opisane w p. 2, a takie parametr p okreélajacy
wielkos¢ wzgledna masy skupionej M. Na zamicszczonych nizej wykresach
przypadki oznaczone 1, 2, 3, 4 odpowiadaja warto$ciom n = 1, 2, 3, 4

Na rysunkach 3, 4, 5 przedstawiono wykresy zaleznodci czestodci pod-
stawowej od stosunku p przy ustalonych wartoéciach y (krzywe 1) oraz
zaleznodci czgstosci podstawowej od parametru zbieznoéci Y przy wybranych
wartosciach u (krzywe 2) dla przypadkow 1, 2, 3. Wykresy odpowiadajace
przypadkowi 4 zamieszczono na rys. 2 w pracy [3]: .

Z wykresow na tych rysunkach wynika, e czestosé podstawowa rosnie
wraz ze wzrostem parametru zbieznodci y przy p =0 i g bliskich zeru we
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wszystkich czterech przypadkach. Najbardziej intensywny wzrost czestoci
zachodzi w przypadku 2, najmniej za$ intensywny w przypadku 3. Poczynajac
od g =005 ze wzrostem y czesto§¢ maleje 1 zmierza do zera w przy-
padkach 2, 3, 4 oraz slabo rosnie w przypadku 1. Oczywistym jest, Ze
przy j nieco wigkszym od 0,05 czestos¢ maleje i w tym przypadku.

Ze wzrostem g od 0 do o0 czesto$é podstawowa we wszystkich czterech
przypadkach maleje do zera. Spadek ten jest bardziej intensywny im wieksza
jest warto$¢ y. We wszystkich przedstawionych przypadkach krzywe dolnych
estymatorow aw) pokrywaja si¢ z krzywymi estymatoréw gornych ama,
co wynika rowniez z tablicy 3.

“ }'Jﬂﬁ)a
35
1 |213]4
30 §-':_::__"'- —-E- il 1 A I il
"-\"‘-—-_
25 \\\\__ .
+ —
\L \
18 ~
10— :
™™
05 ™
g N\
™3
] 02 a4 a6 - . 08 10 ¥

Rys. 7. Wykresy zaleznoéci zgrubnych estymatorow z \géry uéﬁ% od y

Wykresy na rys. 6 i-7 ilustruja zaleznosci zgrubnych estymatoréw z dolu
(w postaci iloczynu paw?) obliczonych na podstawie wzorow (3.4), (3.5) 1 (3.6)
oraz z gory (w postaci iloczynu pawi) obliczonych ze wzorow z tablicy 1
od parametru zbieznosci y dla przypadkow 1, 2, 3, 4

Z wykresow na 1ys. 6 i 7 widaé, ze estymatory czgstodci podstawoWej
(mnozone przez p) przy y— 1 zmierzaja do 0 dla przypadkéw 3 1 4 oraz
daza do wartosci 2 i 1 dla przypadkow 1, 2. Przy dostatecznie duzych
wartodciach p (= 20) krzywe paw? (linie ciagte) z rys. 6 sa identyczne

z odpowiednimi krzywymi pao? z rys. 7, jak byé powinno.

6. WNIOSKI KONCOWE

1. Przedstawione w pracy (analityczna i numeryczna) metody okreélenia
wspolczynnikéw szeregu charakterystycznego, na podstawie wzoréw ogolnych
~otrzymanych w pracy [3], daja wysoka doktadno$¢ we wszystkich rozpatrzo-
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nych przypadkach (tablice 2 i 3). Nalezy oczekiwaé, ze réwnie wysoka
‘dokladno$¢ obliczeri zostanie osiagnieta w przypadku belek o dowolnie zmien-
nym przekroju i masa skupiona na koficu. Jedynie przypadki, w ktorych
funkcja sztywnosci na swobodnym koficu zmierza do zera wymagaja obhczema
granicznych wartosci wspolczynnikdéw szeregu.

2. W rozpatrzonych przypadkach belek i walow nawet wzglednie mala
~ masa skupiona umieszczona na ich koficach znacznie obniZza czesto$¢ pod-
stawowa, wspolczynnik zad zbieznosci y powoduje wzrost czestosel dla belek
_bez masy lub z bardzo mata masa (¢ <0,01), co wynika z rys. 3, 4 i 5.
WspOlczynniki przekroju n i m okazuja znaczny wplyw na czesto$é pod-
stawowa (ylko przy u =0 i bliskich zeru

3. Zgrubne estymatory z goéry, obliczone na podstawie bardzo prostych
wzoréw z tablicy 1 oraz z dohy, obliczone na podstawie wzordw (3.5) i (3.6}
-wyprowadzonych ze wzoru Dunkerle’a (3.4) daja dobra dokiadnosé obliczeft
(do 5%) dla wielu praktycznych przypadkdw, ktére spelniaja warunki z ta-
blicy 4. Wzory z tablicy 1 daja dobre przyblizenie przy u =35, wzory za$
(3.5 1 (3.6) daja bliskie przyblizenie do wartosci dokladnej przy dowolnych
wartodciach p. Wzor (3.3) moze byé stosowany, gdy y>02 i p> 5.

4. Obliczone w pracy -estymatory czestoéci podstawowej zgadzaja sic
z odpowiednimi wartodciami $cistlymi i przyblizonymi, ktére zostaly podane
w pracach [1 1 2] dla klina i stozka liniowego przy y =11 p= 0. Wyniki
przeprowadzonego eksperymentu potwierdzaja wysoka dokladnoéé zastoso-
wanej metody i wyprowadzonych w pracy wzoréw obliczeniowych, Zapropo-
nowane w pracy proste wzory obliczeniowe moga by¢ stosowane w praktyce
inzynierskiej.
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PezoME

BJ'[H}E[HI/IE ITAPAMETPOB IIEPEMEHHOI'O CEYEHHA HA M3TMBHLIE
KOJEBAHHS BAJIOK M KOHCOJIBHEIX BATOB

Hccnenorano BIHSHEE NapaMETPOR Hepemenﬂoro cevenud DayOK ¥ KOHCONBHLIX BAJIOB,
a4 TaKKe BIHSHHAE COCPEROTOYEHHOH MACCH, 3aKpPOfUIEHHON Ha MX KOHIAX, HAa OCHOBHYIO
HACTOTY WArMGHBIX KONeBAHMI. Paccmorpentt Ganxn B (opme yueeHHOIO KaHHA M napatGo-
JIMYECKOT0 KJuHa, 2 TAKKE KOHYCA M NUpaMEAbl C KpagpaTHoH ocHosod. PaspaboTamsi
GHCICHHEI ¥ AHANHTHYECKWH METOABl OHOPEHENCHHA XOMPPHUIHEHTOB XaparTePHCTHICCKOIO
pafa Ha ocuoBe ofmux Qopmyn, monyuennwix B pabote [3] [Ipennoxensl, BeroAHbIe IS
HHEXEHEPCKOH NpPaxTuky, (OpMyNLl 74 BLIYHCJHCHHS BSPXHHX M HIKHMAX OIEHOK OCHOBHOM
qacTOTE Konebapuil mepewmcieHnelx Ganox. IlpwBeneHel YCIOBHA HPHMEHSEMOCTH ITHX
dopmyn. CpaBHEHHE TEOPETHUESCKMX ¥ IKCHEPHMEHTAHEIX PE3YILTATOR TOATHEPIKIACT BLICO-
KY0 TOYHOCTDL BBIYWCIICHAH.

SUMMARY

EFFECTS OF VARIABLE CROSS-SECTIONS OF CERTAIN CANTILEVER
BEAMS AND SHAFTS IN THE ANALYSIS OF FLEXURAL VIBRATIONS

Fundamental vibration frequencies of cantilever beams and shafts are determined; the
beams have variable cross-sections and are loaded by concentraied masses aitached to their
ends. The beams considered have the form of linear or parabolic wedges and a pyramid .
with a square base; the shaft has the form of a come. Analytical and numerical method
of determining the coefficients of characteristic series is based on the general formulae derived
in [31. Upper and lower estimates of the fundamental vibration frequencies are found from
simple, engineering-type formulae, their applicability ranges being determined. High accuracy
of the method proposed is confirmed by experimental data.
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