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MARIAN KLASZTORNY (WROCLAW)

W pracy sformutowano podstawy teorii dynamiczne] stabilnogei swoboduych drgan thu-
mionych uldadéw dyskretnych z efemerycznym podzbiorem wapélrzednych uogélnionych, jako
modeli konstrukcji mostowych poddanyeh dzialaniy ciagu pojazddw poruszajgeych si¢ w ukladzie
cyklicznym. Do rozwiazania problemnu stabilnodei zastosowano zmodyfikowang metodé ma-
cierzy monodromii we wspotczesnym ujgcin macierzowym. Szezegblowo przeanalizowano dyna-
miczng stabilnod¢ klasycznej belki mostowej, poddanej dzialaniu jednorodnege strumienia mas
ruchomych o réznym stopniu uresorowania.

1. STUDIA LITERATUROWE

Problem dynamicznej stabilnoéci swobodnych drgan tlumionych kon-
strukeji geometrycznic ograniczonych przy wzbudzaniu parametrycznym od
przeszto stu lat jest przedmiotem badat naukowych. Obszerna bibliografie
problema do 1977 roku opracowali IsraniM i Barg [1]. W ostatnim trzy-
dziestoleciu réwnolegle z przyblizonymi analitycznymi lub potanalitycznymi
metodami rozwigzania problemu, opisanymi m.in, w pracach [1, 2 i 3],
rozwijane sq metody numeryczne. Na szczegOlng uwage zastuguje tu metoda,
kiora mozna nazwaé metodg macierzy monodromii, stosowana w roznych
wariantach m.in. w pracach [4—7]. 'Metoda ta umozliwia uzyskanie efektyw-
nych i doldadnych rozwiazan dla dowolnych uktadéw dyskretnych ze
wzbudzeniem parametrycznym. _

W literaturze polskiej brak jest opisu tej metody we wspolczesnym ujeciu
macierzowym, w literaturze zagraniczuej natomiast opisy fe s niepelne
i roznigce si¢ miedzy  soba, por. np. {1, 4 i 5]. Znaczna réznorodnosé
definicji stabilnodci (por. [8]) implikuje duza liczb¢ metod analizy stabilnosci
1ich wariantéw. Biorac pod uwage wyze] wymienione okolicznoéci, w drugim
punkcie pracy przedstawimy w syntetycznej formie podstawy teorii dynamicz-
nej stabilno$ci swobodnych drgan thumionych ukladdw dyskretnych wzbudza- -

(*) Praca wykonana w ramach Problemu Wezlowego PW. 05, 12—143.
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nych parametrycznie z trwatym zbiorem wspolrzednych vogdinionych. W sfor-
mulowaniu problemu konsckwentnie wykorzystamy rozklad strukturalny ma-
cierzy monodromii, co ulatwia przeprowadzenie interpretacji geometrycznych.
Zbedna jest woéwezas wykladnicza zespolona formula Floqueta dla macierzy
monodromii, bedgca podstawa rozwazan w wielu pracach, min. w [31
Ze wzgledu na charakter i przejrzystos¢ pracy zamie$cimy zestawicnie
znanych przypadkéw stabilnodci lub niestabilnodei ukiadu oraz zacytujermy
z literatury niektére wyniki z teorii rownan rozniczkowych i z algebry
MAacierzy. :

Jednym z klasycznych wkladéw dyskretnych z trwalym zbiorem wspot-
rzednych uogodinionych i wzbudzaniem parametrycznym jest beika mostowa
(swobodnie podparta belka Eulera) przenoszica jednorodny strumieri niere-
sorowanych skupionych mas ruchomych. Problem ten byl rozpatrywany przez
NeLsonA | Conovera w pracy [5], w kiérej analityczne réwnania ruchu
autorzy sformulowali metoda Galerkina. Beneperti [9] ponownie rozwazyl
problem postawiony w [5], podajac oszacowanie obszar6w stabilnosci przy
pominigcin sprzgzenia rownan ruchu. W praktycznych przypadkach mamy
do czymienia ze strumieniami pojazdow samochodowych lub kolejowych,
ktérych masa jest w znaczaym stopniu uresorowana. W opisie zadania
pojawiaja sie wowczas dodatkowe stopnie swobody, ktérym sg przyporzadko-
wane wspOlrzedne uwogolnione o charakterze efemerycznym wzgledem kon-
strukcji mostowej. W trzecim punkcie pracy sformulowano problem dyna-
micznej stabilnoéci swobodnych drgan ttumionych ukladéw dyskretnych z efe-
merycznym podzbiorem wspotrzednych uogdlnionych, jako modeli konstrukcji
mostowych poddanych dzialaniu inercyjnych resorowanych obciazen rucho-
mych o rozkladzie cyklicznym. Metodg rozwiazania problemu nazwano
zmodyfikowang metoda macierzy monodromil.

W czwartym punkcie pracy przeanalizowano szezegolowo stabilnos¢ dyna-
miczna klasycznej belki mostowej, poddanej dzialaniu jednorodnego mie-
ograniczonego sirumienia mas ruchomych o roznym stopniu uresorowania.
Jest to przyklad efektywnego zastosowania zmodyfikowanej metody macierzy
monodromii do analizy stabilnosci prostego modelu mostu kolejowego.

2 TEORIA DYNAMICZNE] STABILNOSCI UKEADOW DYSKRETNYCH Z TRWALYM
ZBIOREM WSPOLRZEDNYCH UOGOLNIONYCH [1, 3, 4, 5, 71 10]

Czesto liniowa teoria drgaft jest wystarczajaca do jakoéciowej analizy
dynamicznej stabilnosci swobodnych drgan ttumionych ukladéw dyskretnych.
W obszarach niestabilnych rozwiazanie uogélnione narasta eksponencjalnie
w ramach teorii liniowej. Przy dostatecznie duZym wzrodcie przemieszczen
uklad staje si¢ geometrycznie nieliniowy i przemieszczenia moga zostac
ograniczone w ramach tzw. cykli granicznych. Wymieniony problem nieliniowy

nie jest rozpatrywany w niniejszej pracy.
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Do wyznaczania obszaréw dynamicznej stabilnoéci iub niestabilnodci
oraz okredlenia typu rezonansu w obszarach niestabilnych wystarczy przyjac
nastepujace zaloZenia ogdlne dotyczace analizowanych uldadow: 1) uktad
jest geometryczmie niezmienny i geometrycznie ograniczony; 2) uklad jest
liniowo sprezysty z thumieniem wiskotycznym; 3) uktadowi jest przyporzadko-
wana skonczona liczba dynamicznych stopni swobody, ktdérym odpowiadaja
trwale wspolizedne uogdlnione; 4) uklad wykonuje male drgania wokot
polozenia rownowagi statycznej; 5) drgania ukladu moga byé wzbudzane
parametrycznie przez nieinercyjne obciazenie okresowo zmienne oraz 6) drga-
nia ukladu moga by¢ wzbudzane parametrycznie przez ruchome mnieresoro-
wane pole masowe o rozkladzie cyklicznym., Wspolrzedne uogdlnione sa
trwale, jeslt ich zbior nie ulega zmianie w czasie.

Ogdlna struktura macierzowego réwnania ruchu ukladow spelniajacych
te zalozenia ma postac

el BHREHCHOIA KR A =T, ()=,
przy czym B, C, K sy macierzami statymi, B, , K, F sa macierzami
okresowo zmiennymi w czasie z okresem T. Mamy zatem B (t+kT)= B (1),
= 1,2, . itd. Wektor g,{r) jest wektorem trwalych wspdlrzednych uwogdl-
monych Lagrangea W przypadku konstrukeji poddanych dziataniv niereso-
TOWanNego inercyjnego obciazenia cyklicznego wszystkie wspédtezynniki B, C,
K F s3. roine od zera. W zagadnieniu statecznosci dynamicznej mamy
B=0,C=0, K@ #0, F=0.
Przy zalozeniu spelmienia warunkdw istnienia 1 jednoznacznodci rozwigzan,
dokonujemy zmiany zmiennych w rownaniu (2.1} przez podsiawienie

(22) Cju = ‘—f+ qfﬁ dim 6}: fy,

gdzie g, (¢) jest pewna (ograniczona) catka szczegblng réwnania nicjednorod-
nego {21} W wyniku otrzymujemy rownanie ruchu, bedace macierzowym
réwnaniem thumionych drgan swobodnych ukladu z nastgpujacym wzbudza-
niem parametrycznym:

(2.3) B+ By g+(C+E)g+(K+K)g=0.

Analizujemy stabilno§¢ drgan swobodnych, ktérym odpowiadaja male,
a przy tym dowolne warunki poczatkowe r (0) = &, zwane zaburzeniowymi
warunkami poczatkowymi, przy czym F (t) = col (7 (), 3 (t)) jest wektorem
stann. Wprowadzmy promien trajektorii ruchu w przestrzent fazowey r {t) =
= |r )], gdzie ||-} jest norma euklidesowa. Rozwiazanie ¥ ({) rOwnania (2.3),
opisujace swobodne drgama thamione, jest (por. definicje stabilnoéci Lapu-
nowaj:

a) asymptotycznie stabilne (globalnie), jesli  (£) » 0 dla £ — oo,
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b} stabilne (na granicy obszaréw stabilnodci), jedli
(2.4) } AV PO <=4 r)<4,

A>0 8>0
¢) niestabilne, je§li granica gérna lim r (t) = oo,
| A+ o}
Uklad n, réwnan rézniczkowych (2.3) o okresowo zmiennych wspol-
czynnikach z okresem T mozna sprowadzi¢ do ukladu 2n, réwnan pierwszego
rzedu, zapisanych macicrzowo w postaci ogélnej:

(2.5} FO=X@F0), X{+kD=X(@, k=1,2,..
- Mozna wykaza¢, Ze rozwigzanie ogélne rownania (2.5) ma postaé
(2.6) Fe)=A@MOFO), |

gdzie A (f) jest matrycantem réwnania (2.5). Matrycant jest utworzony przez
zbiér 2n, liniowo niezaleznych rozwiazan rownania (2.5), kiorym odpowia-
daja warunki poczatkowe w postaci bazy wersorowej w 2, — wymiarowej
przestrzeni fazowej:

2.7 Faoy 0y =& =col (0,0, ... (1), 0,0,.), i=1,2,. 2n,
i

Istotnie, w globalnym zapisie macierzowym otrzymamy

R 1) = [Fgy (1), Fiay (8)s o Fiamy ()],
(2.8) RO)=[&1, &2, .. &,) =1 =diag(l,1,.),
R{t)=A{) R(0)=A(1).
Macierz D = R (T} = A (T) nazywamy macierza monodromii. Macierz D jest
z definicji unormowana macierza fundamentalng rozwiazan w chwili 1 = T.
Ze wzordw (2.5) i (2.6) wynika, ze
(T) = Dr (0),
¥ (2T) = Dr (T) = D*7 (0),
- {2.9) F(NT)= D" #(0),
' rt=F(I+NT)=A(F)F(NT)= A () DV 7 (0),
te(0,7), N=1,2,..

- Ze wzoru (2.9), wynika, Ze o stabilnoéci rozwigzania decyduje macierz mono-

dromii D, podnoszoena do potegi w kolejnych cyklach wzbudzania para-
metrycznego. Macierz D jest ogélnie niesymetryczng rzeczywista macierza |
kwadratowa, ktérej jest przyporzadkowany rozklad strukturalny o postaci
ogolnej '

(2.10y - D=WAW™1,
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gdzie W jest zespolona macierzq przeksztalcenia przez podobienstwo, A jest
zespolona macierza Jordana w og6inym przypadku o postaci quasi-diagonalnej
A =diag (A, Ay, ..., A), 1 <2n,. Klatce Jordana A; 0 rozmiarze s5; > 1 jest
preyporzadkowana k-krotna warto$¢ whasna macierzy D, przy czym 1<
< k < 2n,, s <k. Macierz Jordana mogna napisa¢ w ogélnej postaci:

A={A}+J, J:diag(J],Jz,...,Jl),

AY = [AM 4+ L(N, 4, A%, .., A8 Y,
gdzie J; jest trojkatna macierza zero-jedynkowa, zwana pierwszym skosnym
szeregiem jedynkowym, L jest macierza gérnotrdjkatng z elementami zero-
wymi na glownej przekatnej (,czton -wickowy™), (A} = diag (A1, A, .., A20)
jest ogdlnie zespolonym widmem wlasnym macierzy monodromii D, W przy-
padku 5, =1 mamy J;=0. Macierz L jest niczerowa tylko wowcezas, jesli
wystepujg wielokrotne wartoéci wiasne, ktérym odpowiadaja nieliniowe dziel-
niki elementarne macierzy monodromii. Widmu {A} odpowiada promien
spektralny A, = max; [4;] > 0. '

Catka ogo6lna réwnan (2.3) 1 (2.5) w N-tym okresie wymuszenia, okreslona
wzorem (2.9),, po uwzglednieniu (2.10), (2.11), wynosi :

(212) FEHNT) =A@ - WA W™ .7 (0) =
=A@ WA +L(N, 4, 4% AN )] wig, Te(0,T).

Z analizy wzoru (2.12) wynika, Zze sa mozliwe nastgpujace przypadki stabil-
nodci lub niestabilnosci ukladu (por. [37):

a. Uklad jest stabilny asymptotycznie, jesli A, < 1. Wowezas AV} — 0,
IL| —0 dla N— o0, a wiec r{(t)—0 dla t > .

b. Uklad jest stabilny, jesli A, = 1, przy czym kazdej wielokrotnej wartosci
wilasnej o module 4] =1 odpowiadaja liniowe dzelniki elementarne ma-
cierzy D. Wowczas {|{A"}] < /2n,, |L| -0 dla N - o0, a wiec warunek 29
jest spetniony. 7 7

¢l. Uklad niestabilny, jesli i,=1, przy czym co najmniej jednej wielo-
krotnej wartosci wlasnej o module JA| = 1 odpowiadaja nieliniowe dzielniki
clementarne macierzy D. Wowczas [{AV}] <. /2n,, IL]| — o dla N— oo,
a wiec t—l_lfrgr(t) = c0.

(2.11)

c2. Uklad jest niestabilny, jesli 1, > 1. Wowczas [[{A"}]| - oo dla N = oo,
a wigc limy ()= oco. Norma |L| dla N — o zalezy w tym przypadku od
Tt oo

struktury macierzy L i moze byé zbiezna do 0 lub rozbiena.

W przypadku cl rozbiezno$é¢ promienia trajektorii ruchu r {t) ma charakter
liniowy lub paraboliczny, natomiast w przypadku c2 rozbiezno$é ta ma
charakter wyktadniczy. ,

Typ rezonansu w obszarach niestabilnych moze byé okreslony na pod-
stawie struktury wartoéci wlasnej 1;, dla ktérej |4, > 1. Mozna wykazad,
ze jesli A; jest liczbg rzeczywista, to w ukladzie wystepuje rezonans para-
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metryczny prosty, zwany krotko rezonansem periodycznym. W przypadku,
gdy A, jest liczba zespolona {dokladniey w widmie {A} wystgpuje para
sprzezonych pierwiastkéw zespolonych modularnie > 1), to w ukladzie wy-
stgpuje rezonans parametryczny kombinowany, zwany krotko rezonansem
kombinowanym [10]. _

Przy budowaniu algorytmu analizy stabilnosci dynamicznej na komputerze
najpterw wyznaczamy numerycznie macierz monodromii D. Wskazane jest
zastosowanie bezwarunkowo mocno stabilnej metody catkowania réwnan
ruchu. Obliczenia moga by¢ wykonanc globalnic dla réwnania macierzowego

(2.13) (B+B) ¢+(C+C)Q+(K+K)@=0,
Zz warunkami poczatkowymi
(2.14) - o=[1,0], QO=I[0,11, I=dag(.1,.),

dim Q = dim Q = n, x 2n,.

‘Latwo zauwazyé, ze D= col [Q(T), Q (T)]. Nastgpnic wyznaczamy widmo
wlasne {1} macierzy monodromii, korzystajac ze standardowych procedur
bibliotecznych. Analize stabilnoéci przeprowadzamy na podstawic struktury
widma {1} zgodnie z wczesniej podanymi uwagami.

3. TEORIA DYNAMICZNEF STABILNOSCI UKLADOW DYSKRETNYCH
Z BFEMERYCZNYM PODZBIOREM WSPOLRZEDNYCH UOGOLNIONYCH

Przyjmujemy nastgpujace zalozenia ogdlne dotyczace analizowanych ukia-
déw: 1) ukdad jest o zmiennej w czasie konfiguracji; zmienno$¢ jest cykliczna
i zZwiazana ze sirumieniem resorowanych pojazdow ruchomych; 2} w ukiadzie
moZna wyrdzni¢ geometrycznie niezmienna i geometrycznie ograniczong kon-
strukcje (mostowa); 3) uklad jest liniowo sprezysty z thumieniem wiskotycznym,
4) ukladowi jest przyporzadkowana skonczona liczba dynamicznych stopni
swobody, ktérym odpowiadaja dwa podzbiory wspoirzednych nogdlnionych:
trwaly 1 cfemeryczny; 5) uktad wykonuje male drgania wokél polozenia
réwnowagi statycznej oraz 6) drgania ukladu moga by¢ dodatkowo wzbudzane
parametrycznie przez ruchome mnieresorowane pole masowe o rozkladzie
cyklicznym.

Wspolrzedne sa efemeryczne, jedli ich zbior ulega zmianie w czasie.
Dana wspélrzgdna efemeryczna wystgpuje w tym zbiorze w ograniczonym
czasie. .

Ogo6lna struktura macierzowego rownania ruchu ukiadéw spelniajacych
te zaloZzenia jest rowniez okreslona wzorem (2.1), przy czym §, = col {@y, do),
gdzie g, (t) jest wektorem trwatych wspolrzednych vogélnionych przyporzad-
kowanych konstrukcji mostowej, natomiast
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(31) 670 (t) = col (qﬂ,ra qﬂ,rfls qﬂ,n+r— 1)5 F= 15 25 35 ey

jest wektorem efemerycznych wspotrzednych uwogdlnionych przyporzadkowa-
nych pojazdom resorowanym, nalezacym do cykli obcigzenia majacych
kontakt z konstrukcja mostowa w r-tym cyklu wymuszenia. Symbolem n
oznaczono liczbg cykli obcigzenia majacych kontakt z konstrukcja w chwili .
Wektor gp; odpowiada i-temu cyklowi obciaZzenia. Rozmiary wektorow
wspolrz@dnych 0znaczymy dim i, == n,, dim g, = n,;.

W mme]sze] pracy podamy strukture macierzowych wspoiczynmkr,w
B, C, K, B, C, K, F dla podstawowej klasy modcli mostéw i pojaz.iow
ruchomych, co nie zmniejsza ogolnosdci rozwazafhh w zakresie dynamiczanei
stabilnosci drgan. Zalozymy, Ze 1) obciazenie ruchome jest struuiieniem
dwumasowych sprezysto-lepkich oscylatoréw, poruszajacych sie ze stalg
predkoscia w ukladzie cyklicznym; 2) modele konstrukcii mastowych sa
ptaskie; 3) tor ruchu oscylatordéw jest prostoliniowy w stanie nieobciaZo-
nym, ciagly i izolowany od dojazdow; 4) wiezy pomigedzy oscylatorami
i torem ruchu sa dwustronne oraz 5) stany przemieszczenia toru ruchu
i konstrukcji mostowej pokrywaja si¢ i moga by¢ aproksymowane globalnie
szeregiem Sinpusowym.

Ostatnie zalozenie jest réwnoznaczne z zalozeniem swobodnego podparcia
konstrukcji mostowej na przyezotkach, Ugiecie toru ruchu i konstrukcji
okreslaja wzory: '

w(x, 1) =g, {t) §(x),

5(x) = col [s_in (nx/1), sin (27x/i), .., sin (n, mx/D].

(3.2)

Przy zalozeniach podanych wyzej macierzowe wspolczynniki réwnania (2.1)
maja posta¢ {por. [11 i 12])
B = bdiag (B,, {M,}), C = bdiag (C,, {¢}),
K = bdiag (K,, {k}}, -
B=col(B,,0), B,=[S{M}ST,5{M,)],
C=[C,0], & =col{28 {M} ST, —{c} 87,
K =[K,0], K,=col(s{M} 3" —{k ST—1{c 87T,
F = col [S(G+Gy), Gol,
przy ciym .
S(t) =[51.8:, ., 8,,]. S;(0)=5[x, ()] dla x;e0,1),
=(@r—Dn+j, j=1,2,..,ng,

(3.3)

Xy (t): vi—ay,

=@ {dyCc, S§=—@n s,
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{d} = diag (n, 2x, ..., 1y 7),
B4 CO=[C1,Ch o Cols C)=clx 0] dla x;60,D,

¢ (x) = col [cos (mx/1), cos (2rx/1), ..., cos (n, mx/)]7,
(=) T<t<rT, T=ajvy, r=1,2,3,..

We wzorach (3.3) i (3.4) wprowadzono nastgpujace ozmaczenia: By, Cp, K,
oznacza macierz bezwladnosci, thumienia i sztywnosci konistrukcjii mostowe
w bazie @,; {M,}, {M}, {k}, {c} - diagonalne macierze specyfikacji para-
metrOw oscylatorow nalez&cych do cykli obciazenia o numerach r, (r+1), ..
(n+r-1); G, G — wektory cigzaréw mas resorowanych i nleresorowanych
nalezacych do wymienionych cykli obciaZenia, J=1,2,3,..— globalna
numeracja oscylatordow w kolejnych cyklach obciazenia, a; — odlegloé(’: J-tego
oscylatora od umownego czola obciazenia, jak na rys. 1, S(z), C(f)— ma-
cierze §ledzace, n — liczba oscylatoréw w jednym cykiu obciazenia, x, {t) —
— prawo tuchu J-tego oscylatora odpowiadajace przyjeciu poloZenia czola
obcigzenia w umownej chwili poczatkowej w punkcie x =0, a-— dlugo&
~cyklu obcigzenia, [ — diugos¢ toru ruchu w obrq—;bie konstrukcji mostowej
oraz v-— predkoéé ruchu obciazenia.

‘Ogdlne uklady cykli obciazenia na poczatku pierwszego i r-tego cyklu
wymuszenia przedstawiono na rys. 2. Gruba linia oznaczono cykle obciaZenia
‘majace wplyw na réwnania réwnowagi dynamicznej w wymienionych cyklach

Rys. 1. Oscylator dwumasowy — element obcigZenia ruchomego o rozkladzie cyklicznym

' =V

T | I
L5 TOR RUCHU £ X ’

+\ KONSTRUKCIA i t =0

¢ l |

. . ==V . -
I I S B R
= i

\ _ /S t={raT

Rys. 2. Dgolne uklady cykli obciaZenia na poczatku 1-szego i r-tego cyklu wymuszenia
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wymuszenia. Chwile wiaczen 1 wylaczen kolejnych cykli sa wigc tak zdefinio-
wane, 7e wymiar n, wektora g, jest staly, macierzowe wspotczynniki row-
nania (2.1) s3 o stalym rozmiarze i okresowo zmienne. Struktura cyklu
obcigZenia jest dowolna w zakresie parametrow oscylatorow, liczby oscyla-
tordw 1 ich wzajemnych rozstawow. ¢

Sformulowanie roOwnania drgan swobodnych (2.3) nic ulega zmianie z tym
zastrzezeniem, Ze obecnie wektor g zawiera efemeryczny podzbior wspoi-
rzednych §o:§ = col (g, §o), dim § = n, = n,+n,. Dla uproszczenia zapis:
pozostawiono oznaczenia g, do, jak w wektorze q,. Rownicz wzory (2.5), {2.6)
oraz definicje macierzy A (1), R (¢), D nie ulegaja zmianie z tym, Ze wakior
stanu ukladu wygodnie jest obecnie zdefiniowac nastgpujaco:

F(0) = col (Fy, Fo),

(3.5) . .
Fy = col (qba q‘b)a Fo = col (q(): qﬂ)
Wzor (2.9), mozna napisa¢ w postaci blokowej:

5 (T)] | Do |Db0 7 (0)

66 _ ,
| Fe (T) Doy ‘Doo 7o (0)
przy czym
Dy = Ry (T) = [,y (T), P2y (), e Fogany (T,
- R, (0)=1, dimDy=dimI=2nx2n, I=diag(l,L,.),

Doy = Rop (T) = o) (T), Fo,2y (T)s s ?Tp,(zn,,) (11,
Ry, (0)=0, dim Doy =dim § = 21y x 21,.

Kazdy z podzbiordw §,; wektora g, jest obserwowany w ograniczonym
czasie kontaktu i-tego cyklu obciazenia z konstrukeja. Czas ten jest jednakowy
dla poszczegdlnych cykli i wynosi T, = nafv = nT. Wygodnie jest przyjac
wzgledny pomiar czasu dla poszczegéinych cykli obcigzenia. Chwile wjazdu
i-tego cyklu na konstrukcje bedziemy uwaza¢ za chwile poczatkowa =10
dla tego cyklu

W pierwszym cyklu wymuszenia (r = 1) zgodnie ze wzorem (3.6) otrzy-
mamy .

73 (T) = Dy, 7 (0)+ Dy 70 (0),
(3.8)
Fo (T) = 1" (T) = col [Fo,1 (T), ., Fo,u (T

W chwili 1 = T nastgpuje efemeryczna modyfikacja wektora ry:
(39) Fo (T) = col {75 (T)s s Fou (T), Fou 1 (O] = #g" (T).

Wykorzystujac okresowo§¢ wspolczynnikéw rownania (2.3), w drugim
cyklu wymuszenia (r = 2) otrzymamy
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Fy 2T)Y= Dy, 7 (T)+Db0 i (T) =
= D%, F, (0)-+ Dy, Dyo 74® (0)+ Dy 7 (T,

(3.10)
FO (2T) = ,.0{1) {2T) = COI [770,2 (ZT)a e FO,n (2T)5 FO,H"I"I (T)]

W chwili ¢ = 2T nastepuje efemeryczna modyfikacja wektora. Fo
(311) F0 (ZT) = COl [Fo,a (ZT)s AR FO,H (ZT): FO,N+1 (T)9 F(},n+2 (0)] = F(F) (ZT)
Dla N-tego cyklu wymuszenia (r = N > n) otrzymamy

7 (NT) = Dy ity [(N—1) T+ Dy 7 "D [(N-1) T] =
N

= Dpy 7, (0)+ E Dy i Dy r¢ "V [(—1) T,
‘ J=1

(3.12)
Fo INTY= 7" "U(NT) = col [y 14n-1 (0T), s Fopan-1 ()]

W chwili t = NT nastgpuje kolejna N-ta efemeryczna modyfikacja wektora rg:
(313) R (NT)=col {Ffo,1on [(n—=1) T, ..., Fopen O = 7™ (NT).

Wystepujace we wzorach (3.8%—3.13) wektory 7" (¢T), r = 1,2, .. maja
elementy obserwowane co najwyzej w czasic T;. Przy ograniczonych warun-
kach poczatkowych 7, (0) elementy wektoréw " (rT) sa zawsze ograniczone
(teoria Floqueta). Ze wzoru (3.12); wynika zatem, Ze o stabilnosci drgan
swobodnych konstrukcii mostowej, opisanych przez wektor stanu #,, decyduje
podblok Dy, macierzy monodromii, podnoszony do potegi w koleinych
cyklach wymuszenia.

Macierz D,,, zdefiniowana we wzorze (3.7),, ;est ogélnie niesymetryczna
rzeczywista macierza kwadratowa. Odpowiada jej ogélnie zespolone widmo
whasne {1}. Na podstawie struktury tego widma mozna zidentyfikowal
stabilno$¢ asymptotyczng, granice obszaru stabilnosci, rezonans parametryczny
lub kombinowany, podobnic jak w przypadku oméwionym w punkcie 2
pracy.

Przy budowaniu algorytmu na komputerze obliczenia moga by¢é wyko-
nane globalnie dla rownania macierzowego (2.13), w ktorym Q1) =
= col [Q, (£}, Qp (£)] z warunkami poczatkowymi

0,0 =[1,01, 0O =1[01], I=diag(l,1,.),

0) =0, (0) =9,

sigy  L2O=00=9
’ dlme:dim be=nbx2nb,
dim Qo = dim Qg = 1 X 21y

Latwo zauwazy¢, ze Dy, = col [Q, (T), O, (T)].
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4. ANALIZA DYNAMICZNE]J STABILNOSCI BELKI MOSTOWEJ OBCIAZONEJ STRUMIENIEM
MAS RUCHOMYCH O ROZNYM STOPNIU URESOROWANIA (PRZYKEAD)

Zmodyfikowana metod¢ macierzy monodromii zastosowano przyktadowo
do analizy stabilnosci klasycznej belki mostowej, poddanej dzalaniu jedno-
rodnego strumicnia mas nieresorowanych (por. [5]), czgsciowo resorowanych
i catkowicie resorowanych. Rozpatrywana belka jest swobodnie podparta
typu Eulera, o parametrach wymiarowych EJ, m, I, ¢, (sztywno§¢ gietna,
intensywno§¢ rozkladu masy wlasnej, rozpigtos¢, wymiarowy wspdlczynnik
tlumienia wiskotycznego odpowiadajacy modelowi tlumienia masowego [11]).

Macierze stale przyporzadkowane dZwigarowi belkowemu, odpowiadajace
sinusowej aproksymacji stanu przemieszczenia (3.2), wynosza (por. np. [12]):

Bb=(ml/2)1b> Ib:dlag (13 13'"): Cb=chb:

@1
Ky = (EJ2P) {d%}, {d} = diag (x, 27, .., n, 7).

Belka przenosi strumien jednakowych oscylatoréw dwumasowych o para-
metrach wymiarowych M,, M, k, ¢, poruszajacych si¢ z predkodcia » w

odstgpach a (przypadek b) na rys. 3). Macierze stale przyporzadkowane
cfemerycznemu podzbiorowi oscylatoréw wynosza:

(Mo} =Moo, (M}=MI,, [k}=kly, {c}=cl,,

42 .

Igzdlag(l,l,...), dimonnoxno.‘
W szezegblnych przypadkach a) i ¢), pokazanych na rys. 3, otrzymamy
strumiedt mas nieresorowanych (M, = 0, M # 0) lub oscylatoréw jednomaso-
wych (Mg # 0, M = Q). :

a4 a4, a ,4a ,aa a
v
==
a ()
we ¥
T
b
—_
c
“EJ m Cb X___
4 [
'z

Rys. 3. Modele obciazenia ruchomego dzia%ajaceg;) na belke¢ mostowg
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Rownanie drgan swobodnych (2.3) sprowadzimy do postaci bezwymiaro-
wej, wygodnej w studyjnej analizie zadania (por. [12]):

4.3) B+B) 7 +C+O 7 +HEK+K)7=0,
przy czym
B = bdiag (8% I, 8¢ Io), € = bdiag (a1, lo),
K = bdiag ({d*}. x1),

(4.4 ~ N
B,=[5S8",8,5], C,=col (20SC™ {d}, —eS7),
R, = col (— 88T {d?}, —=S"—oC™ {d});
160 = col [ @, o @1, t=ot (Y=g
@5) Sm=50-& @1, Cm=cll-&@l
‘ E(n)=xs(t)l = 1—a, ay = ayfl,
r—Da<t<re, a=all;
B = ol /mE] = n*vfllw)),
po = Mof(mlf2),  p=Mfmlf2),
@) x = 2kPP/EJ = ™o N5, Mo = /1,

y=cp/wy, Yo+ c// kMo,
S—fu, bo=FBhe o=Bmh = Pro Ao,
w, = (@)2) JEIm, oo =/k/Mo.

Zadanie opisane jest przez sicdem parametrow bezwymiarowych o, f, 7,
Yo, Hos s Mo, KLOTYM mozna nadaé prosta interpretacj¢ fizyczna 121

Na podstawic sformutowanej w punkcie 3 teorii stabilnosci zbudowano
algorytm analizy stabilnoci belki mostowej 1 opracowano program w jezyku
Fortran 1900. Do numerycznego. catkowania réwnan ruchu (4.3) zastosowano
bezwarunkowo mocno stabilna metodg Newmarka fiy = 1/4. Wielko$¢ kroku
calkowania dobierano wedlug zasad zaproponowanych w [13]. Obliczenia
wykonywano globalnie dla 2n, wariantow zaburzeniowych warunkow poczat-
kowych, wykorzystujac wzory (3.14). Dla zmiennej t otrzymamy whT=ua,

Q (x) = col [Qy (1), Qp ()],
4.7 Dy = col [y (%), Q5 ()]

W programie wykorzystano m.in. nastepujace podprogramy z biblioteki
FSCE: FASOLVE — rozwiazywanie ukladu réwnan algebraicznych metoda
Crouta, FPDIRHESSE — redukcja dowolne; macierzy rzeczywistej do gornej
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macierzy Hessenberga, FPQRHESSE --- obliczanic wartoéci wilasnych ma-
cierzy Hessenberga metoda QR. W programie wyznacza sie numerycznie
widmo {1} bez identyfikacji dzielnikéw elementarnych dla wielokrotnych
wartoéci wiasnych.

Glowna czgéé analizy numerycznej przeprowadzono dla przypadku o = 1/4
(n = 4). Na podstawie obliczen testowych ustalono: -

1. Wartosci wlasne podmacierzy monodromii sa wyznaczone z doklad-
noscig 0,00005 przy zastosowaniu pojedynczej precyzji i wielkosei kroku
calkowania wedhig [13}]

2. Przy zwigkszanin rozmiaru bazy aproksymacyjnej dla belki n, kolejne
pary elementow widma {A} macierzy D, ustalaja swe wartosci. Technicznie
dokladne wyniki w zakresie stabilnosci asymptotycznej, podstawowej (naj-
nizsze]) granicy stabilnodci, podstawowych (pojawiajacych sie w przedziale
0 < B < 12) rezonanséw periodycznych i kombinowanych otrzymuje sie przy
zatozeniu n, = 3.

3. Czas obliczefi dia jednego zestawu wartoéci parametréw berwymiaro-
wych ukladu wynosit od kilku do kilkunastu sekund w przypadku o = 1/4, .
m, =3, f> 1, na komputerze ODRA 1305,

Niektore reprezentatywne wyniki obliczen przedstawiono na rys. 4, 5.
Na rys. 4 pokazano wykres wartodci promienia spektralnego A, macierzy Dy,
oraz innych wartodci wlasnych tej macierzy wiekszych modularnic od - 1,
jako funkcji wzglednej predkosci mas ruchomych . Uwzgledniono przypadki

) ';\S;ID\I>1

s PRZEOZIAL STABLNY [B3=643 648
/
/
0,51 o = 1/4 /3
{ I Il 3 ) ' 1 LR 1 } 1 } ] i
o 1 2 3 4 S5 6 7 8 9 10 M 12
a — — p¥2 i Mo=0 "= REZ. PERIODYCZNY
b —-- === u=05; p,=15 === REZ, KOMEINOWANY
o3 ——— = 0 H P0m2

Rys. 4. Wykresy promienia spektralnego i, podmacierzy monodromii. Wykresy innych wartosci
wlasnych |1 > 1
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NIESTABILNO

STABILNOSE|

t
0 + t |
0 1 b4 3 11

Mt

Rys. 5. Gléwne granice obszaréw stabilnosci w przypadku mas nierescrowanych i czgdciowo
resorowanych {x = 1/4}

a), b), c) obciazenia ruchomego, pokazane na rys. 3. Realny poziom mas
i+ o = 2 jest jednakowy w podanych wyzej przypadkach, co ulatwia analizg
wplywu resorowania mas ruchomych.

Na rys. 5 przedstawiono wykresy podstawowych granic obszaréw stabil-
noéci dla przypadkéw a) i b). W przypadku c) caly analizowany "obszar
B—(1+ o) jest stabilny. Zwrdémy uwage, ze dla mostow kolejowych 1 pocia-
gdw rozwijajacych predkosci do 400 km/h wartodci podstawowych parametrow
bezwymiarowych spetiaja relacje: f < 2,5; (u+po) < 3.

Wartoéci pozostalych parametréw bezwymiarowych ukladu, odpowiada-
jace rys. 4, 5, wynosza: y = 005, yo = 0,05, n, =05 Wartosci parametrow
v, o sa realne dla stalowych mostow kolejowych, natomiast wartod¢ yo
jest zanizona. W celach studyjnych przeprowadzono m.in. wycinkowa analizg
wplywu thumienia fizycznego w belee i oscylatorach ruchomych na polozenie
podstawowej granicy stabilnosci ukladu, rys. 6. Wplyw ten jest maly dia
przngtych wartodci g, fo, odmienny niz w klasycznych zagadnieniach stabil-
nodcl. Swiadeza o tym wartoéci B dla podstawowej granicy stabilnodci,
odpowiadajace roznym wartosciom wspdlczynnikow y, yo.

Wartoéé parametru #, praktycznie nie przekracza 1 z wyjatkiem przgset
mostowych o bardzo duzych rozpigtosciach. W celach studyjnych analizo-
wano réwniez stabilno$¢ ukladu dla 5o > 1. Uklad jest stabilny asympto-
tycznie dla 1 <5, <9 i f <12 Dla wartodci 5o = 10 pojawiaja si¢ juz
obszary niestabilne.

Na podstaw1e przeprowadzonej analizy studyjnej dla realnych zakresow
zmiennoéci parametréw ukladu f, p+pa, Hos ¥ Yo & MOZDR sformutowaé
nastepujace wnioski: ‘

1. Dynamiczna niestabilno$¢ ukiadu pojawia si¢ tylko w przypadku mas
nieresorowanych lub czesciowo resorowanych dla odpowiednio duzych pred-
koséci ruchu tych mas.
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bay #=050  p=150 n=050
| =005 1=005

Rys. 6. Wplyw tlumienia fzycznego na poloZenie podstawowej granicy stabilnosel vkladu

2. Resorowanie mas ruchomych wplywa na rozszerzenie obszaru stabil-
nego w porownaniu z przypadkiem mas nieresorowanych.

3. Charakter liniowych drgan swobodnych powyiej podstawowej granicy
stabilnosci jest dos¢ zlozony. Moga wystepowaé wzajemnie nakladajace sig
strefy rezonansow periodycznych i kombinowanych, Moga wystgpowaé do-
datkowe, zwykie waskie, strefy stabilne.

4. Wplyw thumienia fizycznego na polozemc podstawowych granic ob-
szarOw stabilnosci jest nieznaczny, moga natomiast isotnie zmiemiad  si¢
liczbowe wartoscl |Af > 1, bedace miara intensywnosci rezonansow.

5. PODSUMOWANIE

Problem dynamicznej stabilno$ci swobodnych drgan tlumionych kon-
strukcji geometrycznie ograniczonych, poddanych dzialaniu inercyjnych ob-
cigzei ruchomych o réznym stopniu uresorowania mas i rozkladzie cyklicz-
nym, zostal rozwazony przede wszystkim teoretycznie. W celu zilustrowania
efekiywnoéci zmodyfikowanej metody macierzy monodromii do analizy sta-
bilnoéci dynamicznej rozwazono klasyczna belke mostowa poddana dzjataniu
jednorodnego strumienia mas ruchomych. Ukfad ten moZna uzna za jeden
z podstawowych modeli jednotorowych mostéw kolejowych [12]. Wzory (3.3)
i (3.4) na macierzowe wspolczynniki roéwnan ruchu zostaly sformulowane
ogolnie i obejmuja réznorodne plaskie modele konstrukcji mostowych,
m,in. jedno- i w1eloprzc~;slowe belki ciagle o stalej lub zmiennej sztywnosci
i masie, belki wzmocnione kratami lub ciggnami wiszacymi lub wantowymi.
Strukture macierzowych wspolczynnikdéw réwnania (2.1) mozna sformulowaé .
dla bardziej ogdlnego przypadku konstrukeji, ktorych modele skladaja si¢ ze
zbioru makroelementéw lub elementdéw skonczonych, nie ma to jednak
wplywu na sformutowana w pracy teori¢ dynamicznej stabilnosci. '
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Cenne byloby dos$wiadczalne zweryfikowanie wynikéw badad teoretycz-
nych w zakresie dynamicznej stabilnosci. Badania moglyby by¢ przeprowa-
dzone na belkowym moscic kolejowym, przez ktory przejezdza pociag sklada-
jacy sie z kilkunastu wagondéw o zblizonych parametrach. Swobodne drgania
tlumione konstrukcji mostowej sa wowczas wywolane przejazdem przez
przesto czola pociggu. JeSli uklad jest dynamicznie stabilny, to drgania
swobodne zanikna, a pozostana tylko drgania ustalone. Eksperyment moze
by¢ jednoczeénie wykorzystany do identyfikacji cyklu drgan ustalonych i
uderzen boczaych.
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PE3WOME

JUHAMUWYECKAS CTABMJILHOCTE MOCTOBBIX KOHCTPYKIHKA
HéHBEPFHVTBIX JOEWCTBRIO HHEPL{I/]OHHBIX TIOABUKHBIX HATPY30K

B pabore chopmysnposans! OCHOBB TEOPHH OWHAMHYECKOH cTabuiibHocTH CBODOAHBIX :
IATYXAIOWEX KoNeOannl JUCKPETHEEX CHCTEM ¢ S(OMEPHITHBIM N0JMHOXECTBOM 000GWICHHRIX .
KOOP/MHEAT, KAK Mozenell MOCTOBBIX KOHCTPYKUmE, MOZBEPrHYTLIX ACHCTBHIO NOCICHOBATENS-
HOCTH TPAHCHOPTHHIX CPEJCTE JBIKYIIHXCH B UMKIHueckol cncreme. [Ins peilieHus 3amatu




DYNAMICZNA STABILNOSC KONSTRUKCH MOSTOWS JH 231

1

cTabHiLHOCTH TPHMEHET MOAMMHIMPOBAHHELT METO MATPHIEI MOHOAPOMHH B COBPEMEHEOM
MATPRYHOM Hoax0fe. [ToApoGHO IPOAHAIMIHPOBARA IMHAMHHECKAS CTAGHIBHOCT, KIACCHYECKOH

MOCTOROH Oanks, nOABEPTHYTOH NEHCTBHIO OIHOPOJHOIO HOTOKA MOABMXKHBIX MACC C pa3Hol
CleneHblo TMOSPECCOPHBAHHL

SUMMARY

DYNAMIC STABILITY OF BRIDGE STRUCTURES SUBJECT TO THE ACTION
OF MOVING INERTIAL LOADS

Foundations of the theory of dynamic stability are formulated with respect (o damped
free vibrations of discrete systems with an ephemeral subset of generalized coordinates, serving
as models of bridge structures loaded by a sequence of vehicles moving ‘periodically along
the bridge. The modified monodromy matrix method is used to solve the stability problem.
Dynamic stability of a classical bridge beam is studied in detail, the load consisting of a
uniform flow of moving, spring-suspended masses.
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