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PRZYBLIZONE ROZWIAZANIA W DYNAMICE
NIESPREZYSTYCH MEMBRAN

CZESC 2

WLODZIMIERZ 1D CZ A K (WARSZAWA)

Przedstawionq metode uproszezonego rozwijzania ragadnienia duzych ugieé cienkich
szlywno-lepkoplastycznych plyt kolowych (membran) obcigzonych falg uderzeniows o znanych
parametrach: amplitudzie £ i czasie irwania t,. Przedstawiono rozwiszanic dla kilku warian-
tow zwigzkéw konstytutywnych oraz okolicznodei wyboru, jednego z nich w zalefnodci od
stopnia wrazliwodci materiale membrany na predkosé odksztalcenia; oraz parametréw obeig-
zenia. Dla szezegdlnych wartodci parametréw obeiaZenia poréwnano otrzymane wyniki z wy-
nikami eksperymentalnymi opublikowanymi w przytaczanej literafurze. Na podstawie analizy
wynikow obliczed podano we wnioskach propozycje modyfikacji niestowarzyszonego prawa
plynigcia. Przedstawiono réwnieZ analizg wpltywu parametréw [ali uderzeniowej wygenero-
wanej w trakcie detonacji nickontaktowego fadunku materiatu wybuchowego na proces przej-
mowania obciaZenia przez niespreZysta membrane. Wykarzano istoine znaczenie doboru para-
metrow tadunku z punktu widzenia optymalnego wykorzystania fali uderzeniowej, wykonu-
Jacej prace trwalych deformacji membrany lub pracg¢ jej zniszczenia.

1. Wstep

W pracy przedstawiono inzynierskie, uproszczone -sformulowania zagad-
nienia dynamiki sztywno-lepkoplastycznych membran kotowych obcigzonych
falg uderzeniowa o znanych parametrach, amplitudzie By i czasie trwania
to oraz uproszczona inzynierska metode jego rozwiazania. Omawiane zagad-
nienie jest kontynuacja zagadnienia przedstawionego w [1], w ktérym mem-
brang obcigzano idealnym impulsem poczatkowym, generowanym w warun-
kach detonacji kontaktowego ladunku materiatu wybuchowego. Obciazenie
rozwazane obecnie powstaje wtedy, gdy material wybuchowy detonuje w
pewnej odleglosci od membrany, generujac fale uderzeniowa o parametrach
zaleznych od rodzaju ladunku materiate wybuchowego, jego gabarytow oraz
odleglosci od membrany.

Tak samo jak w [1] réwniez i obecnie opiswjac zakres duzych trwalych
ugie¢ membrany, przyimujemy szereg nastepujacych zalozen upraszezajgcych:
1) réwnania réwnowagi formulowane sa w ramach teorii umiarkowanie
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duzych ugied; 2) jako zwigzki konstytutywne przyjmuje si¢ polegowa doswiad-
czalng postac stowarzyszonego prawa plynigcia [2] oraz koncepcje Wierz-
BICKIEGO ZW. niestowarzyszonego prawa plyniecia [3] oraz 3) ograniczono sig
do catkowego spelniania réwnafn roéwnowagi sprowadzajac zagadnienia do
rozwigzania rownania ruchu punktu srodkowego membrany [1].

Wyniki ofrzymane na podstawie przyjgtego zalozenia pordwnano dla
szczegblnego przypadku obciaZzenia z wynikami eksperymentdéw, w ktorych
membrany obcigzano idealnym impulsem poczatkowym, opublikowanymi
przez SymoNpsa i Boonera [2].

W pracy przedstawiono wplyw przyjmowanych uproszczonych zwiazkow
konstytutywnych na trwale ugiecie punkiu centralnego membrany uzaleZniony
od parametréw obciazenia B, t, oraz wykazano istotne znaczenie prawidlo-
wego wyboru uproszczonego zwiazku konstytutywnego w inZynierskiej me-
todzie formutowania i rozwiazywania omawianego zagadnienia.

Podano rowniez koncepcje wyznaczania umownej granicy plastycznosei
o¥, ktora wykorzystana w niestowarzyszonym prawie plynigcia doprowadzi¢
moze do teoretycznego wniosku, ¢ wystepuja trwale ugiecia punktu central-
nego membrany, pokrywajace si¢ z ugigciami wyznaczonymi na podstawie
nieliniowego réwnania materiatowego.

Nalezy jeszcze raz podkresli¢ [1], iz omawiane w pracy membrany maja
praktyczne zastosowanie, m.n. jako elementy pomiarowe mechanicznych
czujnikow ciénienia, przedstawiona za§ w pracy inzynierska metoda analizy
zagadnienia wykorzystana byla do wyznaczenia krzywych skalowania dyna-
micznego wspomnianych czajnikow [47.

2. ROWNANIA ROWNOWAGI

Rozwazamy membrang kolowa o promieniu R, grubosci h, gestosci
powierzchniowej m, obcigzong fala ciénienia P {f) o zmiennosci

'
BRil—— dla  0<1 <t

2.1) Pt)= 0( to) 0
‘ 0 dla I =tg,

rozlozona’ jednorodnie na powierzchni membrany.

Oznaczajac przez w wzglgdne przemieszczenie membrany w kierunku
dzialania obciazenia oraz zaniedbujac skladowa horyzontalna wektora prze-
mieszczenia [1] otrzymujemy réwnanie rownowagi dla powierzchni srodkowe;
membrany stosujace sie w zakresie umiarkowanie duzych ugiec:

. R*m R
22 N W,), = =3 0W—F 2P (1),
2.2) om oo = T, 12 €V, ep (v)
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w ktorym poszczegdlne symbole WYZNaczane 7¢ wzorow

W r R
ST et PP
(2.3)
_iV,. _.t N.= h
nr__ND: T“?s o= 0p 1,

oznaczajg odpowiednio: ¢, -— czas trwania ruchu membrany wg rozwigzaniza
dla membrany z materiatu sztywno-idealnie plastycznego, N, — radialng =ilg
membranowa oraz o, — statyczne naprezenie uplastyczniajace. )

3. ROWNANIA KONSTYTUTYWNE

Obliczenia prowadzono podobnie jak w [17] dla uproszezonych zwigzkow
“materialowych, wykorzystujacych koncepcje niestowarzyszonego prawa ply-
nigcia, ktore w omawianym przypadku membrany sztywno-lepkoplastycznej
ma postac

dgi h? _
T o “)sQ W,Q’
\/3 V¥ao Rty

gdzie off oznacza graniczne naprezenic uplastyczniajace wyznaczane ze wzorow
podanych w [1], y* wspotczynnik okreflajacy wiasciwodei lepkie materiatu
membrany wyznaczany z zaleznosci podanych w {1] oraz n* sile membra-
nowa spelniajacq graniczny warunek plastycznosei bgdaca w rownowadze
z obciaZeniem granicznym p*(w,):

(3.1 m—nf =

) R
(3.2) (o w ), = —7 oP* (Wo).

Statyczne obciazenie graniczne p*(w,) jest rosnaca funkcja ugiecia w,
Srodkowego punktu rozwazanej membrany. ONAT i HAYTHORNTHWAITE wy-
prowadzili przyblizony wzér na funkcie p*(w,), stoswjac warunek plastycz-
nosci Treski [6]. Bezwymiarowa postac tego warunku jest nastepujaca:

407wy b

3.3) p¥(wo) = 7o R

W rownaniu (3.1) wykorzystano nastepujaca postat wzorow odksztalce-
niowo-przemieszczeniowych: :

1

(3.4) ' b=y

(Wr}z; ’18 = On

gdzie (r, 6} oznacza radialng i obwodowa wspdlrzedng punktu okreslonego
na powierzchni $rodkowej membrany.
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Do opisu materialu membrany stosowano réwniez stowarzyszone prawo
plynigcia w postaci potegowej, w ktorym predkos¢ odksztalcenia ¢ oznacza
érednia wartod¢ z calej powierzchni $rodkowej membrany:

&
R 2xn
j J A, rd@dr.
00 ‘

Wzor (3.5) mozna sprowadzié w sposdb podany w pierwszej czesci artykulu
[1] do postaci

; 1
(35) b=

2h*
(3.0) §, = —a— W Wo.
RZ tf [IRAY]

Wrykorzystujac zatem chwilowa predkosé odksztalcenia membrany zde-
finiowana wzorem (3.6) otrzymamy szczegolng postal stowarzyszonego prawa
plynigcia poprawna do rozwazanego przypadku membrany kolowe;j:

| W P4 d
(3.7 Jzao[l-k(thf?) wi Wi i

Roéwnania réwnowagi ~ (2.2) spelniano dla materialu  zdefiniowanego
wzorami (3.1) z odpowiednio wyznaczonymi wielkosciami ¢f, y* oraz dla
materialu zdefiniowanego za pomoca wzoru (3.7).

4. ROWNANIA RUCHU

Odejmujgc stronami roéwnanie rdwnowagi stanu granicznego (3.2) od
dynamicznego rdOwnania réownowagi (2.2} i nastgpnie podstawiajac zwiazki
konstytutywne (3.1), otrzymujemy nastgpujace nicliniowe réwnanie roznicz-
kowe czastkowe oparte na niestowarzyszonym prawie plynigcia (3.1):

(4.1) OW o W,g W00 H (W o) W g+ 0ty 0P (1) — 2y wo @ —a3 0V = 0,

gdzie wspdlczynniki o, ®,, ¢y okreslone sq wzorami

\/g'}’*Rstf Oy \/g'y* thf \/g'y*R"'m
42) ay= ORI 00y VRV R =P 2R
4h o ) h 4t b’ o
Poszukujac przyblizonego rozwiazania rownania (4.1) w postaci
(43) w (Q! T) = Wy (T) ¢0 (Q)s

gdzie funkcja ksztattu @, (g) = 1—¢? spelnia warunki brzegowe rozpatrywa-
nego zadania oraz 7adajac catkowego spelnienia rownania rownowagi [1].
mozemy zredukowaé problem czastkowy do rownania rdzniczkowego ZWYCZaj-
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nego okreslajacego ruch $rodkowego punktu membrany w, (1), deformowanej
zgodnie z niestowarzyszonym prawem plynigcia (3.1):

(4.4) Wo oy Wh Wotas wo =g p(z),
gdzie

485% 3 % 2 2
@.5) 2, = og Wty _ Tof§ hty = Ta, t5

,\/ﬁ’})*R‘Lm, &s = Rzm ’ ) s 4Rm '

Stale materiatowe wystgpujace we wzorach (4.5) okredlamy w zaleznosci
od przyjgtego sposobu linearyzacji z réwnan przytoczonych w pierv szej
czesei artykulu [1].

Poszukujac przyblizonego rozwiazania rownania (2.2) w postaci (4.3)
przy zwiazkach materialowych (3.7) i zadajac calkowego spelnicnia rownania
rownowagi otrzymujemy rdwnanie rézniczkowe zwyczajoe, opisujace ruch
srodkowego punktu membrany w, (t)} deformowanej zgodnie z potggowym
prawem .plyniecia (3.7):

' 1+4 1
(4.6) Wotaq wo *HWE+ag wo = oo p (2),

gdzie

' 1
2 2 2 3 ] 2 2
(4'7) ot 70’0 htf ( h ) og == 70'0 th e = 70'0 rf

R*m \ R*t,y R'm > ° 4Rm
Rownania rozniczkowe czastkowe catkujemy wzdiuz promienia wykorzystu-
jac nastepujace warunki brzegowe:

(48) \w,g (Q! r)ngO == O; W (Q: T)lg:l = 0

Rownania ruchu punktu srodkowego membrany (4.4) oraz (4.6) rozwiazujemy
przy zerowych warnunkach poczatkowych

’ (49J w (0’ T)|t=0 = 0! W (09 T)erO =0

5. MEMBRANA TDEALNIE PLASTYCZNA

Rozwigzanie rOwnania ruchu dla membrany sztywno-idealnie-plastycznej
pozwala wyznaczy¢ przyblizony czas trwania ruchu membrany lepkopla-
stycznej oraz oszacowaé $rednia predkodé odksztalcenia, wokél ktorej doko-
nano linearyzacji potegowego zwigzku konstytutywnego [1].

Przyjmujac zatem w rownaniu (4.4) y = oo, otrzymu]cmy, po powrocie
do wielkodci wymiarowych, rownanie

(5.1) Wo+aW, = P (1),
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gdzie

' 700 h 7
2 = Rm P

ktorego rozwigzantem jest catka Duhamela:

(5.3) H@ﬂ)=iﬁ%—JP(ﬂsmw/m@Hva
[}

Przyjmujac prosty wzdr na funkcje obciaZenia w postaci (2.1), znajdujemy
jawna postaé rozwiazania (5.3):

. 1
5.4) Wo (1) = PRy [I L cos . Jot+ sin ar}
o t() ,\/& EU
stad zag
(5.5) W, (t) = bR .\/&sin a t—i—-l— cos atwi .
o g Ly

Korzystajac z warunku
(56) I,;’70 (t)|!=2f = 05

‘wyznaczamy interesujacy nas czas trwania ruchu membrany sztywno-idealnie-
plastycznej, bedacy oszacowaniem czasu {rwania ruchu dla membrany lepko-
plastyczngj: ‘

{5.7) = %(n—.? arc ctg\/&ro).
o

Zgodmie z (5.7) czas trwania ruchu membrany lepkoplastycznej zalezy
od jej stalych materialowych oraz od czasu trwania obcigzenia i zmienia sic
w- granicach

(5.8) 0<t, <

Toodla 0<ity< .
NG

Szacunkows $rednia predkosci odksztalcenia, wokol lktdrej dokonnjemy
aproksymacii lintowej stowarzyszonego prawa plyniecia, wyznaczamy z zalez-
nosci [1 1 6]
t

2 f%@%@m

(59) - Egp = tf Rz
4]

ktoéra po podstawieniu do nigj réwnan (5.4) i (5.5) daje
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: 2 Ff tr 1 f1p\? 1
(510) Egp = tf—_RW 1"""[0—%- 3 E; + to\/&_ 1_— S]nJ
1 1 t
i- in*, /o t,—~———sin 2 octw<1wa cos oct].
ot ) f ) \/E fo / Ig N
Ze wzorow (5.7) oraz (5.10) wynika, iz stale ¢, y* zwiazane z graniczng

powierzchnia plynigcia, definiowane w pracy [1] =zaleza dla prayjetego
materialu membrany od parametrow obcigZzenia (F, o).

6. WYNIKI OBLICZEN NUMERYCZNYCH I DYSKUSJA

Przeprowadzona analiza numeryczna prowadzi do wynikow, ktore umozli-
wiajg oceng stosowalnodci przyblizonych zwiazkéw materialowych w upro-
szezonej analizie dynamiki niespreZystych membran oraz pozwalajg okreélié
wplyw parametréw fali uderzeniowej, generowanej w trakcie detonacji nie-
kontaktowego ladunku materiatu wybuchowego, na proces przejmowania
obciazenia przez membrang. Wspomniane grupy wynikéw oraz ich dyskusja
* zostana przedstawione ponizej. :

6.1. Zwigzki materialowe

Wiasciwy wybdr przyblizonych zwigzkdw materialowych tzn, taki, ktéry
w rozwigzaniach inzynierskich prowadzi do wynikéw najbardziej zblizonych
do wynikdéw eksperymentalnych, zalezy od parametréw obciazenia P i &,
jesli obciazeniem tym jest fala uderzeniowa. Oszacowanie Sredniej predkodci
odksztatcenia membrany é,, zwiazane jest bowiem z parametrami fali uderze-
niowej obcigzajacej membrang. Z tego wzgledu analizy przedstawione w pracy
dotyczg wplywu tych parametréw na proces ruchu membrany przy rézoych
uproszezonych zwiazkach materialowych. Podobnie jak w pierwszej czesc
artykulu [1] rozwazano membrany wykonane z¢ stali oraz z tytanu, a wige
z materialow o réZznym stopniu wrazliwosci na predkos$é odksztateenia i o pa-
rametrach geometrycznych podanych w [1]. '

Na ponizszych rysunkach oznaczono przez N krzywe odpowmdajqce
potegowemu roéwnaniu konstytutywnemu, § odpowiada niestowarzyszonemu
prawu plynigcia ze stalymi of, y* wyznaczonymi na drodze aproksymacii
prawa potegowego sieczng [13, T za$§ odpowiada niestowarzyszonemu prawn
plynigcia ze stalymi of, y*, wyznaczonmymi na drodze aproksymacji prawa
potggowego styczng w punkcie odpowiadajacym szacunkowej $redniej wartosci
predkosci odksztalcenia &,, deformowanej membrany.

Zamieszczone na wykresach (rys. 1--22) wyniki przedstawiaja nastepu-
jace informacje:
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1. Zaleznoéé trwatego ugiecia wzglednego membrany w, jako funkcji
parametroéw obcigzenia, tzn, amplitudy F, i czasu trwania f, (rys. 1--4).

2. Zalezno§¢ trwalego ugigcia wzglgdnego membrany w, jako funkcii
amplitudy ciSnienia P, oraz jako funkcji impulsu obciazajacego 1 dla czasu

wo 4
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14
12

10

=z -

—{ Cn

Rys. 3 g 20 40 B0 80 100
Y P [MPu]
Wy A )
% TYTAN S
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N
17 |- t0=10‘2[5]
T
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4
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TFP/fo 4\ N
.
N TYTAN
6 b
T s
\ pg= 50 [MPG'J
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S
] 1 ! L | | -
tr/ty 8 4 10 O w? ot w*

iofs]
Rys. 8

trwania obciazenia t, << {,, gdzie t, oznacza CZas ruchu membrany podany
réwniez na wykresic w stosunku do czasu trwania obciazenia to (rys. 51 6)

3. Parametry czasowe ruchu membrany jako funkcie czasu trwania obcia-
7enia t, przy ustalongj jego amplitudzie F,, gdzie ¢,, oznacza Czas rozpe-
dzania membrany (rys. 7 i 8).
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4. Rzeczywiste parametry CZasowe f, 1 & ruchu membrany odniesione
do szacunkowej wartosci czasu trwania ruchu ¢, oraz rzeczywista maksymaling
predkoséé odkszialcenia éyaive odniesiong do szacunkowej wartoSci wyzna-
czonej z modelu sztywno-plastycznego éarp jako funkcje czasu przy ustalonej
amplitudzie obciazenia Fy (rys. 9 i 10).

5. Stosunck maksymalnej predkosci odksztalcenia otrzymanego na pod-
stawie’ zlinearyzowanego zwiazku materialowego do maksymalnej predkosci
odksztalcenia otrzymanego dla stowarzyszonego prawa plynigcia w formie
potegowej jako funkgje czasu trwania obciazenia t, przy ustalonej jego
amplitudzie B, (rys. 11 i 12).

6. Nadwy?zke napre¢zen membranowych ¢ nad statyczna granica plastycz-
noéci o, jako funkcje czasu trwania obcigzenia dla ustalonej jego amplitudy
(rys. 13 1 15).

(63/65) &
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o § [deg]

60 - )
STAL

40 |- Py =50fMpa] .

e |

7

20 | :
, %:am tg (Eqv/2™)

D P U SR R
0 - g . L, =
Rys. 17 w5 074 1077 1077 4051
o | [deg]
60 |-
s
TYTAN
a0 -
B B,=50 [MPa]
20 -
o= arc g {Eav/z™) T
/‘-"_"——___
a 1 | ! L -
Rys. 18 , w0 w?t w? w0? tyfs]

7. Zmiany parametréw zlinearyzowanego zwiazku materialowego, doty-
czace uplastyczniajacych naprezen granicznych of oraz wlasciwosci lepkick
okre§lonych katem o wyznaczonym miedzy liniowa funkcja opy (€) a osia £
jako funkcje czasu trwania obciazenia przy ustalonej jego amplitudzie £
{(rys. 14, 16, 17 i 18).

8. Parametry kinematyczne membrany w postaci zmian w czasie ugiecia
punktu srodkowego membrany w, oraz predkoéci ruchu tego punktu w, dla
dwoch wartoéel czasu trwania obciazenia odpowiadajgcych nieréwnosciom
t,jt; > 1 oraz t,/t; < | przy ustalonej amplitudzie obcigzenia F, (rys. 19 i 20).

Wykresy przedstawione na rys. 1 i 2 wskazuja, iz w zakresie czasow
trwania obciazenia 0 < t, < 10 ? s przy ustalonej amplitudzie F, niestowarzy-
szone prawo plynigcia daje trwate ugigcia Srodkowego punktu membrany
.zanizone wzgledem prawa stowarzyszonego, dla diuZszych za$§ czaséw trwania
obciazenia niestowarzyszone prawo plynigcia ze stalymi of 1 y* okreslo-
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nymi na drodze aproksymacji zwiazku potegowego sieczna jest gbérnym
oszacowaniem, niestowarzyszone zaé prawo plynigcia ze stalymi of i 9*
okre$lonymi na drodze aproksymacji zwiazku potggowego styczna jest dol-
nym oszacowaniem zwiazku nieliniowego. Wraz ze wzrostem amplitudy
ciénienia wzrastaja réznice w ugigciach otrzymanych przy réznych zwigzkach
materiatowych, przy czym niewiclkie roznice przy amplitudzie F, = 10 MPa
osiagaja wartoéé okolo 50%, przy amplitudzie F, = 60 MPa. Ponadte dla
materiaiu bardziej wrazliwego na predko$¢ odksztalcenia, jakim jest stal,
roznice w ugieciach otrzymane przy roznych zwiazkach materialowych sa
wicksze niz dla materialow mniej wrazliwych na predkosc odksztalcenia
jak np. tytan. Do podobnych wnioskéw dochodzimy analizujac wykresy
zamieszczone na rys. 3 i 4, gdzie przedstawiono trwale ugigcie centralnego
punktu membrany jako funkcji amplitudy obciaZenia F, dla dwoch ¢zasow
trwania fali uderzeniowej obcigzajacej membrang.

Wykresy przedstawione na rys. 5 i 6 wmozliwiaja poréwnanie wzgled-
nych ngie¢ trwalych, otrzymanych z zadania dynamiki membrany obcigazonej
fala uderzeniows przy roznych zwiazkach materialowych z wartodciami ugigé
otrzymanymi w eksperymentach opisanych w literaturze [2] dla membrany
obciazonej idealnym impulsem poczatkowym. W przypadku omawianym
w przedstawione] pracy otrzymano impuls idealny réwnomiernie roztozony
na calej powierzchni membrany, zmniejszajac czas trwania fali uderzeniowej
do t, = 107% s i ustalajac amplitudg F, tak, aby zachowad wartosci impulsu
obciazajacego. Przedstawione na rys. 5 i 6 wykresy okreSlajgce czas trwania
ruchu tak obciazanej membrany wskazuja, iz rzeczywiscie obciaZzano ja
idealnym impulsem, czas trwania bowiem ruchu membrany jest w tym przy-
padku kilkadziesiat razy wigkszy od czasu trwania obcigZenia. Widzimy, iz
wyniki zgodne z eksperymentem daje jedynie nieliniowy zwiazek konstytu-
tywny, zlinearyzowane zas zwigzki Wierzbickiego prowadza do wynikéw
niezadowalajacych obarczonych zbyt duzym blgdem. Nalezy jednak zauwazyc,
7e rozwiazanie omawianego zagadnienia z niezerowyrni warunkami poczatko-
wymi i zerowym obcigzeniem daje dla niestowarzyszonego prawa plyniecia
wyniki bardziej zblizone do eksperymentalnych [1] niz te przedstawione
na rys. 51 6.

Wykresy przedstawione na rys. 7 i 8 pozwalaja okresli¢ zakres czasu
trwania obcigzenia, przy ktérym membrana przejmuje cale obciaZenie zew-
~netrzne, tzn. takie dla ktérego zachodzi nieréwnosc 1, = to. Mozna zauwazyc,
iz zakres ten jest inny dla kazdego z trzech rozwaZzanych zwiazkow kon-
stytutywnych.

Na kompleksowych wykresach zamieszczonych na rys. 9 i 10 przed-
stawiono wzgledne parametry czasowe ruchu membrany ¢,,/t, i f,/t; jako
funkcje czasu trwania obciaZenia t, przy ustalonej jego amplitudzie F.
Na rys. 9 i 10 przedstawiono réwniez stosunek maksymalnej predkosci
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~ odksztalcenia £n.vp membrany lepkoplastycznej do $redniej oszacowanej
predkosci odksztalcenia é,zp, wyznaczonej dla sztywno-idealnieplastycznego
modelu materialu membrany jako funkcji czasu trwania obciazenia. Z wy-
kreséw mozna wyznaczy¢ czas trwania obciaZenia t,, przy ktorym niestowa-
rzyszone prawo plynigcia Wierzbickiego daje takie same trwale ugiecia
membrany jak nieliniowy, potegowy zwiazek materialowy. Czas ten odpowiada
wartosei t,/t; = 1, a wigc daje on dokladne oszacowanie czasu ruchu mem-
brany sztywno-lepkoplastycznej z rozwiazania dla membrany sztywno-pla-
stycznej. Jednoczesnie zachodzi wtedy rownos é.pp = &,vp. Ponadto mozna
zauwazy¢, iz niestowarzyszone prawo- plynigcia ze statymi of i y* wyzna-
czonymi na podstawie linearyzacji potegowej krzywej materialowej sieczng
daje wyniki identyczne z nieliniowym zwiazkiem materialowym przy kilka-
krotnie dluzszym czasic trwania obcigzenia niZz ten, dla ktérego zachodzi
zgodnos¢ ugie¢ trwalych migdzy nieliniowym zwigzkiem materialowym,
a zwiazkiem zlinearyzowanym przy wyznaczeniu stalych ¢¥ i y* na podstawie
linearyzacji krzywej potegowej styczna w punkeie odpowiadajacym & = &,,.

Wykresy przedstawione na rys. 11 i rys. 12 wskazujg jak, wraz z czasem
trwania obciaZzenia t,, zmienia si¢ maksymalna predko$é odksztalcenia mem-
brany lepkoplastycznej wyznaczona ze zlinearyzowanych zwiazkow konstytu-
tywnych, odniesiona do maksymalnej predkosci odksztalcenia wyzmaczonej
dla nieliniowych zwiazkéw materialowych. Kazda z krzywych powinna
zdazy¢ do jednodci, jednak ze wzgledu na to, iz w rtozwiazaniach przy-
blizonych nie stosowano iteracji, krzywe sa przesunigte w kierunku mniej-
szych wartodei, co jest uzasadnione, gdyz w materiale wykazujacym wrazli-
wos¢ na predkos¢ odksztalcenia realizowane sa przy tym samym obcigZeniu
mnigjsze predkosci odksztalcenia niz w -materiale nic wykazujacym tej wraz-
Tliwosci.

Na rys. 13 przedstawiono zaleznos¢ nadwyzki naprezenn membranowych o
wystgpujacych w deformowanej membranie nad statyczng granica plastycz-
nodci g, od czasu trwania obciaZenia t, przy ustalonej jego amplitudzie P,.
Wykres sporzadzono dia membrany stalowej. Podobny wykres dla membrany
tytanowe) przedstawiono na rys. 15. Wykresy przedstawione na rys. 14 i 16
wskazuja, iZ wraz ze wzrostem czasu trwania obciaZenia t, ronie w znaczny
sposOb graniczna wartos¢ naprezeni uplastyczniajgcych of wyznaczona na
podstawie linearyzacji materialowej krzywej potegowej stycznej w punkcie
odpowiadajacym predkosci odksztalcenia § = §,,. Poréwnujac wykresy zamie-
szczone na rys. 14 1 16 z wykresami zamieszczonymi na rys. 13 i 15
widzimy, ze wraz ze wzrostem czasu {rwania obciazenia nastgpuje wzrost
umownej granicy plastycznodci of, ktéra nieznacznie przewyzszaja naprezenia
osiagane w procesie deformacji; zatém stosujac niestowarzyszone prawo
plynigcia ze stalymi of opisanymi powyzej zastgpujemy nicliniowy zwiazek
materiatowy zwiazkiem liniowym, w ktoérym obniza si¢ wrazliwoé¢ materiatu
na predkos¢ odksztalcenia, w znaczny za$ sposdb roénie jego sztywnosé.
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Wykresy przedstawione na rys. 17 i 18 wskazuja, Ze przy obciazeniu
o ustalonej amplitudzie Fy 1 krotkim czasie trwania realizowany jest proces
deformacji membrany o znacznej dynamicznosel (rys. 9 i rys. 10), charaktery-
zujacy si¢ duzymi predkosciami odksztalcenia i mala zastgpeza lepkoscia
charakteryzowana katem o« Przy obciazenin o amplitudze I, ale dlugim
czasie trwania, realizowany jest proces deformacji membrany © mniejszel
dynamicznodei (rys. 9 1 10) charakteryznjacy sig¢ malymi predikosciami od-
ksztaicenia 1 duZza zastepcza lepkoécia okreslona katem o

Zmiany trwalego ugiecia punktu centralnego membrany jako funkcji
czasu dla obciazen o ustalone] amplitudzie P, i dwoch wartosci czasow
srwania t, oraz trzech rozwazanych zwiazkow konstytutywnych — podano
na rys. 19 i 20. Na rys. 21 i 22 podano dla tych samych warunkdéw
zmiany w czasic predkodci punktu centralnego membrany.

Analiza wykresow przedstawionych na 1ys. 1-—22 wskazuje, iz dobdr
odpowiednich uproszczonych zwiazkow xonstytutywnych w metodach inzy-
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nierskich zalezy od parametréw obcigzenia F, oraz ty i jest istotny z punktu
widzenia uzyskania wynikow obarczonych mozliwie malymi bigdami. Ponadto
mozna zauwazyé, ze w przypadku obciazenia idealnym impulsem poczatko-
wym [1] wybdr odpowiedniego uproszczonego zwiazku materialowego sprawia
mniej trudnodci niz w przypadku obciazenia falg uderzeniowa. W drugim
z omawianych przypadkdéw niewlasciwy wybor zwiazku materialowego moze
doprowadzi¢ do wynikéw obarczonych znacznym, bo nawet kilkudziesigcio-
procentowym bledem (rys. 1, 2, 3 i 4) wigkszym dla materialu o wigkszej
wrazliwoéci na predko$¢ odksztalcenia (stal) i mniejszym dla materiatu
o mniejszej wrazliwosci na predkosé odksztalcenia (tytan).

W celu uzyskania zgodnosci trwatych ugie¢ punktu centralnego membrany
wyznaczonych dla niestowarzyszonego prawa plynigcia z ugieciami wyznaczo-
nymi dla nieliniowego rownania konstytutywnego proponuje si¢ modyfikacje
niestowarzyszonego prawa plynigcia wg nastepujacej zaleZnoéci:

i = 7 (Ey)
Tk E
gy =0, jesti /T, < k¥,

gdzie S;; oznacza dewiator tensora naprezenia definiowany na aktualngj
powierzchni plyniecia, S dewiator tensora napreZenia definiowany na
umownej statycznej powierzchni plynigcia, spelniajacy umowny statyczny
warunek plastycznoéci zalezy od aktualnej predkosci odksztalcenia okreslonej
tensorem £, &; aktualny dewiator temsora predkodci odksztalcenia, yk
umowny wspdlczynnik okreslajacy wlasciwosci lepkie materiatu, k* umowna
granice plastycznosci na $cianie zalezna od aktualnej predkosei odksztalcenia

(Sy—SH @), Jedli /I, > k¥
6.1)

rowng k¥ = Gﬁ/\/g oraz ¢¥ umowna granicg plastycznoéci na rozcigganic
zwigzana z akituvalna predkoscia odksztalcenia.

W przypadku omawianym w naszej pracy fikcyjne funkcje of oraz ¥
moznaby wyznaczyé, poréwnujac prace Ly, sil wewngtrznych zmieniajg-

o ) _
__‘”_,—' GLN(EJ")
ony (€r)
»
Gaz
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cych si¢ wg nieliniowej funkcji oy, () z praca Lpy sil wewnetrznych,
realizowanych wg zlinearyzowanel funkcji o,y (¢,) po drodze zmieniajacej sie
od zera do aktualnej chwili czasowej (rys. 23):

£ t
(6.2) g Oy & dT= [j: oy & d1,
gdzie
1
S: a3
ol (2)]
(63) ’

: %
UNpa— 00
Trn :0'34“—'—-——'— £,
sra

Podstawiajac (6.3) do (6.2) i wykonujac calkowanie od zera do aktualnej
chwili czasowe] uzyskujemy wzory

o = 0o [1+40 ()] = f1 (),

L E—)

(E')F —Aa {Sr)
o

Struktura wzoru (6.4) jest taka, ze wraz ze wzrostem predkosci od-
ksztalcenia promieniowego ¢, roénie umowna statyczna granica plastycznosci
of, gdyz rodnie Ag (£,) oraz maleje umowna lepko$é, rosnie bowiem wartosc

(6.4)

umownego wspbdlczynnika y*

6.2. Proces przejmowania obciqzenia

Analizujac wplyw oddzialywania fali uderzeniowej na konstrukcje lub ich
elementy stajemy zwykle przed rozwiazaniem zagadnienia optymalnego doboru
ksztaltu 1 gabarytow ladunku materialu wybuchowego oraz rodzaju materiatu
wybuchowego, z ktorego tadunek wykonano. Wiasciwy dobdér parametrow
tadunku, bedacego rddlem fali uderzenmiowel, powinien bowiem zapewnic
wykonanic przez wygenerowang falg okreslonej pracy trwatych deformacii
lub pracy zniszczenia obicktu. Istotnym elementem jest réwniez sposob przy-
lozenia ladunku materialu wybuchowego do obickiu [7].

Jesli decydujemy si¢ na zastosowanie fadunku kontaktowego, to wdwczas
z zalozenia cala energia wybuchu przekazywana jest na obiekt, nadajac mu
predkosc poczatkowa o znanej wartodei [2]. Jesli ladunek wybuchowy detonuje
w pewnej odlegtosci od obiektu, generujac falg uderzeniowa o znanych
parametrach, to przekazywanie energii deformowanemu lub niszczonemu
obiektowi odbywa si¢ w skonczonym odcinkuy czasu. Mozna w tym wypadku
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moéwié o skali czasu procesu przekazywania energii obiektowi przez obciaZenie
i o skali czasu procesu deformacji obiektu.

W przedstawionej pracy ograniczono si¢ do takich elementow obiektow,
ktérych modelem jest sztywno-lepkoplastyczna membrana kolowa podlegajaca
duzym ugieciom trwalym. Ze wzglegdu na istnienie skali czasa procesu
deformacji, nie zawsze calkowity impuls obciazajacy membrang spozytkowany
jest na deformacje membrany. Cheac zatem wykona¢ okreslong prace trwalych
duzych ugigé membrany, nalezy dokona¢ opiymalnego doboru ladunku
materialu wybuchowego w taki sposob, aby impuls wygenerowanej fali
uderzeniowej byl wykorzystany na wykonanie tej pracy bez strat.

Wyniki obliczen numerycznych przedstawione w pracy dotyczace relagji
miedzy czasem trwania obcigZenia f,, a czasem trwania procesu deformacji
t, — pozwalaja przedstawié¢ nastgpujaca sekwencje wykresow (rys. 24), na
ktorych I, oznacza impuls przejmowany przez membrang, I, za§ oznacza
impuls zewngtrzny fali uderzeniowe.

Impuls zewngtrzny I, zdeterminowany jest parametrami obciazenia, ampli-
tuda B, i czasem trwania t,, warto$¢ za$§ impulsu wewnetrznego zalezy od
ograniczonej skali czasu procesu deformacji okreslonej nieréwnoscia 0 <1, <i,,,
gdzie t,, jest pewny graniczny i maksymalna wartodcig czasu trwania ruchu
membrany. Ostatni z wykresow pokazanych na rys. 24 przedstawia obcigzenie
o prostokatnym charakterze, mozliwym do przyjecia wtedy, gdy o > ¢,
Prostokatny przebieg obcigzenia, cho¢ fizycznie nierealny, jest czesto przyj-
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mowany w analizach np. w [8]. W wielu praktycznych zadaniach nale-
zaloby przyjmowaé obciazenie o trapezowym lub tréjkataym przebiegu.

Optymalny dobdr parametréw ladunku materiatn wybuchowego powinien
umozliwiac¢ zrealizowanie takiego obcigZenia, przy ktérym I, =1, co za-
pewnia catkowite wykorzystanic energii niesionej przez fale uderzeniowa
w migjscu usytuowania elementu obiektu, ktérego modelem jest niesprezysta
membrana.

W przypadku, gdy i, <t,, zachodzi rowno$¢ impulséw I, =1, przy
dluzszych zas czasach trwania obcigZenia t, > ¢, mamy do czynienia z nie-
optymalnym wykorzystaniem ladunku materialu wybuchowego, gdyz spelniona
jest wtedy nierownos¢ I, < I, (rys. 25). Zgodnie z rys. 25 mozna napisaé

py @ P& : b
B Py &,
¢ E‘E; : ? Ny
Y Iy=1; ERR Phy Iw<ly
1 - o
Rys. 25 fy tp t tp fy t
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Parametr P, oznacza ci$nienie w fali uderzeniowej, przy ktérym ustaje ruch
membrany.

Na rys. 26 przedstawiono stosunek impulsu, ktory membrana przyjmuje
I, do impulsu fali uderzeniowej I, jako funkcj¢ czasu trwania obcigzenia to
przy ustalonej jego amplitudzic B, i dla dwéch materialbw membrany.
Z rys. 26 wynika, ze w przedziale czasu frwania obciazenia t, < 107*s ma
miejsce catkowite przekazywanie impulsu membranie, a wige ladunek materiatu
wybuchowego, ktéry jest zrodfem fali uderzeniowej jest wykorzystywany
w sposob optymalny. tadunek generujacy fale uderzeniowa o czasie trwania
fo>10"*s jest w omawianym przapadku wykorzystywany w sposéb nie-
optymalny, gdyz tylko czes¢ fali nderzeniowej wykonuje pracg trwalych ugiec¢
membrany. Odpowiada to opadajacemu fragmentowi krzywej przedstawionej
na rys. 26.

Zalezno$é trwalego wrzglednego ugigcia punktu centralnego membrany
wo jako funkcji parametréw obcigzenia t, i K podano dla membrany
stalowej na rys. 27, dla membrany za$ tytanowej na rys. 28 Wykresy
przedstawione na rys. 27 i 28 wraz 7 wykresem przedstawionym na rys. 26
pozwalaja dobra¢ optymalne zestawy parametréw fali uderzeniowej (£, toopt
tak, aby energia zewnetrzna fali uderzeniowej zostata catkowicie wykorzystana
na wykonanic pracy trwalych ugie¢ membrany scharakteryzowanych ugigciem
jej centralnego punktu w,. Dysponujac bowiem nieograniczonym zbiorem
zestawow (By, Il mozna dobraé optymalny tadunek materialu wybuchowego
z punktu widzenia jego ksztaltu, gabarytow 1 gestoscl

Miara stopnia wykorzystania fali uderzeniowej jest rowniez stosunek
ciénienia fali uderzeniowej, przy ktérym ustaje ruch membrany F,, do jej
amplitudy P,. Zaleznoéé B,/F, jako funkcja czasu trwania obciazenia t, przy
ustalonej jego amplitudzie B, pokazano na rys. 29, przy czym zwigzek ten
jest transformowany przez stosunek czasu trwania obcigzenia f, do czasu
~trwania rochu membrany t,. ]

7 rys. 29 wynika, iz dla czaséw trwania obciaZenia ¢, <, ruch mem-
brany ustaje po zniknigciu obcigzenia, gdyz (F,/R) =0, zatem fala uderze-
niowa jest w tym przypadku wykorzystana bez strat. Przy czasach trwania
obcigzenia t, > ¢, nastepuje zatrzymanic ruchu membrany jeszcze w trakcie
trwania jej obciazenia, gdyz F,/F > 0. W tym przypadku pozostala czgsé
fali uderzeniowej niec wykonuje pracy trwalych ugie¢ membrany, jest wige
tracona. Mozna zatem powiedzie¢, ze odpowiada to doborowi nicoptymal-



hwp T.,=’J‘G'§S
tg=1ﬂ_ S
1,100 MP e 5
2 ’ 1g=510"%s
B,=00MPaN i te=3107%
112
By=B0MPD
Fy=T0MPa i TYTAN
R,=60MPa | tg=10"s
Ry=60MPa T8
1= 40MPq ) ,
: 6 te=5-10"%
Py=30MPa i :
Py=20MPq ik ty=3-10"55
B,=10MPa 1,

-5
tg='l‘0 )
fp=5-10""

] — ' o
-2 ™
to0s] w 60 &0 100 By [MP&]
Rys. 27
ez, =107
 wy =107 % 4 Z5a0ds
B,=100MPa !
0 ' ty=d-107"s
B=00MPE 1
B=80MP3 .
JDC,:']UMPCI 412 STAL
By=60MPg fo=10""5
—{1e
B,-50MPa i
B,=40Pa 4e
£,-30MPa | =590
- 6
B=20MPa 7
14 =310
Poz'IUMpa T
1% ty=10"%
' Ty=5-10%5
L L 1 v ] TS ST UV S o
10 10 0 20 40 &0 80 T
tyfs] 00 g (MPg)
Rys. 28

[299]



300 WHODZIMIERZ 1DCZAK

Ao/t
10
Jot STAL
TYTAN
2
-0 £y =const
10
1
1 I t I 1 I y | 2 | ] o
10 g8 06 04 02 0 10 02 w07 o
Pg,n/Pg tﬂ[‘sJ
Rys. 29

nych parametrow ladunku materialu wybuchowego bedacego Zrédlem fali
uderzeniowej obciaZzajacej membrang.

Przedstawione w pracy zaleZnosci dotyczace analizy obciazenia pozwalaja
stwierdzi¢, ze ze wzgledu na istnienje skali czasu w procesie trwalych ugiec
membrany, mamy do czynienia z mozliwoscia i koniecznoscia takiego doboru
parametréw ladunku materiatu wybuchowego, aby fala uderzeniowa wyge-
nerowana podczas jego detonacji byta calkowicie wykorzystana na wykonanie
pracy trwalych deformacji membrany lub pracy jej zniszczenia.

W przypadku masowego wykorzystania materialéw wybuchowych do
ksztaltowania lub niszezenia réznych obiektéw lub ich elementow, przed-
stawione rozwazania moga byé istotne rowniez z ekonomicznego punkiu
widzenia,
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PEsoME

HPABIMEHHBIE PEMIEHHA B MHHAMWKE HEYIIPYTMX MEMBPAH
YACTS 2

TlpeacTaBieH MeTOX YUPOINERHOTO pelueHud 3afay Oojbnmx nmporuGoB TOHKHX XECTKO-
BAIKOMIACTHICCKHS KPYTOBLIX 1auT {MeMOpaH) HATPYREHHEIX YHApHOH BOJIHOH C H3BECTHBEIMM
napamerpamu: aMIDETYIoH P, 1 Bpemenem npoposbkuTenbroctH iy, Ilpescrapinenc pewenne
JIAA HECKOJNbKHX BAPHAHTOB ONPSOCISTIIONUX COOTHOINeHHHE, a Tawxke ofcrosrenscrsa aptbopa
OJIHOTO M3 HMX B 3ABHCUMOCTH OT CTCICHH YYBCTBHTEABHOCTY MaTepuana meMOpaHel Ha
CROPOCTL ZOOPMALME H HAPAMETPOB HArpyXeHys, JINf OTAe/iBHBIX 3HATEHHH [apaMeTpon
HaTpYyKEHHA CPABHEHBI IIOJIYYCHHBIE PE3YJBTATH C SKCISPHMEHTANbLHBIMY Pe3ynbTaTaMu Ony-
ONMKOBAMHMIMHE B Tipusefeduolf suTeparype. Ha ocioBe amaiHM3A pe3yNLTATOB DACYCTOB
ApHBEICHO B BHIBOJAX RPEARONMKCHHE MOIM(UKANMH HEACCOHHHPOBAHHOIO 3AKOHA TEHCHHA
Tipeactapien TOXKe aHAJNH? BIHSHHA NapaMeTPOB YAAPHOH BOJNHLI FEHEPUPOBAHHON B nponccee
JETOHAIMH HEKOHTAXTHORO 32pAJa BIPBIBUATOIC BEMIECTEA HA TPOIECC BOCHPHHHEMAHWS HAIpYy-
weHua  Heynpyroii membpavoli. Tloxasano CyUIeCTEEHHOE 3HAYEHHE nosbopa mapaMerpoB
3apaga C TOMEHM 3pPeHAs ONTHMANLHOrO HCTIONB3OBAHHHA YIAPROH BOJHBL, COBEPIIANOTIEH
paboTy ocratounslx Jedopmanmil memOpanm nan paboty ee paspyucHus.

SUMMARY

APPROXIMATE SOLUTIONS IN THE DYNAMICS OF INELASTIC MEMBRANES

PART 2

The paper presented a method of simplified solution of the problem of large deflections
of rigid-viscoplastic circular plates (membranes) loaded by a shock wave of known para-
meters: amplitude F and duration t,. The solutions are presented for several variants
of constitutive relations, depending on the material sensitivity to the strain rates and on the
loading parameters. In several cases the results are compared with those known from the
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literature. Basing upon this analysis, certain modifications of the non-associated flow law are
proposed. The effect of the shock wave parameters (generated by explosion) upon the process
of loading distribution by the inelastic membrane is analyzed. The blowing charge parameters
are shown to play an important role in the optimum selection of the shock wave producing
permanent deformations or failure.
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