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W pracy oméwiono cele i zadania optymalizagji konstrukeji, przedstawiono czastkowe
i globalne kryteria optymalizacji oraz sformutowanic zagadnict optymalizacii jedno- i wielo-
kryterialnej. Zwrbcono uwage na istnienie dwoch grup zagadnien optymalizacji wielokryterial-
ngj — takich, ktére moga by¢ sprowadzone do jednego lub kilku zadat optymalizacji
jednokryterialnej (skalarnej) i takich, ktére nie moga by¢ sprowadzone do optymalizacji
skalarnej. Zaproponowano uklad wielkofci, ktéry nalezy uwazaé za rozwiazanie zagadnienia
wielokryterialnej optymalizacji konstrukcji w obydwu przypadkach. Przedyskutowano kwestig
obiektywnosci rozwiazafi optymalizacji wielokryterialngj. Rozwazania zilustrowano przykia-
dami optymalizacji belki sprezonej i kratownicy. W zalaczniku podano wybrane metody
znajdowania rozwigzan preférowanych,

1. ZADANIA T CELE OPTYMALIZACIL KONSTRUKCII

Optymalizacja jest obecnie pojeciem uzywanym bardzo czesto i w sposob
wieloznaczny, a wigc zar6wno w odniesieniv do dzialu matematyki zajmu-
jacego sig poszukiwaniem ckstremow funkcji lub funkcjonatow, jak i wowczas
gdy chodzi o wybor najlepszego, w roznym tego slowa znaczeniu, rozwia-
zania konstrukcyinego, ekonomicznego, transportowego i innych.

Ninigjsze opracowanie dotyczy optymalizacji konstrukgji, tzn. zagadnien
wyznaczania ksztattu i cech fizycznych konstrukcii lub jej elementéw, a takze
wprowadzania dodatkowych uktadéw wstepnych obciazeri lub odksztaicen.

Celem optymalizacji jest wybor najlepszego rozwigqzania z szeregu mozli-
wych. Aby slowo ,najlepsze” mialo sens, konieczne jest okredlenie celéw,
ktorym konstrukcja ma stuzyé i miernika lub miernikow jej wartodci. Te
mierniki nazywane sg kryteriami optymalizacji lub funkcjami celu. Ich wybér
ma zasadnicze znaczenie i decyduje o wartosci konstrukcji- Rézne kryteria
stosowane w optymalizacji konstrukcji omowiono m.in. w pracach [1 i 11].

W pewnych przypadkach mozliwa jest ocena konstrukcji za pomoca
jednego kryterium, na przykfad kosztu konstrukcji. Wéwczas mamy do
czynienia z optymalizacja jednokryterialna. W innych przypadkach jakosc
konstrukcji niec mozna oceni¢ za pomocy jednego kryterium, lecz za pomoca
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wielu niezaleznych kryteriéw, na przyklad minimalizacji cigzaru i maksyma-
tizacji najnizszej czestosci drgan wlasnych. Mamy woéwcezas do czynienia
z optymalizacja wielokryterialna, inaczej optymalizacja wektorowq lub poli-
optymalizacia.

W optymalizacji konstrukcji prawie nigdy nie poszukujemy ekstremum
bezwarunkowego funkcji celu. Zwykle wystepuje wiele ograniczen, ktore
okreslaja obszar rozwiazan dopuszczalnych. Ograniczenia maja postaé row-
nosci lub nieréwnoscei; sq nimi zaréwno réwnania wigzace obcigZenia z sitami
wewnetrznymi w konstrukcji jak i ograniczenia dotyczace dopuszczalnych
wiclkosci wyteZzen 1 przemieszezen, a takze ograniczenia wymiaréw konstrukeji
i jej elementow wynikajace z wymagan uzytkowych, konstrukcyjnych, tech-
nologicznych i innych. Najczgiciej rozwiazania wystepuia na brzegu obszarn
dopuszczalnego, stad duze znaczenie ograniczeri w formutowaniu zagadnieh
optymalizacji konstrukcji. Pominigeie istotnego ograniczenia w optymalizacii
konstrukcji powoduje uzyskanie rozwiazania nieprzydatnego.

Waznym elementem formulowania zagadnied optymalizacji konstrukcji
jest wybor zmiennych decyzyjnych, czyli parametréw ksztattu i ksztaltowania.
Zmiennymi decyzyjnymi moga byé wymiary geometryczne poszczegdlnych
elementow, wielkodci opisujace konfiguracje konstrukcji, wielkosci mecha-
niczne lub fizyczne opisujace whasciwosci materialu, z ktérego wykonana
jest konmstrukcja, jak réwniez inne wielkodci charakteryzujace dana kon-
strukcje.

Istotnym zagadnieniem jest wrazliwo$¢ funkcji celu na wariacje zmiennych
decyzyjnych. Przy formulowaniu zadan optymalizacji nalezy zdawaé sobie
z tego sprawe. Istotne efekty optymalizacji uzyskiwane sa wtedy, gdy po-
szukujemy minimum funkcji celu wzgledem zmiennych, od ktérych ta funkcja:
silniec zaleZy.

Zagadnleme optymalizacji konstrukcji mozna uwazaé za poprawnle sfot-
mulowane tylko wtedy, kiedy okreslone jest kryterium. lub kryteria optyma-
lizacji, ograniczenia i zmienne decyzyjne. Nie ma tez sensu okreélenie
skonstrukcja optymalna” bez podania w.sensie jakiego kryterium, przy
jakich ograniczeniach i wzgledem jakich zmiennych decyzyjnych...

Nieprecyzyjne stosowanie pojecia ,konstrukcja optymalna”. jest czesto
powodem nieporozumien, a nawet negowania wynikéw uzyskanych w procesie
optymalizacji Wynika to z oceniania uzyskanego rozwigzania na podstawie
innego kryterium lub przy .innych ograniczeniach. :

Nalezy jeszcze zwrocié uwage na to, ze przedmiotem optymallzaql jest
nie konstrukcja, a jej model fizyczny, a nastepnie model matematyczny
i ze wynik bedzie wtedy przydatny, gdy model bedzie dostatecznie wiernie
opisywal konstrukcje.

Optymalizacja konstrukeji jest. syntcza mechamkl konstrukcp i matema-
tycznych metod optymalizacji. Znajomoéé mechaniki konstrukcji oraz tech-
nologii jej wykonania i eksploatacji pozwala na poprawne i dostatecznie




ZAGADNIENIA OPTYMALIZACI WIELOKRYTERIALNES KONSTRUKCH INZYNIERSKICH 459

ogoélne sformulowanie zagadnienia optymalizacji. Znajomo$é metod matema-
tycznych optymalizacji pozwala na wybdr wlasciwe] metody rozwiazania
zagadnienia optymalizacji. Natomiast doswiadczenie, inwencja i infuicja inzy-
nierska pozwala na poprawny wybor projektu wstepnego i okreslenie punktu
startowego niezbednego do inicjacji procedur optymalizacyjnych.

Optymalizacja konstrukcji dotyczy zagadnien wyboru parametrow geo-
metrycznych oraz wytrzymalosciowych cech elementow konstrukcyjnych i
calych konstrukcji. Wybor ten polega na poszukiwaniu rozwigzan ekstremal-
nych w sensie uprzednio okre$lonych kryteridw, przy czym metody opty-
malizacji prowadza do uzyskiwania informacji o parametrach i cechach
konstrukcji w sposéb obiektywny, a wige bez koniecznosci wykorzystywania
cech indywidualnych projektanta, takich jak intuicja i inwencja lub doswiad-
czenie.

W ten sposéb optymalizacja zastgpuje te czesé operacji projektowania
konstrukcji, ktora polega na infuicyjnym dobicraniu jej ksztalbow i wy-
miarow. 7

Optymalizacja nie zastgpuje wigc projektowania w tradycyjnym tego
sfowa znaczeniu, tzn. nie jest jej zadaniem objgcic wszystkich parametréw
okredlajacych konstrukcje tak, aby rozwiazanie zagadnicnia optymalizacji
bylo rownoznaczne z uzyskaniem projektu konstrukcji. Mosty, budynki,
czy inne obiekty sa dzielami sztuki inZynierskicj i w zwigzkn z tym
ostateczny wybor ich ksztaltu jest i powinien by¢ dokonywany przez
projektanta. Automatyzacja projektowania powinna dotyczy¢é nie wyboru
koncepciji konstrukcji, a jej sprawdzania i wykonywania projektu technicznego.
Zastosowanic optymalizacji sprawia jednak, Ze wybor koncepcji moze byé
oparty na przeslankach racjonalnych, a nie tylko na intuicji i do$wiadczeniu.
Celem optymalizacji jest wigc dostarczenie projektantowi mozliwie pelnej
informacji o wplywie wariacji zmiennych decyzyjnych na wartoéci funkcji celu
oraz o ekstremalnych wielkosciach tych funkcji

Dlatego zagadnienia optymalizacji konstrukcji powinny by¢ formulowane
tak, aby uwzglednione w nich byly istotne w przypadku danej konstrukcji
wymagania i ograniczenia. Sformulowanie zadania nie musi jednak obejmowaé
wszystkich szczegolowych ograniczen i wymagan. Niektore z nich moga byé
uwzgledniane na dalszych etapach wykonywania projektu.

2. KRYTERIA STOSOWANE W OPTYMALIZACIH KONSTRUKCI

2.1, Kryteria czgstkowe

Optymalizacja wielokryterialna pozwala na uwzglednienie wielu kryteridw
czastkowych, ktore czgsto sa konfliktowe. Mozliwe jest wtedy znalezienie
rozwigzania kompromisowego, w ktérym —co prawda —na ogdl zadne
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kryterium czastkowe nie osiaga ckstremum, ale ktore zapewnia spelnienie -
wszystkich wymagan w sposdéb mozliwie najlepszy, okredlony przez kryterium
globalne.

Do najezgsciej spotykanych kryteriow czastkowych, wystgpujacych w opty-
malizacji konstrukcji, naleza nastepujace 1) minimum objetosci Iub cigzaru,
2) minimum potencjalu lub maksimum sztywnosci, 3) maksimum sily
krytycznej, 4) maksimum czgstodci drgat wiasnych, 5) maksimum bezpieczen-
stwa lub niezawodnosci oraz 6) maksimum momentu bezwiadnosci. Kryterta
te zostaly opisane w pracy [11]

2.2. Kryteria globalne

W wyniku spelnienia kilku kryteriéw czastkowych wymienionych powyZej
uzyskujemy zwykle rozwiazanie w postaci zbioru kompromisow. Z tego
zbioru nalezy wybraé¢ konstrukcje optymalng (preferowana) na podstawie
kryterium globalinego. _

Do najczeseiej spotykanych kryteriow globainych naleza [11]: 1} funkcia
uzytecznosci, ktéra czesto ma posta¢ kryterium minimum kosztdéw oraz
2) funkgja metryczna, okre$lajaca odleglo$é rozwiazania idealnego od zbioru
kompromisow.

Rozwigzanic preferowane moina réwniez wyznaczyé przyjmujac jedno
z kryteriow czastkowych jako najwaZzniejsze oraz obierajac dopuszczalne
przedzialy zmiennoéci pozostatych. Innym sposobem wyznaczania rozwiazania
preferowanego jest hierarchizacja kryteridw. Rozwigzywanie polega na spel-
nieniu najpierw kryterium najwaZnicjszego, a w miare mozliwoséci nastep-
nych [11]. ‘

3. FORMULOWANIE I ROZWIAZYWANIE ZAGADNIEN OPTYMALIZACII
JEDNO- [ WIELOKRYTERIALNEJ

Sformulowanie zagadnienia optymalizacji jednokryteriainej (skalarnej) ma
posta¢ nastgpujaca. Znalezé n-wymiarowy wektor zmicnnych decyzyjnych x,
minimalizujacy skalarng funkcje celu f(x) oraz spelniajgcy ograniczenia
rownosciowe h (x) = 0 oraz nierdwnosciowe g (x) <0, lub inaczej

min f (x),

gdzie @ = {xeR"h(x)=0, g (x) <0} jest dopuszczalnym obszarem zmien-
nych. ‘
Natomiast zagadnienie optymalizacji wielokryterialnej (wektorowej) mozna
sformutlowa¢ w nastgpujacy sposob. Znalezé n-wymiarowy wektor zmiennych
decyzyjnych xeQ, ktéry minimalizeje wektorowa funkcje celu, tzn.
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min f (x},
neld )

gdzie £:Q — R jest wektorows funkcja celu i ma posta¢ nastepujaca

§:T (K) = {fl (X), f2 (X)_, s ﬁc (X)}

Skladowe fi:Q—R, i=1,2,.,k sa nazywanc kryteriami czastkowymi
optymalizacji.

Na ogdl niemozliwe jest wyznaczenie rozwiazania dopuszczainego ideal-
nego, tzn, [ = r’r(lgg fi,i=1,2, .k, poniewaz kryteria czastkowe f; sa naj-

czeéciej wzajemnie konfliktowe. Zagadnienie optymalizacji wielokryterialne]
rozwiazuje sie najczeécie] w dwu etapach. Najpierw poszukuje si¢ zbioru
kompromisdw, a nastepnie wybiera si¢ ze zbioru kompromiséw rozwigzanie
preferowane.

Istnigje szercg metod wyzhaczania zbiorv kompromisow, ktore mozna
znales¢ w wielu pracach z te] dziedziny, np. {3, 4, § 18, 12 1 14].

Po wyznaczeniu zbioru kompromiséw nalezy wybral rozwiazanie pre-
ferowane, Kilka sposobow wyboru rozwigzania preferowanege przedstawiono
w pracach [8, 9, 11, 14 i 15]. Naleza do nich metoda funkgji uzytecznosci
f5. 6 i 7], metoda funkeii metryczne [12] nazywana nickiedy metoda
kryterium globalnego [8 i 10], meteda ograniczonych funkcji celu 1 metoda
leksykograficzna [8 i 10] (por. zalacznik).

W wyniku rozwiazania zagadnienia optymalizacji jednokryterialnej otrzy-
mujemy wektor zmiennych decyzyjnych oraz warto$¢ funkeji celu. Interesujaca
moze by¢é w wiels przypadkach wrazliwos¢ funkcji celu na wariacje zmiennych
decyzyjnych, zwlaszcza w otoczeniu ekstremalnej wartoéci tej funkcji.

W wyniku optymalizacji wielokryterialnej cheieliby$my otrzymad rvozwiy-
zanie preferowane, tzi. wektor wartosci funkcji celu i wektor zmiennych
decyzyinych. Aby jednak uzyskanie rozwiazania preferowanego bylo mozliwe,
konieczna jest dodatkowa informacja, tzw. informacja o preferencjach. Nie-
zaleznie od tego, czy sq owne podawane przy sformulowaniu zagadnienia,
czy w lrakcie jego rozwiazywania [7] maja one charakter dodatkowefro
kryterium lub dodatkowych ograniczen. :

Zagadnienia optymalizacji wiclokryterialnej mozna podziclic 'na dwie
grupy: zagadnienia, ktore moga byé sprowadzone do jednego lub kilku
zadan optymalizacji jednokryterialnej (skalarnej) i zagadnienia, ktore nie
moga by¢ sprowadzone do optymalizacji skalarnej.

Zagadnienie optymalizacji wieclokryterialngj moze by¢, sprowadzone do
optymalizacji jednokryterialnej, jezelt mozna i) okresli¢ funkcje uzytecznodci,
i) wybraé jedna ze skladowych wektorowej funkcji celu jako kryterium -
globalne i okredli¢ przedzialy -zmiennoéci pozostalych, oraz iii) okresli¢
pozadane wartosci wszystkich funkcji celu [8 1 10} (por. zatacznik).
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Zagadnienic optymalizacji wielokryterialnej moze by¢ sprowadzone do
szeregu zadan optymalizacji skalarnej, jezeli mozliwe jest uszeregowanie
poszczegdlnych funkeji celu wedhig waznosci [8 i 107.

W wymienionych wyzej przypadkach uzyskujemy rozwigzania jedno-
znaczne. Réznig sie one tym od rozwigzan zagadnien optymalizacjt jedno-
kryterialnej, Ze uzyskujemy dodatkowe informacje o wartoéciach poszczegil-
nych funkcji celu wehodzacych w sklad kryterium globalnego. Mozna réwniez
bada¢ wrazliwo$¢ kryterium globalnego na wariacje poszczegdinych funkcji
celu. '

Jezeli nie dysponujemy. informacjami o preferencjach, zagadnienie opty-
malizacji skalarnej. Nie uzyskujemy wtedy rozwiazania tednoznacznego.
Uzyskujemy natomiast w wyniku rozwiazania szereg informacji o rozpatry-
wanym zagadnientu. Naleza do nich nastgpujace informacje obiekiywne:
zbiér kompromiséw, rozwigzanie idealne oraz informacja nieobiektywna,
najblizszy rozwigzania idealnego punkt nalezacy do zbioru kompromiséw.
Punkt ten nie jest obicktywny, gdyz zalezy od jednostek poszezegoinych
funkgji celu lub sposobu sprowadzenia funkcji celu do wielkosci bezwymia-
rowych. Informacje powyzsze utatwiaja projekiantowi wybdr rozwiazania.

Przy traktowaniu zagadniern optymalizacji jako etapu projektowania
umozliwiajacego racjonalny wybor koncepcji lub projektu wstepnego pro-
ponufemy jako rozwigzanie zagadnienia optymalizacji wielokryterialnej uwazaé
zespol nastepujacych wielkosci: i) zbiér kompromiséw, ii) rozwiazanic idealne
oraz iii) rozwigzanie preferowane czyli wektor funkcji celu " i odpowia-
dajacy im wektor zmiennych decyzyjnych x™; wielkoéci te moga by¢ okreslone
jednoznacznie, jezeli istnigja informacje o preferencjach; ‘w przeciwnym
razie rozwiazanie preferowane stanowia: najblizszy rozwigzania idealnego
punkt nalezacy do zbiorn - kompromiséw i odpowiadajacy mu wektor
zmiennych decyzyjnych, iv) wektor wrazliwosci rozwigzania na Zmiany
poszczegblnych funkeji celu 9F/8f;, i=1,2,..,k, w punkcie . przy czym
F oznacza funkej¢ opisujaca kryterium globalne oraz v) rozleglosé zbioru
kompromisdw, czyli wektor Afi= fi~fi% i=1,2, . k _

W przypadku zadan skomplikowanych znalezienie wyzej podanego pelnego
rozwigzania moze byé trudne i woéwczas mozna zrezygnowa¢ z niekiérych
jego clementow.

4. PRZYKLADY OPTYMALIZACIl WIELOKRYTERIALNE) KONSTRUKCIL

4.1. Zastosowanie funkcji uzytecznosci

SFORMULOWANIE zADANIA. Celem optymalizacji jest dobranie takich wy-
miarow przekroju dwuteowego belki z betonu sprezonego (rys. 1) i takich.
wiclkosci sily spreajacej i jej mimodrodu, aby objetosci betonu i stali
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Rys. 1. Przekroj dwutcowej beiki optymalizowane

sprezajace) byly minimalne. Rozpatrywane sy dwa skrajne (ekstremalne) stany
obcigzenia belki, ktore wywoluja momenty zginajace M, i M,.

Jako zmienne decyzyjne przyjeto: wysoko$¢ belki x;, szerokos¢ potek x,,
grubost polek xs, grubos¢ $rodnika x,, wielkod¢ sity sprezajacej xs oraz
mimos$rdd sily sprezajacej x. A wige wektor zmiennych decyzyjnych ma
postaé x" = {x;},i=1,2, .., 6. Zmienne decyzyjne musza spelnia¢ nastepujace
ograniczenia:

wytrzymalosciowe w dwoch stanach obciazenia [13]

X5 X5 Xe Xy M1ﬁ<5
A J 2 J 2 T

X5 | X5 Xe xl_.Mlﬂ>
AT 2y 7o

4.1 oy

( ) Xs Xs Xg X1 MZ X4
- -
A J 2 7 2 =07,
Xs  XsXg %y My x
D3 I8 L TR Gy
A. J 2 J 2

konstrukcyjne
s . . i
X1 % Xy, Xy £ Xz, X3 =Xz, XgF X4 Xg é-f-d

Powyzsze ograniczenia tworza obszzirfdopuszczalny Q.
Kryteria optymalizacji sa nastgpujace:

min A = 2.)C2 ._)C3+X4_ (x1 '—ZX3),

xefd xef2
(42) .

min §= x5.
xefd xef}

Z rozwazan przedstawionych w pracy [13] wynika, Ze zmienne decyzyjne
X1—X4 mozZna wyrazi¢ przez pole przekroju A i wiclkosci graniczne tych
zmiennych x(, X3, X3, X4, -a takze ze minimmum f{unkeji celu (4.2) wystepuje
przy X, =Xy, Xp = X3, X4 = Xq,.

] A_il X4 Xi
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Uwzgledniajac powyzsze zaleznosci uldad nierownoéci (4.1) mozna przed-
stawi¢ w postaci

4.3) B B i
Xs Xs (X1 \Xi, My Xy
AT T2 2Ty 27
X5  Xs X1 d E:_i\f{zwil_ _
A .1(2 )2 NS
przy czym

—_ — —_ — K 3
X, Xi (Xy X;—A)

=1 T2 (R, — %)

Nalezy zatem znalesé minimalne pole przekroju poprzecznego belki dwu-
teowej A i minimalng wiclko$¢ sily sprezajacej S, ktdre spelniaja ograni-
czenia (4.3). ‘

WYZNACZENIE ZBIORU KOMPROMISOW. Zbiorem kompromiséw jest odcinek
krzywej
M, X,
J 2

1105 A%
A J\2 2

zawarty migdzy punktami jej przecigcia z krzywymi [13]:

gy—

(4.4) Xs =

oraz

0—]"'77

D S w—
1 + 1 X4 X1
A J\2 2
WYBOR ROZWIAZANIA PREFEROWANEGO. Rozwiazanie preferowane okreslimy

korzystajac z funkcji uzytecznosci, ktéra przyjeto w nastegpujacej postaci

(4.5) F=A+kS, , '
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¢ , , . o
przy czym k = ci% jest wspdtczynnikiemn wagowym, okreslajacym stosunek
b

&

wartoéci stali sprezajace] do betonu. Przyjeto tu nastepujace oznaczenia:
¢, oznacza cene | m?® betonu, ¢, —ceng 1kg stali sprezajacei, y — cigzar
objetosciowy stali sprezajacej, a,— napre¢Zenia dopuszezalne w stali spreza-
jace.

W zaleznodéci od wartoSci wspdtczynnika k rozwigzanie preferowane
. znajduje si¢ w jednym z punktoOw naroznych zbioru kompromiséw lub
pomigdzy nimi w punkcie stycznodci zbioru kompromisow z warstwica
funkcji nZzytecznosci F = A-+kS == const.

Przykrap LiczBowY. Przyjeto nastgpujace dane liczbowe: momenty zgina-
jace M = 320 kNm, M, = 100 kNm, maksymalna wysoko$¢ belki X, = 0,70 m,
maksymalng szeroko$¢ pdtki x, = 0,40 m, mimimalne grubosci pdlek x; =
== 0,10 m, minimalna grubo$¢ $rodnika x, = 0,08 m, minimalng odleglod¢
¢rodka ciezkosci kabli sprezajacych od spodu belki d = 0,07 m, naprezenia
dopuszczalne w betonie &, = ¢, 000KN/m* i o, =g, = —500 kN/m?,
k = 0,000054 m?/kN. '

Rozwigzanie jest nastgpujace (rys. 2)
i} Wspolrzedne punktéw naroznych zbioru kompromisow:
punkt 1: A =0,13286m? § = 750,00 kN;

punkt 2: 4 =0,13797 m?*  §=65520kN.

Sk

750,00 |-

700,600
69045 | -

555,20 -
650,00 |—

L 1 : 1 ] I o
a ' gr00 01329 01360 01380 Afm?]

Rys. 2, Zbiér kompromisdbw w przestrzeni celow (A, §)
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i) Rozwiazanie idealne
punkt 3:  AY=10,13286 m?,  §¥ = 65520 kN.
ill) Rozwiazanie preferowane -
punkt 4: A" =0,13600 m2, S — 690,45 kN.
Odpowiadaja mu nastepujace wartosci zmienne decyzyjnych:
X = (0,70 m, XY =040m, x¥=0125 m, x% =008 m,
XK = 690,45 kKN, x% = 0,28 m.

1v) Wektor wrazliwosci rozwiazania preferowanego na zmiany poszczegéi-
nych funkgji celu

oF oF
I S .
i , S 0,000054

v) Rozleglodé zbioru kompromisow

44 =0,00511 m*, A4S =948 kKN.

4.2. Zastosowanie funkcji metrycznej

SFORMULOWANIE ZADANIA. Zadanie polega na wyznaczeniu takich prze-
krojow pretéow kratownicy izostatycznej pokazanej na rys. 3, aby jej objetosé
i przemieszczenie punktu B byly minimalne. Wektor zmiennych decyzyjnych
xT={x},i=1,2,., 7, x; oznaczaja pola przekrojow poprzecznych pretow
kratownicy. ' '

Rys. 3. Schemat kratownicy izostatycznej

Zmienne decyzyjne musza nalezeé¢ do obszaru rozwigzan dopuszczalnych
2 okreslonego przez ograniczenia wytrzymalosciowe i konstrukcyjne, tzn,

Q=Ixlo <o, <Fx <%, i=1,2, .7,
e
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przy czym g; 6 oznaczaja odpowiednio naprezenia dopuszezalne na éciskanie

1 rozciagante oraz o; = N/x;. :
Kryteria optymalizacji kratownicy sq nastepujace:

7
min ¥V = Z x L,

xef i=1
. 9 (NP
migon= 3 W(EH)‘

Sity w pretach kratownicy wywotane dzialaniem obcigzenia P sa naste-
pujace: )

5 5
N1=N7——?P, N3:N53‘§P,
3 3
N2=N5=€P, N4W_TP

Zagadnienie optymalizacji rozwiazano metoda programowania dynamicz-
nego {1, 2]. Schemat postgpowania przedstawiono na Tys. 4.

Etaps ——__ ]
by, Tvg by, TP r T , Efap’ihliii
|
S5=4 | S, ' l ' b
Bl g s Leat RN N
i I
) I
TA4 TAg { TAQ II |A1 ! |
i SO |
S N |

Rys. 4. Schemat zasady programowania dynamicznego

Objetos¢ kratownicy mozna wyrazié w postaci

V= 211X1 +2[2 X2+213 X3+l4 X4,

|4
V2
- Y3 ,
v

gdzie ¥, i=1,2,3,4 s3 suma objetosci kolejnych segmentdw kratownicy;
ze wzgledu na symetri¢ wystepuja tylko pola przekrojow x,-—x,.
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Przemieszczenie punktu B mozpa wyrazi¢ w postaci

t P(ZS b, 9L 250 14),

=S =G\ T x 2 2 ks ke
53

gdzie s;, i=2, 3, 4, 5 s3 suma przemieszczenn punkiu B wywolanych ou—
ksztatceniami kole]nych segmentOw kratownicy.

W etapie pierwszym rozpatrzono segment kratownicy (rys. 4), tzn. prety
11 7, poszukujac

I?1 (s2) = min [21; x¢ (s2)],

x1
przy zachowaniu ograniczenia

25 Pl
H Exl = 2

gdzic s, jest nie znanym na razie przemieszczeniem punktu B wywolanym
odksztalceniem pretow 11 7.
W wyniku rozwigzania tego etapu otrzymujemy

. 25 Pl . . 25 PH
X1 =5 = 1 1= o=
64 ESz 2 ES;

W drugim etapie rozpatrujemy dwa segmenty kratownicy (rys. 4} i po-
szukujemy

A CSES ﬂ'}ciln 21y xy (5204213 x; (s3)],

przy zachowaniu ograniczenia

9 PL

(46) Sy = Sz+64 Exz

gdzie s; jest micznanym na razie przemjeszczeﬂiem punktu B wywolanym
odksztalceniem pretéw 11 7 oraz 2 1 6.
Zgodnie z zasada optymalnoéci BELLMANA [2] mamy jednak

25 PP

2l X (s2) = ﬁ?&’
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czyh
25 Pi3
Ty (s3) = mm [32 s, 4215 ‘Cg:l

Z zaleznosci {4.6) moina wyznaczy¢

LS Ph
8z = 33“8*4 Ex,’
zatem ’
- . 125 Pi 1
Vg (53) = frillll 3’5 E g g Plz ‘{"2!2 X2
7 64 Fx,

Z warunku 8V,/0x, = 0 otrzymujemy

. 3 P SLE3, o 1P (B3

CGE 5 0 TRE 5
Nast@pnie rozpatrujemy trzy segmenty krafownicy 1 znajdujemy
 Visa) = min [V 4215 %3 (s4)]
przy zachowaniu ograniczenia

25 Pl
Sa = St e Ty

469

54 jest przemieszczeniem punktu B wywolanym odksztaiceniem pretow 11 7,

2i6oraz3is
E’odstawmjac zgodpie z zasady optymalnmm

~ 1 P (51,+3[)

2= ﬁE 53 s

mamy
. 1 P (5L+3
I/ (5'4) min 3“2“ -E (712—;*%“'%‘ 2!3 Xy
x3 . 3
%4 64 _EX3

Z warunku 8Vs/dx; =0 otrzymujemy

- 5 P 5[1“"_3{94 5’3
X3 = 6_ e e

s

S4

E
- 1 P (51 +31,+ 5;)°
3T I3E ‘

84
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W nastepnym etapie rozpatrujemy cafa kratownicg i znajdujemy

Va (s5) = n;in [Vs+ 1y Xa (5] =

P s34y
—MM N E 9 Pl la x4
733 Fx,

Z warunku 8¥,/0x, = 0 mamy

3 P ShA3L+ 543l
xéfﬁE_ 5 .

Minimalna objeto$é catej kratownicy wynosi

. 1 P (51, 431,+513-+31,)°
V'_‘ I/ﬂl:ﬁf 55 s

i zalezy od ugiecia w punkcic B, gdyz s5 = dg.
Najmniejsza dopuszczalna objetoéé kratownicy V mozna wyznaczy¢ z wa-
runku nieprzekroczenia naprezef dopuszezalnych w pretach kratownicy, tzn.

przyjmujac ograniczenia naprezeniowe w postaci réwnosci. Warunek ten
ma postac

5P 3p 5P irp
K3 T

V>211? +2l7_8_+2l38 (_T—H A = V.

Nalezy jednak zauwazyé, Ze jest to wazne tylko w przypadku kratownic
izostatycznych.

Najwieksza dopuszczalng, obigtosc kratowmcy ¥ wyznaczymy z warunkow
konstrukcyjnach, przyjmujac x; = X; = X

V<@L 2L+2+ ) x= V.
Odcinek krzywej

1 P (5l +30,+ 513 +30L)

“7) T3E g ’

w ukladzie wspoirzednych (¥, 85) zawarty miedzy V a V jest krzywa kom-
promisow.

Poniewaz nic ma zadnych preferencji dotyczacych funkcji celu Vi 6y
przeto rozwigzanie wyznaczono na podstawie funkcji metrycznej [12] wyra-
zajacej najmniejsza odleglo$¢ zbioru kompromiséw od punktu idealnego.
Rozpatrzono trzy przypadki funkcji metrycznej.

Przyrapek 1. Funkcje metryczng przyjeto w postaci wymiarowej

(48) FO = JV— VA p (65— 0o, p=1m,
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Punkt idealny ma Wspc’)lrzgdne nast¢pujace:
; [ l [ [
L T (5—‘+3—2+5 243t

1 P (51,4313 + 503+ 31,)*
32E Q2 +20,+2+1)

Podstawiajac ¥V i 69 do wzoru (4.8) oraz uwzgledniajac warunek
przynaleznoséci rozwigzamia do zbicru kompromiséw (4.7) otrzymujemy

) ll lz AR
F& = V——P —|-3 _+j? +

P\’ 1 1 2
2 4 .
T (32E> (a4 3b4 5l 3Le) [V i(211+212+213+£4)]

Z warunku 8F@/8V =0 znajdujemy réwnanic

5 =

@9 v —4P( Lyl 12 sff'-+% I"’)

o 1 PN (Sli+3l 45l 435"
BE) T 2L+201 )

1 P
(-35‘) (51, F 33+ 51 +30,)* =0

z ktérego numerycznie wyznaczamy V < VP < V.

PrzyPADEK 2. Przyjmujac funkcje metryczna w postaci bezwymiarowe;

' V— Vid 2 5 5n:1 2
(2) _ . B
(4.10) F \/ ( 7 ) +( 5 ) ,

po wprowadzeniu oznaczen

V _ 63 B _ y

-V—"s I? = '5;3 - V ’

otrzymano pastepujace roéwnanie pozwalajace na wyznaczenie 9.
(4.11) | 94— Y+ 29— =0

PrzyraDEK 3. Przyjmujac funkcje metryczna w postaci bezwymiarowej

: A N3 TEAN?
(4.12) F = \/(V_I7V_) +(5_B_l§_g_) R

po wprowadzeniu oznaczen
' gs L P
ST YTRE

3=

3=

< <

(51,431, 4 5134 3L,)%,
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152
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41720 =
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Rys. 5. Zbior kompromisow w przestrzeni celow (5, V)

i P ) i
e an3 g3 g5 10 1)=6/8p

“Rys. 6. Zbior kompromiséw w przestrzeni celow {(n, 9)
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Rys. 7. Zbidr kompromisdw w przestrzeni celow (£, 8)

Przypadek 1

| @

-

10 Odleglost od punktu

®
]

100 | Przypadek 2

gew ‘
@ @ @
g o . -
G664 .. 13%
Odlegtost od punkte @
2
A Przypadek 3
080 - S
060 k-
G40 -
G20 —
@
‘%o 95 10 =
' - "Odlegtosé od punkiy @
Rys. 8. Wykresy funkeji metrycznych F'% wzdiuz zbioréw kompromisow

[474]
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ofrzymano nastepujace rownanie pozwalajace na wyznaczenie 9°:

Gt2

(4.13) S A A L 9 2 =0.

lz

PrzyKtAD LICZBOWY. Przyjeto nastepujace dane liczbowe: site P = 2000 kN,
modul Younga E = 200 kN/mm?, naprezenie dopuszczalne @ = ¢ = 250 MPa,
dlugodci pretow: Iy =l =5 =1, = 500 m, I, =14 =1=600m, maksymalne
pole przekroju prgta x = 40000 mm?

Trzy przypadki rozwiazania zadama optymalizacji kratownic przedsta-
wiono w tablicy 1 i na rys. 5-7. Ilustruja one zaleino$¢ rozwigzania
preferowanego od postaci funkcji metrycznej. Na rys. 8 podano wykresy
zmiennosci funkcji metrycznej F' wzdhuz zbioru kompromisdw.

Zbi6r kompromiséw, jego punkty koficowe i rozlegloéé oraz rozwiazanie
idealne nic zaleza od postaci funkcji metrycznej. Natomiast rozwiazanie
preferowane i wektor wrazliwosci zaleza od niej w sposéb istotny.

Ograniczenie zbioru kompromiséw wynikaja z jednej strony z przyjecia
wartosct naprezen dopuszezalnych w pretach kratownicy (punkt koficowy 2),
a z druglej strony z przyjecia maksymalnych pél przekrojow tych pretdw
(punkt konicowy 1). W przypadku uwzglednienia ograniczenia przemicszczen
punkt korcowy 2 zbioru kompromiséw mogiby ulec przesunieciu, gdyby
warto$¢ dozwolona prrzemieszczenia &z byla mniejsza niz 8 wynikajaca
z ograniczenia naprezen. Konsekwencia tego bylaby zmiana punktu idealnego
1 pozostalych elementéw rozwigzania.

5. WnNioskl

Na podstawie analizy przeprowadzonej w pracy mozna sformutowac
nastgpujace stwierdzenia,

i) Optymalizacja wielokryterialna pozwala na kompromisowe spelnienie
kilku kryteriéw konfliktowych,

ii) Zaletg op‘fymallzacp wielokryterialnej jest uzyskanie znacznie bogatszej
informacji o rozwigzaniu zagadnienia niz na podstawie optymalizacji jedno-
kryteriainej.

iii) Ostateczny wybor rozwigzania dokonywany jest na podstaww pre-
ferencji odnosnie rozpatrywanych kryteriéw; w przypadku braku preferenciji
whasciwym wydaje sie by¢ kryterium funkcji metrycznej, ktore minimalizuje
odleglos¢ miedzy rozwiazaniem idealnym (najczesciej medopuszczalnym)
a zbiorem rozwigzan kompromisowych.

1v) Zbior kompromiséw jest pojeciem obiektywnym, natomiast rozwiazanie
preferowane zalezy od postaci kryterium globalnego. W przypadku kryterium
fankeji metrycznej zalezy ono rowniez od sposobu ubezwymiarowienia |
poszczegblnych funkcji celu.
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DODATEK. NIEKTORE SPOSOBY WYBORU ROZWIAZAN PREFEROWANYCH

Metoda funkcji metrycznej

Metoda funkcji metrycznej mozemy znaleZé minimum wektorowe] funkcji
celu

min f {x},
X

gdzie Q@ = {xeR"|b(x)=0. g{x} <0} Jest obszarem rozwigzan dopuszczal-
nych,

Rozwiazujac to ngadmeme znajdujemy najpierw rozwiazanie idealne
spelniajace warunck minimum kazdej funkgji celu f;(x) rozpatrywanej mnie-
zaleznie od pozostalych, tzn.

[ =minf;, j=1.2,..k

yLl)

Nastepnie formulujemy funkcje metryezna [12] wyrazajaca ,.odleglosc” po-
miedzy zbiorem kompromiséow i punktem idealoym i wyznaczamy jej mini-
mum. Funkcja metryczna ma postac:

(1) F@® = {ZIL —fHpve 1< p< w.

Rozwigzanie zalely w sposob istotny od parametru p. Funkcja metrycznd
przybiera nastgpujaca postac w przypadku: :

k

p=1: Fl= Z Ji )=,

J':

p=2  FP={Y LHG-fT

J=1

p— w: F‘“’”=Jmax 15 00-£".

Jezeli poszczegdlne funkcje f; (x} maja roine wymiary mnozymy j¢ przez
wspolczynniki g; réwne jednosci, a majace taki wymiar, aby funkcje
#; f; (x) byly bezwymiarowe. Rozwiazanie preferowane zaleine jest jednak
od jednostek funkcji f; (x).

Funkcje metryczng mozna réwniez sprowadzi¢ do postaci bezwymlalo—
wej w nastepujacy sposéb [12]:

| o ; .'d p) Up,
i

Nalezy jednak zwrocié nwage na to, ze w puypadku kryterinm (1)
i p=2 odleglosc mlgdzy punktami okreslonymi w przestrzeni celu. przez
wektory fi i fi¢ jest minimalna, czyli ff oznacza najblizszy rozwigzania
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idealnego punkt naleZacy do zbioru kompromiséw. W przypadku kryterium
(2} 1 p=2 rozwigzavie f nie jest punkiem najblizszym rozwigzania
idecalnego.

Rozwiazanie preferowane (2) zalezy od sposobu znormalizowania funkcii
celu f;(x). W pracy Koskieco [12] zaproponowano wprowadzenie bez-
wymiarowego wektora funkcji celu :

T = {0, 2 ®); ... i %)},
ktorego skladowe maja postaé:

0= SO0 min £, ()

max f; (x)—min f; (x)

W ten sposéb wartosci kazdej znormalizowanej funkcji celu zmicniaja sie
w przedziale (0, 1). Natomiast funkcje metryczna — minimum w~odlegloscet”
pomigdzy zbiorem kompromisdéw i rozwiazaniem idealnym — mozna napisaé
w postaci

min F? (f(x),0).

fef {0}

Metoda funkcji uZytecznodei

Przy zastosowaniu tej metody rzagadnienie Optymahzacp wielokryterialnej
formutowane jest w sposdb nastgpujacy: znaleZé minimum. funkcji

1?61!1;1 U(fufz, sy ﬁf)s

gdzie Q = {xeR"h(x)=0,g(x) <0} jest obszarem rozwigzan dopuszczal-
- nych. '

- Funkcia U (f1,f2, ., fi) nazywana jest funkcja uzyteczno$ci. Musi byé
ona okreslona na podstawie analizy celéw, ktorym ma stuzyé rozwigzanic
zagadnienia optymalizacji. Okresienie tej funkcji moze by¢ w wielu przy-
padkach trudne, Zagadmcmem tym zajmowali si¢ migdzy innymi FARGUHAR
[5], FisuBurN [6] i Huser [7].

Rozwigzaniem zagadnienia jest punki stycznoscl zbiorn kompmmlsow
1 krzywych uvZytecznosei (warstwic funkcji U).

Funkcja uzytecznosci moze mie¢ rozna postaé. Najczelciej cechuje ja
addytywnos¢ i rozdzielno$¢ wzgledem funkcji celow, czyli

U(fxafzs-‘ j;r) U1(f1)+U2(f2)+ + Uy (i)

W szczegOlnym przypadku- moga by¢ okreslone wspoiczynmkl wskazujace |
hierarchie waznosci poszczegolnych funkcji celn, wowczas -
i

U(flsz:" ﬁc) ijf:i
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Moga rowniez wystgpowaé inne postaci funkcji uZytecznosei, np.
k
U (fisfas =11 U; ().
J=1

Zaletg tej. metody jest jej prostota i sprowadzénie zagadnienia optyma-
lizacji wielokryterialnej do optymalizacji z jedna funkcia celu. Podstawowa
trudno$¢ stanowi natomiast okreslenie funkcji uzytecznosci.

Metoda ograniczonych funkcji celu

Metoda ta moie by¢ zastosowana, gdy mozliwe jest okreslenic maksy-
malnych wartodci, jakie musza by¢ osiggnigte przez poszczegolne funkcje
celu. Gdy jest to mozliwe, zagadmeme optymahzacp wielokryterialnej moze
by¢ sformulowane w sposob nast@pumcy znalez¢ minimum r-tej funkc]l celu

min f, (x),
xef2

gdzie @ = {xeR"h(x)=0,g(x) <O, <fj(x)<u;, j=1,2,...k j#r}
Zasadnicza trudnoscia przy stosowaniu tej metody jest okreslenic dolnych
t gornych ograniczef: [; i u; ktére zapewnilyby zarowno zadawalajace
spelnienie poszczegdlnych celéw jak i istnienie nie pustego obszaru celu.
Ponadto konieczna jest decyzja, ktorq 7 funkql celu wybrac przy rozwm-

zywaniu zadania jako kryterium.

Metoda leksykograficzna

Metoda ta wymaga uszeregowania skladowych wektora funkcii. celu
wedlug waznoéci. Rozwigzaniem preferowanym w tej metodzie jest rozwia-
zanie, ktore minimalizuje funkcje celu poczynajac od najwazme]szej do coraz
to mniej waznych, : :

Jezeli wskaznild od 1t do k wskazu]a hlerarchlg waznosci, to zagadmeme_
optymalizacji mozna sformulowad nastepujaco: znalezé T

mm fi (x)

gdzie Q= {xeR"h(x)=0, gx) <0} Rozw:azamem tego zagadmema ‘jest
2ifi=hd.

Jezeli rozwigzanie to jest Jednoznaczne to X jest uwazane za rozwiazanie
preferowane zagadnienia pierwotnego. W przeclwnym razie moze by¢ rozwia-
zane zagadnienie drugie: zZnalezé : S

minfz (x)':
XeQ .
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przy spelnieniu dodatkowego ograniczenia
Ji(x) = fi~
Jezeli rozwigzanie to jest jednoznaczne, to jest ono rozwiazaniem pre-

ferowanym zagadnienia pierwotnego. W przeciwnym razie postepujemy po-
dobnie jak wyZej i znajdujemy

!_p;gf,- (x),
przy spelnieniu dodatkowych ograniczen

fix)=f* 1=1,2,.,j-1

Procedura koficzy si¢ z chwilg otrzymania rozwiazania jednoznacznego.
Funkcje celu o nizszej waznoséci sa pomijane.

Metoda programowania celdw

Przy zastosowaniu tej metody niezbedne jest okreSlenie wartodci, jakie
powinny osiaga¢ poszczegélne funkcje celu. Rozwiazaniem preferowanym
jest to rezwinzanie, kiore minimalizuje odchylki od przyjetych wartosci
funkcji cely, c7y11 poszuku;emy

mig[z (7 +d; ¥ p=1,
xe@ TiTy

przy czym @ = {xeR"h(x) =0, g(x) <0, f;X)+dj —d} =b,, j=1,2, ., k
di, di 20, dj djf =0} gdzie b, j=1,2,.,k sa ustalonymi pozadanymi
wartosciami funkcp celow, a d; 1Edf 84 odchyikami ujemnymi i dodatnimi
od tvch wartosc; ) '
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PEsoME

3ATAYA MHOTOKPUTEPMAJIBHOW OTITUMW3IALIMM UHXXEHEPCKWX
KOHCTPYKLIUHI

B paboTe obcyxacHst eny ¥ 3aa9H ONTHMHU3AIMH KOHRCTPYKIMIA, UPCACTABCHE! TACTHHELE
H TT0DANbHBE KPHTEPHS ONTHME3ANAH, 2 TAKKC CGOPMYAHPOBARE! 3a0a4H ONHO- H MHOTOKDH-
Tepuanpoi onTuMmsanmn. OOpaleHO BHHMAHIE HA CYLCCTBOBAHAE fBYX FPYIN 32149 MHOTO-
KPUTEPUATBHON ONTHMUIALEY, TAKHX, KOTOPHE MOI'YT OHITh CBSOSHH K OAROH WM HECKOILKHM
3afavaM ONHOKPHTEPHANbHOHN (CKAlMApHOH) ONTHMH3AIHM M TAKHX, KOTODPHE HE MOTYT ORITh
CBe/IEHEI K Cxansproli onTumpzamey, Ilpennoxena cucTeMa BENINYHH, KOTOPYIO CHEAYT CIMTATH
pelueHHeM MHOFOKPUTEpRANbHOH 3a[aYH OHTHMH3ZIMH KOHCTPYKuUMH B o6omMX cay4asx.
Ob6eyxien Bonpoc oBBLEKTUBHOCTH PeIleHAN MHOTOKpRTEpHANhHOH onTHMM3ami. PaccyxaeHs!
HIAOCTPHPOBAHEl IPUMEPAMH OHTHMH3AHUH CONPMKeHHOH Gankn w diepmsl, B npusoxeHuy
NPRBEREHH M30DAHHBIE METOMB HAXOKICHHA ONTHMHAMPOBAHHEIX pelHeHHit.

SuMMARY

PROBLEMS OF MULTI-CRITERION OPTIMIZATION
OF ENGINEERING STRUCTURES

The aims of structural optimization are discussed, the optimization criteria are presented,
single - and multi-criterion opfimization problems are formulated. The optimization problems
may be divided into two groups: some of them may be reduced to a single or several
single criterion (scalar) optimization, and anothers cannot be reduced to scalar optimization
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The set of magnitudes is established which should be considered as a solution of the
multi-criterion optimization problem in both the cases mentioned above. Problem of objec-
tivity of the solutions is discussed. The theory is illustrated by two examples concerning
a presiressed beam and a truss. Selected methods of determination of preferable solutions
are given in the Appendix.

POLSKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 19 sierpnia 1985 r.





