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DRGANIA PLYTY O SREDNIEJ GRUBOSCI
POD OBCIAZENIEM RUCHOMYM

WACLAW SZCZESNIAK (WARSZAWA)

W pracy analizowano zagadnienic dynamiczne piyty o éredniej gruboici Ruchome
obciazenie przesawa sig z¢ stala predkoécia.  Problem doprowadzono do dwu rownan
rozniczkowyeh, ktore rozwigzywano metoda analityczna. Wyznaczono rowniez trzy czgstoscl
drgaf swobodnych i trzy predkodci krytyczne obeigZenia. Rozwiazanie zilustrowano 'dynamicz-
nymi liniami wplywu dla ugigcia i momentu Zginajacego wykorzystujac w tym  celu
odpowiedni program na minicomputer Oric-1.

1. WsTEP

Drgania p%yty o sredniej gruboéci wymuszone przesuwajacym si¢ obcigze-
niem staly sig¢ w ostatnich latach przedmlotem badafh wielu autoréw
w réinych oérodkach naukowych. Opierajac si¢ na zaloZeniach teorii -
MiNDLINA [1§ 2] JanansHaHi i MownzeL [3] podali rozwiazanie dla
pasma plytowego podpartego przegubowo wzdtuz linii bocznych: ADLER
i ReEisMaNN [4] i [5] stosujac tq sama teori¢ — przy dowolnym obcigzeniu
prostopadtym do osi pasma i przesuwajacym si¢ wzdtuz podiluznej osi
pasma — rozwigzali problem przy uzyciu nieskoriczonej catki Fouriera.
Dodatkowo w pracy [5] uwzgledniono wplyw duzej sity osiowej Sciskajacej.
Ostatnio SHIRAKAWA [6], przyjmujac rownania wyjéciowe teorii AMBARCUMIANA
[8], podal rozwigzanie dla plyty prostokatnej przegubowo podpartej. W roz-
wiazaniu [6] stosuje si¢ skofczona transformacje Fouriera, otrzymujac
rownanie rozZniczkowe szostege rzedu na nieznang funkcje ruchu. Inna
drogg rozwigzania przyjmuje ten sam Autor w pracy [7]. Na plyte $redniej
grubosm dziala dodatkowo obdazenie §ciskajace w plaszczyzme plyty. Uklad
rownan teorii Ambarcumiana sprowadzono do dwu réwnan rézniczkowych
odpowiednio czwartego 1 drugiego rzedu. Rozwigzanie w postaci podwojnego
szeregu Fouriera podane jest dla przypadku predkosci obcigzeh mniejszych
jak i réwnych predkosci krytycznej. Obie pozycje Shirakawy sa ilustrowane
licznymi dynamicznymi lintami wplywu przemieszczen i sit wewngtrznych.
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W ninicjszej pracy podamy rozwigzanie dla prostokatnej ptyty, jednorodnej
i izotropowej stosujac teori¢ [9] modyfikujac ja jednak przez wykorzystanie
pracy [8]. Obciazenie tylko pionowe w postaci sily skupionej (bez masy)
przesuwa si¢ ze staly predkoscia. Wielko§¢ sily skupionej jest ustalona.
Wprowadzajac trzy nicznane funkcje w, X, Xy, W wyniku zaloienia u, =w,
otrzymano dynamiczny ukiad réownan rézniczkowych czastkowych zblizony
do teorii Ambarcumiana. Funkcje y,,y,, okreslaja sily poprzeczne na
powicrzchni plyty. Naprezenia styczme mozemy okreslic zaktadajac ich
paraboliczny rozklad na grubosci plyty

Txz E 2 kz Xx
o tsat (=) {x}-

Odpowiednie jednostkowe odksztalcenia postaciowe wyrazimy wzorami

o Ouy, + ou,
_ —t— ‘ _ 2
(12) {'sz} == 62 ax = —lm {sz} pad 1 (ZZ - —h ) {Xx} e
Vyz du,  Bu, G (%) L—v 4 Xy

oz dy

W pracy uwzglgdniamy wplyw napreZenia o,. Zakladamy, ze obciazenie
znajduje si¢ na goérnej powierzchni plyty. Naprezema o, sa takie same jak
w klasycznej teorii plyt cienkich Kirchhoffa-Lovea:

| | .
I 2(1 3h+4h)

Wykorzystujac trzecie rownanie dynamicznej teorii sprezystosci

Oty | Oy | ds,  u,
ox dy 0z e

(14

otrzymamy w wyniku podstawieﬁia (L.1) i (14) i po scalkowaniu na
obszarze grubosci plyty : :

R T

Réwnania fizyczne liniowej teorii sprezystosci zapiszemy w postaci mieszanej -

_ea-m v
£, =0, E (l—V) . 1_Tv==(8x+8y)9

-vl_ (sx +.vay)‘,

e - o= 'rrz-l'—‘ld_
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E
{52 (e, +vey).

Zalozenie Ambarcumiana odnoénie do przemieszczen u, i w jest nastgpu-
jace: ‘
. ou, . ow .
=W Tax T ox’ B _ &
" Katy odksztalcenia postaciowego wyznaczone z zaleznoéci geometrycznych
s3 nastgpujace: _

an

18 J Oy Ow O Ow
(1.8) Yz = 5 T Vyzf oz oy
Po pordéwnaniu (1.2) i ('1.8) oraz wykorzystaniu (1.7) otrzymamy

" w | |

A 3 2 :

(1.9) S L T ! (%—— Eg——) {x"} :

" owl 77 _ Wy

¥ dy :

Réwnania (1.9} mozna napisaé inaczej:

HiL

Z zh

ll’(:.") i 3

'_—V

(1.10)

et

gdzie
L

4

Z rownan (1 9) wymka Ze przemleszczema U, i uy, 83 funkq]aml X, ¥, 2
i zmlemaja si¢ nieliniowo” wzdhuz grubosc1 plyty Wykorzystu]ac Q. 10)
podstawowe skiadowe naprezen wyrammy wzoraini

1 v
+{1}1—_; %

| | ) '.@2.'1& Y o ,
s e | |, w |,
@y 1= 3 1o, ‘, e 1+
: - : 1 w 3 Fw 0%y
Yy a'y'z“ axZ 1. 2y + Bx




(L11)
fed)

Txy
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__E vy Fw v x,: 6xy
2(1+v) oxoy @ 6x '

Sity wewnetrzne w plycie sa okreslone nastgpujaco:

(1.12)

gdzie |

(1.13)

M,

M

M,, =

Fw  Pw ‘ o dy
_ - . : hx )
B = aadr - NR S e IR
J 1=y 5
*w +v 8w Oy +v O |
ar T e dy . x|

dy

0% w W {9y, Oy,
”D““"’*a;ra;“’iﬁ“( oy " ax)’

2. ROWNANIA ROWNOWAGI DYNAMICZNEJ PROBLEMU. DRGANIA SWOBODNE

Zgodnie z Rys. 1, trzy réwnania réwnowagi dynamicznej .plyty maja

postad

00, , %0, 0w
x4 5oy _on ST 4q=0,
ax T ay o +4

| n./] X /I £
Z * .. K z ¥~ —K
y /‘ T, / y iy f [0 /

(M ) dy

i zdz}dxd,
(ax+ dx) dy (pfti 9‘

fi Qy*

(My g q Oty 3t

_n W
dﬂ——ph atz dxdy (o ih, zdlz)dxdy

* )
W dg)on -{M”’+_ oy I

Rys. 1. Réwnowaga dynamiczna elementu plyty
' .




DRGANIA PLYTY O SREDNIE} GRUBOSCI POD OBCIAZENIEM RUCHOMYM 4t

i)

Z
M, oM
)1 . - _ " —0
2.1) = + 5 0.—p fuxzdz 0,
_h
' Z
B
2
oM,, oM ..
) . .
-z

Wykorzystujac wzory (1.9) i (1.12), réwnania (2.1) po -prostych przeksztalce-
miach redukujemy do dwdch réwnan rézniczkowych
oh *w  oh*(17-5v) @*

4 £ 2
VWt @ TTeb =y ar v W

*ht  P*w g v(2—v)h2

oh° 8t q

' P S L 2
Y177 (Bt R il N 1V X R AR A7y cr e e
2 __lg — ah = '
V- b epao v =0 ®
fub A |
2 ) 10 oh® ..
fst (1-v) (V dl_? l,b)—Tj““ ¥ =0,
gdzie
) P
V= T

Rownania (2.2) daja sie bez klopotu zredukowaé do przypadku statycznego
1 sa takie same, jak w pracy Remssnera [10]. Funkcje y.,x,,¢.w i g
sa ze sobg zwigzane:

fr g ¢h aw
—=v2xx+m(——+g—2 :
(2.3) dy ay D D &
W _ o, 3 (q oh Pw
ax - TV bt (D D o )

Przy zalozeniu, ze q=0, rownania- (2.2) okreflaja drgania swobodne.
Zakladajac, Ze ruch jest harmoniczny niettumiony na funkcje w i Y znajdziemy

™ Wspétezynnik 17—5v ulega zmianie na 17—6v jesti napregfenia 6 wyznaczymy
z rownama (1.4).
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nastgpujace wzory:

wix, y, 1) = Y'Y Ay,.sina, xsina, ycosw,, ,t,
m R

24) ,
Yx,y,t)= ZZBm.n COS Oy, X COS &, ¥ COS 0, £,
mon
gdzie
am=£1—n-, oc,,=£t—, mn=1,3,5,..
a b :

Wprowadzajac wielkodci bezwymiarowe

b=t pe R = R e, 2, =
| =TtV Tm=0mh®, yi=oalk’
oraz '
2 p? F L Y2, ¢
w:«"r":xz(ﬂ_'__“"m) v (m?+ 12 n?) = o, Cp
: @ b )N ek a ./12 h/12

‘gdzie ol | oznacza czestosé kotowa plyty prostokatnej wedtug teorii ktasycznej,
a ¢, i ¢, oznaczaja predkosei fali w plycie [1 1 2], znajdziemy

E , G 2
(25} Cﬁ = m, £y = Lé—, Cp= Cs.
Po podstawieniu (2.4) do (2.2) otrzymamy trzy czestosci drgaf swobodnych
plyty o srednigj grubosci:

1

6) ¢, 3) _ % P2 }7
26) | W h\/_{ (s PR Q)
en . 0@, = —57__T6(1—v) (10+y2, )]2.

m,n h \/ﬁ

W rownaniu (2.6) P, ., i Q, , maja nastepujace znaczenie:
28)  Pn,=60 1—v)+(17—5 12,  Omn= 42, [15 (1—v)]2.

Wzor (2.6) jest zwigzany z réwnaniem: (2.2),, a wzér (2.7) z réwnaniem
(2.2),. Warto zwréci¢ uwage, ze czgsto§é P, okrefla drgania, dla ktdérych
w = 0. Miedzy czgstodciami o'V, o, 0¥ zachod21 relacga 2i 11]

o)), < w(z’ < wl,.

{
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W pracy autora [9] analizowano przebiegi pierwszej i trzeciej czestosci
jako funkgji réznych parametréw. geometryczaych i materiatowych dla plyty -~
kwadratowej. :

3. DRGANIA PLYTY POD OBCIAZENIEM RUCHOMYM

Obcigzenie sita skupiona, przesuwajaca si¢ rownolegle do osi y ze staly
predkoscia v moZemy okresli¢ wykorzystujac pseudofunkcje Diraca, nastepnie
mozna je rozlozy¢ w szereg podwojny: :

q(x,y,t)=P5 (x—vt) 50’_}’0) = Z Z.f;n,n(t) Sii’“xm-)CSin Gy ¥,

4P _ |
Jun ) = —p SR vt 8in o, v, - 2)
4P - . , . .
3.1) Vig(x,y,t)=~— 5 2 Y. (o +a?) sin o, vt sin «, y, sin a,, x sin o,y
m o n :
?q(x,y,t) 4pPy? L .
P =-— 2. % 0 8i o, of sin a, yo sin o, x sin o, y.
m n '

Zakladajac, Ze obciaZenie stanowi uklad sit rozlozony w sposéb ciagly
na malym odcinku lub powierzchni, albo e porusza si¢ pod katem
w stosunku do osi y —nie sprawia zadnych klopotéw w formalnym
zapisie (3.1). Podstawienie (3.1) do (2.2) oraz przyjecie, ze ugiecie '

(3.2) w,p,00=Y ¥ T, ,(Osina, xsing,y
spelniajace warunk;j ‘brzegowe x=0ix=a, M,=0,.w=0, X=0,u,:=0
oraz przy y=01ipy=b, M, =0, w=0, 3, =0, u, =0, gdzie T, ,(t) jest

nieznang funkcja czasu, doprowadza do réwnania rézniczkowego, nicjedno-
rodnego, zwyczajnego czwartego rzgdu na nieznang funkeje T, , ():

33) T, (t)#i”i(—ci.) 7, 424 (C” ”""")4' Ty (6} =

12 h ' i2 h
__2rF fe2 110 (1 — 2 V2 521 ein :
= i ab & L0 I—v)+y75,, C—v1—292 v*} sin «,, vt sin o, y,.
Zakladajac interesujace nas rozwiazanie szczegOlne w postaci
. (34 Lnw@®)=Ci pusina, st+C, . , cosa, of,
@ W przypadku obcigzenia rozlozonego rownomiernie na calym prostokacie 2c x 24
' 4P . mmc sin nwd i PR nmy '
- ) sin

- sin
n? mned a b a b
Ugiecie piyty nie ma osobliwoécl w zadnym punkcie

wspdlezynnik rozwiniecia fm, n =

A P=4ql'_'d.j
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obliczymy stale Cy.,, , i C; .. podstawiajac (34) do (3.3) i .poréwnujac
odpowicdnie wspdlczynniki: = -

24Ph 2 [10 (1—-v)+ym,. (2= )] — 2y p?
eab 12yt v*—c2 P L Pyt 5 (1—V) €5 Yimw

(35) Cl,m,n= sin oy Yoo

Cz’m’n = 0.

Anaiiza (3.5)' pod . katemn .maksymalnych przemieszczenn prowadzi do
réwnania dwukwadratowego, z ktorego otrzymujemy dwie predkosci krytyczne
obcigZzenia

R , 3
c 1 _ 1
(36) Uﬁ,’f) = 1\)\13 = E}i_{? [Pm,n+(Pr%l,n_Qr%x,ra)r]} .
Trzecia pozorna lub obliczeniowa predkos¢ krytyczna wyznaczamy z warunku
- w=01ubT,, ()= 0. Przyréwnujac do zera licznik wyrazenia (3.5) otrzymamy
_ e (1 ' 3
(3.1 P, =Ty = 2 - [10(1—w+y2,.2-]; .
. - m

Miedzy czestofciami drgan swobodnych Q') i w] , a predkosciami

krytycznymi obcigZenia o), i ¢, istnieja zaleznosci

G ol =, v, i=1,3.

Natomiast czesto$é drgan swobodnych wl, okredlona wzorem (2.7) rozni sig
od o, 7, okreslonej przez (3.7). Oznaczajac przez » stosunck L

i
an o [ o) | |
12 T, o 10 (I v)-+(2—=v) 42 | _

stwierdzi¢ mozna, ze x= 1 gdy 72 .=0.
Dopuszczajac istnienie wlasciwej rezonansowej predkosci krytycznej 2=
= v, spelniajacej warunek ‘
(3.7 ' Cl’f,)n = Oy vﬁ.?,’m Wy = Oy Uy
mozemy okre§li¢ t¢ ostatnia:
CP

1
i
(3N P =v, = ———[“5 1-v) (10+?’ﬁ.,n)]!, vy > v;.

m

 Wykorzystujac (3.6) i (3.7) amplitud¢ Cj ., mozemy podac w postaci
skracajacej zapis (3.5):. :

- Pt cﬁ (ﬁ% —~v%)

(37)5 Cl,m,n = sin Oy .VO'.

3Daby;, (v* —v}) (* —v3)
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Calke ogdlna réwnania (3.3) moiemy"napisaé w postaci
(3.8) Tm.n(t) = Ay mn €08 O}, t+ By sin 0, 1 +Cy 4 cO8 05 £+
—{—51,,,,, sin 0$), t,
gdzie w!;? sa pierwiastkami réwnania charakterystycznego wyznaczoncgo

z (3.3) i oznaczaja czestosci drgain swobodnych plyty. Rozwu;zame catkowite
skiada si¢ z calki ogollnej i szczegoluej:

(39) 4 _ Tm.n (t) = Ton (t)+Ts (t) .

Po podstawieniu (3. 8) i (3 4} do (3 9) oraz wykorzystamu zerowych warunkow
poczatkowych

Tm,n (0) = 01 ) j;n,rr (0) =0

(3.10)
Tun@@=0, T,,0=0

state 4,, B,,C, i D, znajdziemy

aiy H=% | Ci=0, -
: _ v (1> —v) o= U(”1 v?) :
Bi=—5——— n,n Dy = C m,n-
YT -0 U ! U3 (173 e

We wzorach (3.11), dla uproszczenia zapisu jak réwniez tam gdzie nie
bedzie to- powodowalo niejasnosci, opuszczamy indeksy m, n. Podstawienie
ostatnich wyrazefi (3.11) do (3.9) prowadzi do rozwiazania '

' 2_ .2 2__ 2

v vi—vy . vt--vy
(312) T,. (l,‘)=Cl,m,,,{v2 7 [ 2 sin o, vy t— L sin &, vs t:|+
: 53— _

v U3
+sin «,, vt}.

Podstawienie (3.12) do (3 2) doprowadza do rozwmzama dla dynamicznego
ugigcia:

2 w2 L2 2 2
{313) W(xs )’, t) 3Dab %g ym 1(’.: ( 2) (U ) ) [U%EU% (u v-lus. ’

0% —p?

1 . . . .
sin a,, U3 t)+s1n Ol vt] sin o, yg sin a,, x sin &, y.

“sin o, vy t—
V3

Dla identycznej plyty obciaZzonej statycznie i obliczanej wedlug teorii
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Kirchhoffa-Love’a, ugiecie pod sila w $rodku plyty wynosi

PRt 1, : :
Bl wx,y= WZ ¥ yT“S"‘ %m Xo S 0y Yo SN 0, X Sin o y.

n »1

Rozwigzanie dynamiczne (3.13) traci sens przy v = v, i=1,3. Po odpowied- .
nim przejéciu granicznym otrzymamy rozwigzanie dla tego interesujacego,
skrajnego przypadiy: ' '

Cpp c2 @ —o?) 1
3.15 = £ ; ——
R T2 D i ey o

30 —v2 | 3vE—v} |
I sina, vy f————° gin Oy U3'E [+
Uy U3
+o:mu,-tcosoc,,-,u,-t}sinot,,yosinoc,,,xsinoc,,y, i=1,3.

Jak wynika z rozwiazania (3.15) amplituda ruchu poszczegolnych punktow
plyty dazy do odpowiednio duzej - wartosci, rosnaé systematycznie podczas
przejazdu sily przez plyte. Zjawisko ma charakter w tym przypadku
'rezonansowy. Do pelnego rozwiazania problemu plyty o éredniej grubosci’
pod obcigZzeniem ruchomym potrzebne jest réwnies okreslenie funkcji ¥
iy, w konsekwencji wyznaczyé mozemy naprezenia dynamiczne i sily wew-
ngtrzne, konieczne przy wymiarowaniu. Nieznane funkcje x,. i y, mozna
bezpos'rednio: uzaleznié od" dynamicznego ugiecia w, wykorzystujac odpo-
wiednio w tym celu réwnania réwnowagi dynamicznej (2.1). Po ﬁi‘etrudnych
przeksztalceniach réwnania te mozZemy napisaé¢ w formie macierzowe;:

. - Xx
10 i 0%
3.16 2. e g
(3.16) [V R 6D (1-v) aﬁ]
| _ %
a . i ) e e
_Jox 10 _,  oh(ll+v) 8w g -
1, [—7{2“7 Wt 6D(1-v) a* | D(—v)
£

Przyjecie rozwiazania ukiadu (3.16) w postaci podwbjnych SZEregow SInUSOwo-
kosinusowych (3.17y doprowadza do rozdziah zmiennych i w konsckwencji
do dwéch zwyczajowych réwnan r6zniczkowych niejcdqorodnych na wyzna-
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czenie' nieznanych funkgji &,, , (1) i 4, , ({1):

Xx(_xsy,t)=z E@P.,. ,,(t)cosocmxsinat,,y,
(3.17) |
xy (x,y, )= Z ZA,,, « (£) sin &, x cos o, y.

Nieznane funkcje czasu @,, ,(t) i 4,, ,(t) spelniaja réwnania

(3.18) ( (.f to ){i”""}_={i’"}{l _;’) Z [10:5, Tin+

2 U4V 5 o
e2hr 1—-v ™ D(-v) |

P

Rozwiazanie rownan (3.18) nie sprawia zasadniczych klopotéw. Przy zalozeniu
zerowych warunkow poczatkowych dla funkcji @, , 1 A, , otrzymamy

: { E,v;+E,v,+Esv | -
(3.19) {i’"'"}= {i’“} (_ i ;”” 37 sina, vy t+E, sin a,, v, t+
m,n : 2

+E, sin a,, v5 t+ Ej sin a, vt),

gdzie stale Ei, E2 i E3 sa okreslone wzorami

E =  Cimn A= o@®=v) [ Svm.  omvi(t1+v) |}
1= e i—0]) B B ol 2R (A-v ||
_ Cimn R @D 5. auvs(11+v)
(3‘20) Ez - m(ﬂz—va) { Ug_v% Uy U3 h4 o C: h2 (I—V) ?
6.fm,n n . z . S?rzn,n al?;l 02 (11 + V)
Ea‘.“gh3a§,(v§-u2)-'(_:1""?"(1_")-61’[ B 2i-we |

Znajac rozwigzanie dla x. i y, a takze dla ugiécia w, mozemy okreslié
sity wewnetrzne i naprezenia w dowolnym. punkcie plyty. i w dowolnej
chwili czasu. We wzorach (3.20) :

4p .
Jma= —ai;sm o, Yo- :

Wymiarem funkcji x. i x, jest [1/m?]. Dynamiczne momenty zginajace
M, i M,, okreslone przez (1.12) mozemy naplsac wykorzystujac (3.13)
i (3.19):

M, _ P AU il B CACA P |
¢20) {M}“ 3ab % 2 T —od) P—od) \ 24z (1 S0 Gm 01+

+8, sin o, v3 t+8; sin o, vt + S, sin o, v, t) sin &, y, sin o, x sin_"ac,, y.
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W rozwiazaniu (3.21) bezwymiarowe wspoiczynniki §,,5,,8; i S, s
okreslone w sposéb nastgpujacy: '

YT 2 2 [

v vy —v° 11+v ckyz
S, = —n——.. vz—v2+ﬁ?’m—— vi—pr T , p2 = B fmn
! vl(vi—v%){ R S R Y g L]

v v3 —p? 11+
Sy= ——— _dp2_ 2, 1TV |2 a0 TV
6z w0 ’{ g [ " 5(1-v)]}’

1 {6(v2~vf)(v=’-~v§)( 1-_.vy3,,n)_

Si=le—o
3 5(1—~v) 7202 vi—p v2

e [503 (1 —v)—2? (11+v)]},
v (v} —v?) . 1
S, = 503 (1—v)—p? .
S T A ) e
- 6 (v3—03) _
Momenty zginajace M, i M, dla przypadku statycznego plyty obciazonej
centralnie sila skupiona obliczane wedlug klasycznej teorii sa postaci

M 4Ph? 1 (9242 . . o |
(3.23) «{ "}: ("‘ " | sin o, x4 sin «, y, sinve,, x sin o,
M~ ab 225, i) nom Yo ST O X 811 oy
| Ronidiénie {3.22) wymaga przeanalizowania czterech przypadkow granicz-
nych v=19, i=1,2,3 oraz v= D3,. ktére nie maja wigkszego znaczenia -
technicznego ze wzgledu na bardzo dufe wartodci predkosct krytyczaych,
nierealnych dla wspoélczesnych pojazdéw komunikacyjnych.

Na zakoficzenie tego rozdzialu naleZy przytoczyé jeszcze rozwigzanie
dla przypadku v=0, jako pewne przejécie graniczne w wyraZeniu na
dynamiczne ugiecie (3.13). W tym szczegllnym przypadku nalezy jednak:
zalozyé, Ze pomimo nieskoniczenic matej “predkosdci obcigzenie dociera do
punkts o wspélrzednych x, = vf, y = y,. Obliczone w ten sposob prze-
mieszczenie jest rozne od ugigcia (3.14) waZnego dla plyty cienkiej wyznaczo-
nego w ramach teorii klasycznej -~ - ' '

(3.24) W)= Ph D3 C;p

535 S oy X Sin o, v, Sin a,, x sin o, y.
3Dab § = 'P:’,U%U% ,"0 # Vo " n

w przypadku.zaga\dnienia statycznego plyty o éredniej grubosci obéié;iqnej
. sila skupiong (np. plyta kolowa) ugigcie wyraza si¢ funkcja Zawierajaca
W miejscu przylozenia sify osobliwo$¢ zerowego rzgdu.
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4. ANALIZA NUMERYCZNA ROZWAZANEGOG PROBLEMU

Przedstawione wyniki rozwigzania poprzedniego rozdzialu zostaly za-
programowane na mikrokomputer Oric-1. Szczegdlnie dokladnie sprawdzono
stosunek ugiccia dynamicznego plyty (3.13) i ugiecia statycznego wedlug
klasycznej teorii (3.14).

Plyt¢ podzielono na 20 jednakowych czeéci I=1,2,..,20. Poniewaz
vt = g, przeto t= Ia/20v, If20 = vt/a. Parametr I spelnia tutaj zastgpcza
Jfunkcie czasu”. Analizowano zbieZnosé¢ stosunku ugie¢ dla m,n=1,3,5,7,
9,11,21,31,31,41,51 wyrazébw podwojnego szerégu. Jak wynika z Rys. 2

‘[:”V_ﬂ; ] o O J?azquzcrme
s e
‘ . o211 e doktadne
- e a1 :
-
N o/,/ 21,2
OID/S',?ﬁ'ﬁ
T 77
55
16/
733
b
!
1}
Tmn=11
(A I ] ] i ! -
1t 3579 21 31 a1 i1 m.n

Rys. 2. Badanie zbieznosci rozwizzania dynamicznego dia ugiecia plyty w jej $rodku £ =001,
f=1/5,v=03, m,a=11;33; 55 77.99; 11,11; 21;21; 31,31; 41,41; 51,51

dobra zbieznoéé uzyskuje - si¢ ‘biorac m,n>31. W cytowanej pracy [6]
stwierdzono, Ze rozwiazanic jest zbiezne i ograniczono je do kilku wyrazdéw
szeregu. Znacznie gorsza zbieznos¢ ma rozwigzanie dla stosunku momentow
zgma]a,cych W tym przypadku nalezy wykonywaé sumowanie podwdjnych:
szeregow dla m,n> 51 Na Rys. 3 podano dynamiczne linie wplywu+
przemleszczema pionowego . sroldka plyty w dwu przypadkach B = 17300
i f=1/5 oraz ¢ =v/c, —E~3O 'Z rysunku wynika roznica w stosowanin
teorii klasycznej i teotii, plyt o sredniej grubosci. - Zasadnicze wyniki
obliczen numerycznych pz:zedstawmno na Rys. 4. Przeanalizowano tutaj
- przy roznych wartosciach ¢ = v/c, i fi= 1/5 dynamiczne linie wplywu ugiccia
srodka plyty. Z przeprowadzonej analizy wynika znaczny wplyw pr@dkoéci
'poruszamcego sie obcigzenia w przypadku, gdy ta ostatnia zbliza si¢ do
plerwszej prgdkosa krytycznej v,. Rysunek 5 pokazuje przypadek rezonansu,
przejazd sily przez plyte odbywa si¢ z pierwsza prqdkoscaq krytyczna.
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. Rys 3. Linia wplywu vgiccia Srodka plyty dla przypadiu statycznego

B=1/300i B=1/5, v=03, A=1, &= E-30
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V'Rys. 4, Dyl-lami;:zna, linta wplywu dla przcm'ieszczehia- pionowego (ugigcia) éro;iké piyty
/. o E=vle, v=03, =175, A= 1 |
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= 1/3, 4 =1, mnoznik E-10° . -

.{51].




52 WACLAW SZCZESNIAK

f‘)(’/ -\\
Il/ / \\ \
yooy
ol =\ 's\,' 10 5 72\ 20 00
ST T Y AN ]
\\\ \\ j’/ h az
B\ o
\\\ \1 /? ' 94
\ \ Sll / - "
. \\“ : Q?\II h '
: \\‘ .y / :
) S \ ﬂu’/, / 0.'8
Max | (Mst) ‘L c ) /
'.\\\ i 77 T 7a
\\\\\ // / I! 12
\\\ '*«5’;// /!
‘1\\-// /// 16
LSy "
\'\ "‘l”// 20
YMe/Mst N

Rys. 6. Dynamiczna linia wplywu dla momentu zginajacego M, w érodkowym punkcie plyty
:  v=03,8=1/54=1 .

Wreszcie na Rys. 6 podano dynamiczne linie wplywu dla momentu zginajacego
M, w drodku plyty dla £ =0,1, £=0,01, A_= 1, v=0,3. '

5. WNIOSKI I UOGOLNIENIA

W pracy podano rozwiazanie analityczne dla zagadnienia dynamicznego
plyty o $redniej grubosici. Rozwiazanie polegalo na wyznaczeniu trzech .
nieznanych funkcji w, y,, Xy- Wyniki rozwigzania podanc sa pod postacia
podwojnych szeregéw trygonometrycznych. Wyznaczono trzy czgstoici drgan
swobodnych i trzy predkosci krytyczne poruszajacego sig obciazenia. Wyzna-
czono predko&C- obeiaZenia, dla ktérej w=0. Przeprowadzona  analiza
wykazuje powainy wplyw predkosci przesuwajacego si¢ obcigZenia: na -
' przemieszczenia, naprezenia i sily wewnetrzne w plycie. W przypadku
- przejazdu sily z predkodcia krytyczna przemieszezenia plyty narastaja systema-

" tycznie, a zjawisko ma charakter rezonansowy.
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PE3wME

KOJIEBAHMS ITMTUTHI CPEAHEN TOJIHHMHLI TIOX TIOABHKHOK HATPY3KOM

B pabote aHamMsHpYeTCA AMHAMIFICCKAR 3a/ata IUTHETHI cpenueil Tonnmuel. Tlonsuxmasn
Barpyska IepcBUraeTcl © NOCTOAHHOE CKOPOCIHEO. Tlpofnema mpmeeieHa x jeym mudden-
HWANLHEIM YDRBHEHERM, KOTOPHIC DelieHb! aHMTATHICCKAM MCTOLOM. OnupenencHel TOXe TPH
SACTOTLI CBOBGOIAbLX KoNeGAHME H TPA KPUTHYCCKAEC CKOPOCTH HArpysku. Pemenae HNOCT pHPO-
BaAHO NUBAMMYECKAMY JIAEMAMH BIHAHHSA 17 nporuda B HIrEdAOIEr0 MOMEHTa, HCIONL3YA
U1 STOH HENH COOTBETCTYIOIYH NPOTpaMMy A MuAHKoMIbR0TEpa OpRE-1.

i
.

SUMMARY

VIBRATION OF PLATES OF MODERATE THICKNESS UNDER MOVING LOADS

Dynamic problem of a plate of moderate thickness is analyzed in the paper. The loads
move at a constant velocity. The problem is reduced to a set of two differential equations
and solved by analytic methods. Three free vibration frequencies and three critical load
velocities arc determined. The solution is ilustrated by dynamical influence lines for the
defléction and beriding moment prepared by means of a suitable Oric-1. R
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