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IDENTYFIKACJA WSPOLCZYNNIKOW ROWNANIA
ROZNICZKOWEGO OPISUIACEGO PROSTOLINIOWY
NIEUSTALONY RUCH POJAZDU PODWODNEGO

ANTONI WILINS KT i MAREK ZELLMA (GDYNIA)

Wyznacza si¢ wspdlezynnik masy towarzyszace] 4,, oraz wspolczynnik oporu catkowitego
w ruchu prostoliniowym wzdiuznym dla pojazdu podwodnego. Obliczenia wykonano na pod-
stawie wynikéw holowan rzeczywistych obiektu w basenie modelowym, przy czym rozmiary
basenu nie pozwalaly na uzyskiwanic przez pojazd predkosci ustalonych.

1. OPIS METODY IDENTYFIKACJ WSPOLCZYNNIKOW

W artykule przedstawia si¢ metodg przyblizonego obliczania wspélczyn-
nikéw rownania rozniczkowego opisujacego ruch nieustalony pojazdu pod-
wodnego w zanurzeniu. Znalezienie tych wspolczynnikéw pozwala m.in. na
ustalenie wielkosci masy towarzyszace) w ruchu postgpowym wzdluznym,
a takze okredlenie zmian wspolezynnika oporu cafkowitego. W tradycyjnych
metodach badania oporu jednostek plywajacych, wykonuje si¢ holowania ich
modeli w basenach modelowych z predkosciami ustalonymi. Wymaga to
wykonania znacznej ilosci holowah z roznymi predkosciami, a diugosé
basenu musi ¥apewnia¢ moZliwos¢ uzyskania predkoséci ustalonych. Opisany tu
ruch nieustalony moze by¢ natomiast realizowany w basenic o wielokrotnie
mniejszej diugosci.

Przedmiotem badan byt podwodny obiekt elipsoidalny o cigzarze w po-
wietrzu ok. 7 kN oraz dhigosci L=3,8 m i szerokodci B=09 m. Po
zanurzeniu byl w znacznej czgsci napelniony woda, co powodowalo, Ze jego
masa {wraz z woda wewnatrz pojazdu) byla oceniana na 2243 kg. Pojazd
holowano kilkakrotnic ze stala sila wymuszajaca ruch, uzyskiwang przez
grawitacyjne opadanic odpowiednicgo cigzarka holujacego. Holowanie odby-
walo si¢ tuz pod powierzchniag wody, dzigki czemu uzyskiwano ruch prawie
dokladnie prostoliniowy, lecz wspdlczynniki hydrodynamiczne obciazone byly
wplywem powierzchni swobodnej.

* Wymiary basenu pozwalaly jedynie na kilkumetrowe ruch pojazdu, w czasie
ktérych rejestrowano jego zmiang polozenia (wyniki beda ‘przedstawione
w-dalszej czeéel opracowania). _ :
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Prostoliniowy nicustalony ruch obiektu zanurzonego mozna opisaé row-
naniem

Ly | (m+11) 5 = TR,

gdzie m oznacza mase obiektu (w danym przypadku masa pojazdu wraz
z wypelniajaca go woda), 4,, pozorna mase towarzyszaca w ruchu wzdhuznym,
T sile¢ wymuszajaca ruch oraz R op6r pojazdn. Przez x (f) bedzie oznaczana
- Zmiana polozenia wybranego charakterystycznego punktu pojazdu w czasie,
przez x {ty—jego- predkosé, a ¥ (f)—przyspieszenie, '

Opor pojazdu daje si¢ przedstawi¢ za pomoca ZNanego wzoru

-2
(1.2) | rR=c % _p,

2
gdzie ¢ oznacza gestos¢ wody, C wspétezynnik oporu czolowego oraz L
- dlugosé pojazdu. : :

Wspdlezynnik oporu czotowego jest wielkoscig okreslang ‘najczedciej na
podstawic wzordéw empirycznych np. [4] i [5], przy czym ustaleniec C jest
mozliwe dopiero po rozbiciu oporu catkowitego na skladowe (np. tu opor
tarcia, ciénienia i dodatkowy). Poza tym wspétczynnik C jest wielkoscia
umowng i dla tego samego obiektn i tych samych warunkéw oplywu
moze przyjmowaé rézne wartosci w zaleznosci od wymiary charakterystycznego
(we wzorze (1.2) tym wymiarem jest dhugo$é L). Wiadomo takze, 2¢ C przy
relatywnie malych predkosciach zalezy od liczby Reynoldsa, a wigc posrednio
od predkosci, Uwzgledniajac powyzsze czynniki ksztaftujace wspdlczynnik
oporu oraz opicrajac si¢ na jego wykresach [5], w dalszej czefci pracy
zalezno$¢ miedzy wspélczynnikiem oporu a predkoscig przyjeto w postaci

(1.3) . C=A X244, %+ A,

Po uwzglednieniu (1.2) i rownania (1.3) rownanie (1.1) mozna przedstawic
w postaci ' ' s

(1.4) M =T-C, %% (4d; 324+ 4, %+ A4,),
. gdzie
LZ
M=m+i,, Ci= Qz
{ub :
(1.5) MiX+ By %*+B, x*+ B, X =T,
gdzie ' T

Bi=C,4;,, By=Cid,, By=C, A,

Rownanie (1.5) opisuje ruch wymuszony pojazdu przy zalozeniu, Ze wsp61-
czynnik oporu ma posta¢ (1.3). Jezeli znana jest funkcja x () oraz jej
pochodne x (¢}, ¥ (1), to wspdlczynniki rownania (1.5) mozna zidentyfikowag,

4
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minimalizujgc blad réwnania (wskainik identyfikacji)

Iy
(1.6) J(M,B,B;.B;3)= j [M%,+ B, xi+Bzxi+Bsii_T]2dt-
Ip

W funkcjonale (1.6) x,, (t) oznacza funkcje wyznaczong droga aproksymaciji
~ Z pomiaréw X, (tg), .., X, (t;) polozenia obicktu taka, ze W= {X, (t), %2 (¢),
%3 (1), X2 (t)} jest zbiorem elementéw liniowo niezaleznych. W szczegdlnosci
x, () moze by¢ wielomianem co najmniej drugiego stopnia.
Niech T(t) oraz x, (1), %, (t), X, (t) npaleza do przestrzeni Hilberta

I? ([to, ty ], R"), tj. przestrzeni funkcp u:[fo, 6] -nR1 catkowalnych w sensie
Lebesgue’a takich, Ze

e

§ @ di < o0,

tog

z iloczynem skalarnym
: "
(L7 : (i fuz) = § uy (D) uy () dt
to

indukujacym norme

(1.8) lull = /I e (O dt.

Woéwczas mozna wykazaé (por. [2, s. 54]), ze
U = {u= MX,+B, x4+ B3 x; + B} X3}

jest podprzestrzenia domknigta przestrzeni IZ ([to, ], RY).
W podprzestrzeni U nalezy znaleZé taki element

(1.9) tig = MO %, + B 5+ BY %3 + BY 2,

ktory bylby polozony najblizej (w sensic normy| -||) do danego elementu
T (t) nalezacego do przestrzeni I ([to, ta], R_l). Oznacza to, ze nalezy znalezl
taki uklad liczb M°, B, BS, BY, zeby

(110)  Juo—Ti = J (M®, B?, Bg,Bg)—Mrgm |M5, + B, &%+
+B, X2+B, x2—T|.

Z twierdzenia o rzucie ortogonalnym [3]: Niech H bedzie przestrzenig
Hilberta, a U—domknietq podprzestrzeniq H. Wowczas kazdemu elementowi
x€H odpowiada jeden i tylko jeden element uoe U taki, ze [[x—uq| < |x—u]l
dla wszystkich ueU. Ponadto warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
aby ngeU byt jedynym elementem minimalizujgcym, jest, aby (x—uo) byl
ortogonalny do U, wynika istnienie i jednoznaczno$¢ poszukiwanego g
oraz prostopadio$¢ roznicy uy— T do kazdego sposrod elementow X, , X3, x3,
x2. Zatem wspolczynniki M°, BY, BY, BY, mozna wyznaczy¢ z ukladu rownan
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(M3, + B, X2+ B, %3+ By X; —T/%,)=0
(M%,+B, Xt +B; %3 +B; 22— T/x4)=0
(MX,+By X3+ B, %34+ By x2—T/%3) =0
(M%,+ By X+ B, X1+ By 32— Tjx2) =

(1.11)

Korzystajac z wlasnodei iloczynu skalarnego uklad réwnan (1.11) mozna
przedstawi¢ w postaci

(112) Mb;1.+B1 bi2+B2 bt'.’u +B3 bitl- = biOs 1: 1, 2, 3, 4,
gdzie - '

iy

byy = [ %, (O %, () dt,
to
(1% .

byy=f %, O Od, j=2,3,4
to
fxﬁ i ~i(t)dt, i,j=2_,3,4,
iy . .

bp=§ %, Ox37(0)dr, j=2,3,4,
o

. \ |

bio= | T()%, (t)dt,
i

- -
b,’o = I T(t))&i_i(t) dt, I=2,3,4
o

Algorytm doboru wspotczynnikéw réwnania rozniczkowego (1.5) przyjmuje
' szczegoOlnie dogodna postaé¢ dla obliczen numerycznych w przypadku, gdy
wartosci x, (to), ..., X, (f;) wyznaczone z pomiaréw polozenia obicktu oraz
wartosci T (o), - i‘; {ty) sity wymuszajacej sa aproksymowane wielomianami

r

(L13) _ X )= ) % ¢, T@H= i: pit.

. Pochodne wielomianu aproksymujacego wartosci polozenia obiektu mozna
obhczyc 7& WZoru

(114 X e)=Y - AR £,
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2. OPRACOWANIE WYNIKOW POMIAROW

Dla okredlenia wspolczynnikéw rownania (1.5) wykonano pig¢ holowan
pojazdu, zakltadajac identyczne warunki kazdego holowania. Wyniki pomiardw
wartosci v, (t;) predkosci obiektu w chwilach ¢, = 5i [s], i=0,1,.., 10 ujgto
w tablicy 1 oraz na rys. 1. ' ' '

v
i)
o1
44
1z
010 . V.

1, e

V] Ax

g8

/|
/N
004 /

802 |4

1 20 30 40 50 ¢ 65.:,'

Rys. 1. Wykresy predkose obicktu

Tablica 1. Wyniki pomiaréw prediosci obiekiu

45 0,150 . 0,152 0,150 0,154 0,156 . 0,1524
500 | 0,164 0,164 0,176 b

; £ - v[mfs] .. . : vy
[s] 1 2 3 4 5 - | |mis|
0 0 0 0 ) 0 Do o B
1 5 0,012 0,017 0,012 0,016 0,01 0,0148
2 10 0,026 0,023 0,026 0,036 0030 | 0,028
3 15 0,046 0,046 0,048 0,066 0,062 00536
4 | 20 0,072 0078 | 0078 T 0072 0,070 0,074
5 | 25 0,088 . 0,100 0098 | 0,09 0,095
6 | 30 0,106 0,098 | 0118 0,112 0,116 0,11
7 | 35 0,120 0,120 0,120 0,128 0,124 0,1224
8 | 40 0,130 0146 0,144 0,142 0,142 0,1408
9
0

=

0172 | 0,169
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Tablica 2. Wyniki aproksymacji srednich predkosci

Stopien ) Wspdlczynniki wielomiany Blad
wielomianu &g " oy s aproksymaciji
0 0,0878 — — — 0,0549
1 0,00134 0,0035 — — 0,0050
2 —0,00493 . 0,0043 —0,000017 — 0,0034
3 —0,0021 0,0034 0,00003 | —0,000001 0,0028

grednie predkosci v (£g), ..., Us (f1o) aproksymowano wielomianami metoda
najmniejszej sumy kwadratow. Wspolezynniki wielomiandw zawiera tablica 2.
Do dalszych obliczefi wybrano wielomian stopnia drugiego o postaci

2.1) X, = 0,00493 +0,0043¢ -- 0,000017¢?
z pochodna
2.2) %, = 0,0043—0,000034t.

Wybdr ten (2.1) moZna uzasadni¢ dazeniem do minimalizacji stopnia
wiclomianu ze wzgledéw obliczeniowych z jednej strony i koniecznoécia
spelnienia narzuconego wczesniej warunku na postaé funkcji x, (¢) z drugiej
strony.

Wartosci vy (to), -, Vs (t10) Srednich predkosci oraz wykres %, (t) przedsta-
wiono na rys. 1.

Holowania wykonywano ze stala sila wymuszajaca T= 11,63 N. Na
podstawie znajomosci sily wymuszajacej T(t) i odpowiadajacej jej predkosci
X, (t) wyznaczono iloczyny skalarne ukladu (1.12) metoda Simpsona I z po-
dzialem horyzontu czasowego tyo—to = 50s na 10 czesci

Uzyskano nastepujace wartoéci:

by = 00006072, by, = 00000264, b5 = 00001971, by, = 0,0015685, -
by, = 00000264, b,, = 00000041, b, = 00000276, b,, = 00001867,
by; = 00001971, b,, = 00000276, by; = 0,0001867, b, = 0,001286,
by = 00015685, b,, = 00001867, by, = 0001286,  b,, = 0,009083,
bio=200615, by, =0,10564,  byo=077341,  b,, = 599223

Przy tych iloczynach skalarnych rozwigzanie ukladu réwnas (1.12) sta-
nowig nastgpujace wartosci wspotczynnikow :
2.3) M? == 2550, B?=92418, BJ=26096, BY=2015.

Wobec tego zalezno$é miedzy T(t) i X (t) uzyskano w postaci rOwnania
rozmczkowego

(24) 2550% + 924183&4 —26096x> +2015%% = T(1).

- W przypadku, gdy T()=11,63N i x(0)=0 roéwnani¢ (18) rozwiazano
metoda Rungego-Kutty z krokiem calkowania 0,1 s. Wyznaczone rozwigzanie
x (t) przedstawiono w postaci wykresu na rys. 1. Maksymalne bezwzgledne
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Rys. 2. Wspdlczynnik oporu czolowego pojazdu odniesiony do I?
v

odchylenie predkosci X, (t;) wyznaczonej z pomiaréw od predkosci x (¢;)
wyznaczonej z modelu ruchu (24) wynost max |[x,(t)—x (t;)] = 0,014 m/s.
Uznajace, ze rownanie (2.4) adekwatnie opisuje ruch pojazdu mozna przystapic
do analizy zidentyfikowanych wspolczynnikow (2.3).

Na podstawie zaleznosci (1.3), (1.4) 1 (1.5) wyznaczono wspdlczynnik oporu
czotowego jako funkcje predkosci, ktérego wykres przedstawiono na rys. 2
{pod wartoéciami predkosci zamieszezono odpowiadajace im liczby Reyn(z)ldsa.

Wykres po przeliczeniu go na wspolezynnik odniesiony do V3 nie
odbiega od przewidywanych przebiegow C, (Re} prezentowanych w [4] dla
niewielkich liczb Reynoldsa. Wada przedstawionego wykresu wydaje sie by¢
maly zakres zmian predkosci (ze wzgledu na male wymiary basenu). Mimo
to zakres ten jest takZze wazny. Otdz wspolezynnik opbru dla malych liczb
Reynoldsa moze by¢ np. wykorzystany w modelu zachowania si¢ pojazdu
w czasie pozycjonowania (utrzymywanie pojazdu w poblizu wybranego punktu
ukladu inercjalnego), jak rowniez w modelu opisujacym lokalne ruch pojazdu
zwiazane z wykorzystaniem manipulatora lub kamery TV.

Z kolei wspdlczynnik M® = 2550 kg réwnania (2.4) oznacza masg pojazdu
wraz z masa wypelniajaca go wody oraz pozorna masa towarzyszaca
Ay1. Dla oszacowania poprawnosci tego wspodiczynnika obliczono wielkosé
masy bioracej udziat w ruchu wedlng wzoru (wplyw glebokosci basenu
wynoszacej ok. 2,5 L pominigto)

25 M=k (1+ky)V,

gdzie k¥, oznacza wspolczynnik wplywu powierzchni swobodnej; dla danych
warunkow wg [1] przyjeto k¥, = 0,96, ky; wspolczynnik masy- towarzyszacej;
przyjeto wg [4] ki, =0,16, ¢ gestosé wody; ¢ = 1000 kgm?, V objetosc
pojazdu w zanurzeniu; dla danego obiektu V= 2243 m?

Obliczona masa M, = 2480 kg ze wzoru (2.5) rézni sig od okreflonej
w modelu ruchu (2.4) M° = 2520 kg w przyblizeniu o 3%, co mozna uwazaé
za wynik zadawalajacy.
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Autorzy ni¢c dokonuja statystycznej oceny istotnosci wynikow (2.3), gdyz
celem artykulu bylo przedstawienie mozZliwodci ich obliczania w oparciu
o wynik holowania w krétkim basenic. Dla okredlenia przedziatéw ufnosci
przedstawionych wynikéw nalezatoby wykorzystaé rezultaty kazdego holowania
oddzielnie (tablica .1) wg podanego algorytmu obliczeniowego.
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PE3OME

WIEHTUDUKATITMA KOSPOUIUEHTOR JUGGEPEHLIAAJILHOTO VPABHEHHSA
OHI/ICLIBA}O]IIEFO NPAMOJMHEMHOE HEVCTAHOBUBIEECSH ABIMEKEHUE 110/1-
‘ BOJHOI'O AHIIAPATA

Onpenemsirores xo3dhuupenT NPRCOSTHHENHON MACCH A5 1 KODPPUINEAT TOMHOTO COI- -
POTHBNEHHA B MPAMONYMHGHHOM IPOJOJBHOM JBWKCHHM AN {0ABOAHOTO ammapaTtd. PacueThi
TPOBEHEHHY HA OCHOBE Pe3yIsTATOB OYKCHpPOBEM peanbiore o0LeKTs B MONenbHOM Gacceime, |
IpHIEM pasMephl Dacceiina e HO3BOJIOT MONYIHTE ANHAPATOM YCTAHOBUBIIMXCS CKOPOCTEH.

SUMMARY
IDENTIFICATION OF CQEFFICIENTS OF THE DIFFERENTIAL EQUATION
DESCRIBING RECTILINEAR UNSTEADY MOTION OF A SUBMARINE VESSEL
Coefficients of the apparent mass 1;; and of the total drag are determined for a underwater
vehicle moving along a straight line in longitudinal direction. The analysis is performed on
the basis of measurements made on a real object tested in a towing tank; 1ts dimensions
du:l not, however, allow for reaching steady-state velocities.

"WYZSZA SZKOLA MARYNARKI WOJENNEJ im, BOHATEROW WESTERPLATTE, GDYNIA
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