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O ZASTOSOWANIU PODWOINYCH SZEREGOW
TRYGONOMETRYCZNYCH DO OBLICZEN W TEORII PLYT

JERZY MOSSAKOWSKI (WARSZAWA)

Przeprowadzono analizg zastosowania podwoéjnych szeregdw trygonometrycznych do efek-
tywnych obliczent w teorii plyt. Na przykladzie pewnych warunkow brzegowych wyznaczono
dla m, n-tego wzoru szeregu blad wzgledny wielkosci fizycznych 1 geometryczmych teorii
technicznej plyt i teorii Reissnera w stosunku do rozwigzania Scistego teorii sprezystoscl
Wykazano, ze blad ten nie zalezy od warunkéw brzegowych i rodzaju obcigzenia. Zapropd-
nowano kryterium, ktére ogranicza od géry liczhe wyrazdéw szeregdbw trygonometrycznych
w zaleznofci od rodzaju przyjgtej teorii przybliZonei. )

_ Rozwdj elektronicznej techniki obliczeniowej przyczynil si¢ nie tylko do
opracowania nowych metod rozwiazywania zagadnied technicznych (np. me-
tody elementow skonczonych) lecz takze znacznie zwigkszyl zakres zasto-
sowafi znanych i od dawna stosowanych metod analitycznych. Przykladem
takicj metody moze by¢ metoda podwdjnych szeregdw trygononictrycznych.
Zastosowania tej metody w teorii plyt i powlok, przy tradycyjnych metodach
obliczen, ograniczaly sie do zsumowania kilkunastu lub kilkudziesieciu wy-
razow rozwinigeia (m, n << 10). Obecnie elektroniczna technika cobliczeniowa
pozwala na znaczne zw1¢kszeme liczby wyrazow szeregu (m, n < 100) Za-
chodzi jednak pytanie, czy uwzglednienie tak duzej liczby wyrazow szeregu
zwigksza doktadno$c obliczen i czy przybliza nas do wyznaczenia rzeczywistego -
stanu naprezenia 1 przemicszczenia w plycie lub powloce. Przedstawmno_
ponizej przyklad Z teorii plyt bedzie proba czeSciowej odpowiedzi na to

pytanie.

Rozwazmy obszar przedstawiony na rysunku 1. Zakladamy, Ze matenal
zajmujacy ten obszar jest sprezysty i podlega prawu Hooke’a. Na powierz-
chniach gbérnej (k) i dolnej (—h) dziala obciazenie symetryczne Wzglfgdez'n
osi x i y'i antysymetryczne wzgledem plaszczyzny z = 0. Zakladamy, ze na
powierzchniach bocznych obszaru rozwigzanie ‘ma spemié¢ warunki

(1) W) =0, omls =0, o (s2)=0
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Rys. 1

Jezeli stosunek h/a jest maty, to rozwigzania mozemy poszukiwac w ramach
teorii plyt cienkich. ROwnaniem, ktére naleZy rozwiazaé, bedzie rowname
rézniczkowe ugigcia powierzchni srodkowe] W (x, y)

@) DV2 V2 W (x,3) = p (x, ) = 24 (x, ),

gdzie
EH? 2ER?

P=ma— T 30—

Rozlézmy obcigzenie w podwdjny szereg trygonometryczny

3) *‘();—y)ﬁq(x,y) ,,Z,,qmn00811XCOSizy—qun[C &l

Wprowadzono tu i w dalszych rozwazaniach oznaczenia -

mn nu s
/11 o= ﬂ’ ;{2:%’ li,\/ﬂi—i-l%
oraz skrocone zapisy

[c, c,]=cos Ay xcos 4, y,

4)

[sy 5,] = sin Ay x sin 4, y.

Rozwiazanie rownania (2) przy warunkach brzegowych (1) zostalo podane
przez Nav1era Ma ono postaé

) W)= 3 e [0, mn=1,3,5,.

m,n
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Rozwigzanie to mozna napisa¢ w inny sposob:

. w .2
(6) Wix, J’) = Z Qo ['i(%;zm} [Cx Cy].

Wprowadzono tu parametr’
T Z 2
7y vmn=lh:\/v%+v%=\/( ";zk) +( n;;) ,

ktory w dalszych rozwazaniach bedzie odgrywal istotna role. Wartosé tego
parametru zalezy od calkowitych liczb m i n oraz od zmieniajacych sig
w sposob ciagly wymiardw plyty h, a, b. Mozemy wiec w duzych przedzialach
traktowaC parametr 7y,, jako parametr zmieniajacy si¢ w sposob ciagly
(z wyjatkiem punktéw a =0 oraz b = 0).

Z rozwigzan (5) lub (6) mozna wyznaczyé wszystkie interesujace nas
wielkosci geometryczne lub statyczne.

Postawione zagadnienie zostalo z matematycznego punktu widzenia roz-
wiazane. Przy wykonywaniu obliczen numerycznych musimy jednak ogra-
niczy¢ si¢ do skoficzonej liczby wyrazéw szeregu. Pierwszym warunkiem,
jaki nalezy narzuci¢ na liczbg wyrazow szeregu, jest warunek dobrego przy-
blizenia skonczong liczba wyrazéw obciaZenia g (x, y) we wzorze (3). Otrzy-
mamy stad m=my 1 nzn, gdzie para (m,, ny) zalezy tylko od rodzaju
obciazenia 1 okresla minimalng liczbe wyrazdw szeregu, jaka nalezy uwzglednié
w obliczeniach. Wyznaczenie drugiego warnnku, ktéry powinien zalezeé¢ od
wymiaréw: geometrycznych plyty oraz rodzaju przyblizonej teorii (teoria
techniczna, teoria Reissnera) jest celem naszej pracy.

Jak juz powyzej przewidziano obliczenia przeprowadza si¢ dla skorczone]
liczby wyrazow szeregu, kazde wige obcigzenie czastkowe gq,,, [, c,] mozemy
traktowa¢ niezaleznie 1 wyznaczy¢ odpowiadajacy mu stan przemieszczen
i naprezen. Stan koncowy otrzymamy jako superpozycje poszczegdlnych
standow. W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do Wyblanej pary (m, n)
i- wyznaczymy odpowiadajace tej parze napreZenia i przemieszczenia na
pewnych charakterystycznych powierzchniach. Dla uproszczenia zapisu in-
deksy mi n bedziemy zamieszczaé tylko tam, gdzie to bedzie niezbedne, W tech-
nicznej teorii plyt ze wzoru (6) i dla pary (m, n) otrzymamy

® WT = W (%5 9) = o [EQE—;L@} ex o]

Mozemy wyznaczy¢ teraz ekstremalne wartoéci naprezen. Moment gnacy
M, wywoluje ekstremalne naprezenie, gdy z = h Jest ono rowne

3 ip| o2 0% 3
W Mxx = - 2h2 [axz +v ayz :lw = Qumn "J)‘T D’f‘i"vy%][cx cy]'

Trx =
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Wyznaczmy jeszcze sumg naprgzen normaﬂj;ych
‘ iQ +v)
(9) O.T = o-xx+0-yy = qmn[ ,}, :| [ Cx y]

W wyrazeniu powyzszym wystepuje tylko parametr y, co upraszcza
w duzej mierze dalsue rozwazania. Ekstremalne napreZenie zwiazane z mo-
mentem skrgcajacym M, , wystapi na powie;_zchni_ z=h i bedzic rowne

| 3 _3(1-v)D &w
T _ .
(10) Tay = M., = 2h? ax By

2n?
3(—v)y1 72

Ekstremalne naprezenie wywolane sila @, wystapi na powierzchni z=0
i bedzie réwne

' 3 D @
. T _ - 2
(11) Txy - 4h Qx 4h ax V Q.'mn 2 2 [S Cy] - [

Rownania technicznej teorii plyt stosuje sie ‘na ogol, gdy stosunek
h:a<1:20. W przypadku plyt o wigkszej grubosci zaleca si¢ stosowanie
dokladniejszych teorii uwzgledniajacych wplyw naprezen tnacych na ugiecie
plyty. Sposréd wielu dokladniejszych teorii zajmiemy sie najbardziej znana —
teorig Reissnera. Rownania tej teorii dadza si¢ napisaé w postaci [1 i 2]:-

(12) . (1—oV?) Q— grad div Q—D grad Viw = 0,

—din—-p—-Zq

ngzw w{x, y) jest érednim uglqmem plyty; wektor Q (Qx, Q,) jest wektorem
sit tnacych oraz g = H*:10 = 2h%:5.

Wektor obrotu normali B (f,, f,) wyraza si¢ wzorem

(13) | B_ —grad w-l-; 12—Q

Po podstawieniu do [12].
' Q=D [V?~grad div] V> ®—D grad V> ¥,

(14)
QVZ:I 7,

2—
w=[1—0V?] div0+l:1— - Y
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uktad réwnaf [12] da sie rozwikiaé:
ViVi[1-oV?] @ =0,
(15)
DVVEW = p=24.

Wyzhaczmy rozwiazanie tych rownan przy warunkach brzegowych (1}
dla dowelnej pary (m, n} i obciazeniu p,, = 24, [¢, ¢,]. Rozwiazaniem takim
bedzie - '

@=0,

2
¥ = gy [ﬂl—@#i] ey 6],

Mozemy wyznaczy¢ ugigeie plyty oraz interesujace nas wielkosci naprezen

{16)

3(1—vH)h 2—v 2
B [1+ =7 57 [cee,].

Kat obrotu normali ze wzoru (13)

18) g, = ~[1+.—j’_v sz]_% w -

_ 3(1—vI)y, v o2, ‘
= Qmn Ey"' - 1 ’ _5_'}’ [sx Cy] "

17 wh = g,

, Moment zginajacy

. op ap 2v
M '—"D d ¥ ==
* [ ax Y dy ]+ 1—v %

Suma naprezen zginajacych dla z=h

3 3 e K
1) o= i Ot M) = D (49— v v -

_=4qm..-yiz[(1 +v)+2—5v 72] [ex CJJ-
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Napre¢zenie wywolane momentem M,

3 3 I—v (-0, op
R — o x. ¥ —
GO T =y My =50 D5 ( ay ax)

>y 3 2v e
=—-D [{1—V)+VQV2] ox ay = '});47)2 [(1—V)—‘-5— yz:l [Sx Sy:!'

Ekstremalne naprezenie wywolane sita Q. wynosi

3 39 3y,
R = e = —— E— 2 _ - e
(21) Tz = 4’1 Qx 4h D ax V ¥ qmn 2}]2 [Sx cy]'

Réwnania teorii Reissnera uwazane sa za dokladnigjsze 1 zaleca sig ich
stosowanie w przypadku plyt o $redniej grubosci (h:a < 1:5).

Postawione na poczatku tej pracy zagadnienie (rys. 1) przy warunkach
brzegowych danych zwiazkiem (1) mozna rozwiazaé w sposob Scisty wy-
chodzac z roéwnan teorii- sprezystosci. Wyjdzmy z réwnah przemieszczenio-
wych tej teorii [3 i 4]: '

(22) Viutke,=0,  i,j=ux,y,z,
gdzie .
e=uy,, k=@A+p:u=1:(1-2v);

k—1 -

(23) Oy = 2# I:Sij'i““Teaij:I.
Po podstawieniu do (22)

(29) wm=01+k}V&,—k (D, ),
otrzymamy na funkcje &, réwnania
(25) VZV2d, = 0.

Tak jak w poprzednio rozwazanych teoriach przyblizonych rozwazmy
dowolﬂa, parg indeksow (m, n) oraz przynalezny do niej wyraz obciazenia
4mn [¢x ¢,]. Rozwiazanie réwnat (25) przyjmiemy w postaci

@, = A, Az Cosh Az [s, ¢,],
(26) ®, = A4, Az Cosh Az [c, s,],
b, =4, Az Sinh Az [c, ¢y].

Tak przyjete rozwigzania spelniaj‘i”warunki brzegowe (1) Stale A4; wy-
Znaczymy z warunku

(27) | g = oun | €& cy] diz, i=x,y,z.

Zlz=p
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Otriymamy stad
Ay {(1—k)Coshy—ky Sinh y
™ 203k (k+2) (Sin y Coshy—y)’
B 4, (1—k)Cosh y~ky Sinh y
{28) Ay = Qmn 2HA,4 k (k+2) (Sinh y Cosh =) ’
1 (1+2k) Cosh y+ky Sinh y
= @mn 2027 K (k+2) (Sinh y Cosh p—y)

szq

Po wyznaczeniu tych stalych mozemy wyliczy¢ przemieszczenia i na-
prezenia w dowolnym punkcie rozpatrywanego obszaru. Znajdziemy

| A2
29 o, =aq,, {;T;[ Coshy—y Sinhy o 4 1ot

Sinh y Cosh y—y
" Cosh Y
" Sinh y Cosh y 7 Az Cosh )Lz] +
A3 k-1 Cosh y

-+

72k Sinhy Coshy—y Smn ’12} [ex &)

Na powierzchnt z = h naprezenie to bedzie mialo wartodé

. { A? Sinhy Cosh.y-f-?

4% Sinhy Coshy—vy
A% k—1  Sinhy Coshy
+— : . [ex c)]
A k  Sinhy Coshy—1y

XXlg=p

Suma naprezen o = o,,+6,, gdy z=h wynosi

a —l-2v) Sinh 2y+4 2y [ el
Sinh 2y —2y G

g = (Gxx-l'a y)z‘“h QMH[

Wyznaczylismy poprzednio sumeg naprezen na podstawie rozwazan przyblizo-
nych teorii technicznej o7 (wzOr 9) i teorii Reissnera o® (wzor 19). Mozemy
porownac tak wyznaczone naprezenia z papreZzeniami wyznaczonymi z rozwig-
zania $cistego. 1 tak na przyklad

(30) o 3(1+v)  (1+2v)Sinh 2y+2y
o v: o Sinh 2y —2y
Widzimy, Ze stosunck ten dla danej pary (m,n) nie zalezy od obciazenia
" gmn oraz od wspdhrzgdnych x i y, a wn;c jest identyczny dla kazdego
punktu powierzchni z = h. '
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Na rys. 2 podano procentowy blad rozwiazan przyblizonych jako funkgji
parametru y dla v=1:3 i v=1:6

T
AoT m(l—%)-100%,
(31)

Ac® =(1-1;)-100%.

RozwazaliSmy tu sume naprezen Ouxtay. GdybySmy rozpatrywali tylko
jedno z tych naprezen, otrzymaliby$my wynik zalezny od parametréw y, i y,,
a wigc nie krzywa lecz powierzchni¢ jako funkgje tych dwéch parametrow.
Skomplikowaloby to obliczenia i rysunki, nie zmieniajac w istotny sposéb
koncowych wnioskow. ' :

Wyznaczamy pozostale naprezenia

Sinh Az +

L Ady [ Coshy—ky Sinhy

(32 Oxy = —{mn 22 { k (Cosh y Sinh y—7y)
N Cosh y

Cosh y Sinh y—y

Az Cosh /?.z} [sy sy].

Dla z = h znajdziemy

_ _ Y172 ) (1—2v) Sinh 2y+2y ,
Txy = O'xylz=h = =y ,-))2 { Sinh 2?_2}’ I:Sx Sy]-

Na rys. 3 podano procentowy blad rozwiazan przyblizonych w stosunku

do rozwigzania $cistego. Interesujace jest, ze blad teorii Reissnera roénie

wraz ze wzrostem parametra y znacznie szybciej niz blad teorii technicznej.
Trzecim interesujacym nas naprezeniem jest

A { y Sinh y

(33) Gz = —dnm T ” Cosh Az—

Sinh Cosh y—

Cosh y
Stnh y Cosh y—y

Az Sinh iz} [sc ¢,].

Na powierzchni s’fodkowej z=0 osiaga ono wartosé¢ ekstremalng
' 2'Sinh y
Txz = Oxzl,— o = ~Gmn V1 {m} Ls, ¢l

Na rys. 4 podano jak rosnie wezgledny blad At,, wraz ze wzrostem
parametru . o .
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Przemieszczenie U, dla rozwiazania $cistego jest nastepujace:
—vy) Cosh y+y Sinh
2004wk Y 201 v)_ osh y+y Sinh y Cosh 1z—
Ey Sinh 2y —2y

B Coshy
Sinh 2y —2y

(34) Us = qmn

Az Sinh Az} [ex )l

Przemieszczenie powierzchni z = h wynosi

_ _q(lwvé)h 4 Cosh?y !
Us|,_,=w=" B Sinh 272 Lex 6]

Dia z=0 otrzymamy inna warto§¢ przemieszczenia. W teoriach przy-
blizonych zaktada si¢ nieodksztatcalno$¢ materialn w kierunku normalnyc
mozna wiec tam przyjaé, ze ugigcie powierzchni gérnej jest réwne ugieci
powierzchni $rodkowej. Na rys. 5 podano, jak roénie wzgledny bliad prze-
mieszczenia powicrzchni gornej (dolnej) w  teoril technicznej i w teorii
Reissnera w zaleznosci od parametru . '

Aw’

Aw%‘l R

160

———— 4w

80 -
60 |~
40

bl

Rys. 5

Jezeli wyznaczymy dla pary (m,n) energie spreiysta catkujac ja po
calej objgtosci ciala (rys. 1), a nastgpnie obliczymy bledy wzglgdne w teoriach
przyblizonych, to otrzymamy krzywe pokrywajace si¢ z krzywymi na rys. 5.
Z pokazanych wykresow moZna wyciagnac wniosek, 7e teoria Reissnera
dobrze przybliza ugigcie i energig SpreZysta, natomiast znacznie gorzej
przybliza momenty skrecajace.

W przeprowadzonych powyzej rozwazaniach zajmowalidmy si¢ 'bl@danéli
wzglednymi napr¢Zen na charakterystycznych powierzchniach z=0 z= h,
gdzie napr¢Zenia te osiagaja swoje ekstremalne wartoéci. Wraz ze wzrostem
wartoéci parametru y rozklady naprgzen wyznaczone z rozwiazania $cistego
coraz bardziej odbiegaja od zalozeh przyjetych w teoriach przyblizonych.
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z/h b

0 030705

Ty d

XZ

N q X‘t Esx CyJ

Rys. 6

z/h J}

el &«

o b
1 < o

4 0.5 Ty
= Teyd z

Ty —— 2
Y gz [5ysy]

zih}
g an e
m = &
s 3 B
h
w
f [
| i vl
i
WT
| i
1
[ 1 t -
] 05 1 &

W= W
1-vijh
‘Q(T“" [Cxcy]

Na rys. 6 podano przykiadowo wykresy proporcjonalne do rozkladu naprezett

w przedziale 0 < z < h dla rozwiazania $cish

gdy y=31iv=1:3

W obliczeniach, jak to juz poprzednio

WNIOSKT

€80 oraz rozwigzan przyblizonych,

podkreslano, rodzaj obciqzeni:a

+ oraz wymagana doktadno$¢ jego przyblizenia wyznaczaja parg (my, ng). Paﬁfa

ta-okreslona minimalna liczbe wyrazow, ktore
skoficzonej sumie. Jako drugie ograniczenic pr

nalezy uwzglednié w podwojnej
oponuje si¢ przyjecie kryteriumn

dopuszczalnego biedu wzglednego w danej teorii przyblizone;j. Wyznaczon&
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na rys. 2-5 blad wzgledny nie zalezy od obciazenia i od punktu (x, y)
w rozpatrywanym obszarze — jest bledem zaleznym tylko od stopnia przybli-
senia teorii. W zaleznoéci od rodzaju obciaZenia oraz rozpatrywanego punktu
(x, y) bledy bezwzglgdne, jakimi bgda obarczone poszczegdlne wyrazy szeregu
beda dodatnie lub ujemne. Na 0g6t sumowanie biedow bedzie zachodzito
tam, gdzie obliczane wielkosci fizyczne osiagaja swoje ekstremalne wartoécii.
Nie mozna jednak tego sumarycznego bledu w okreélonej teorii przyblizonej
a priori wyznaczyé, ani takze ocenié, jaki wplyw na cala sume bedzie mia}
blad (m, n)-tego wyrazu. Mozna jednak przyznaé zasadg, Ze uwzglgdnianie
wyrazu szeregu, ktory bedzie obarczony wzglednym bledem wigkszym od
np. 50% jest niecelowe. Wyliczanic i sumowanie takich wyrazoéw szeregu nie -
poprawia wynikow. W tablicy 1 podano tak przyjete graniczne wartosci Y I

dla kazdej z rozpatrywanych wielkosci fizycznych.

Tablica 1 —7v,- ‘ " ‘
| Teoria techniczna Teoria Reissnera;’
Tyv=13]v=16]|v=131v=1/4

Ao 1002 | 2015 | 2875 | 2530
4z, 3354 | 2,530 | 1561 | 18731}
Aty 2774 | 2774 | 27714, 2774
AW 1022 | 1022 | 3212 | 2874 |-

Kryterium to prowadzi do nierownosci

¥ (m: n) < ?f
lub

mrh \* [ nmh\?
35 —_— — ) <9k
Nierownoéé te mozna przedstawic¢ w innych postaciach:

2 2 mZ nZ

m ne.
" 4 T <1l lub —+—F .
(36) 2ayf2+ 2by; T < 4 m}+n}<1
nh h ;

Wzér (36) okresla wngtrze elipsy © polosiach.

_ 2ays 2y,
{37) me = ‘Tﬂh 5 Ry = Th .

Warunek (35) jest oszacowaniem od gory wszystkich par (m, n), w czastko-
wej sumie szeregu. Na rys..7 podano ten warunek w postaci elipsy. Warunek
dobrego przyblizenia obdiazenia dziatajgcego na plyte wyznacza, jak to
uprzednio podkreslono, minimalna pare (P, 1) Odpowiadajacy tej parze
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Rys. 7

prostokat, jak to wida¢ na rys. 7, miesci si¢ wewnatrz elipsy, a wigc nie
zachodzi tu sprzecznoéé miedzy tymi dwoma warunkami, Sumowanie moze
przebiega¢ tu we wnetrzu calej elipsy. Na rys. 7 pokazano tez drugi
mozliwy przypadek, gdy prostokat wyznaczony przez parg (mp, ny) lezy na
zewnatrz elipsy. W przypadku tym zachodzi sprzecznosé migdzy oboma
warunkami. Rozciagniecié sumowania na wyrazy lezace na zewnatrz elipsy
nie zapewnia wymaganej dokladnodci obliczen. Taka sytuacja jest mozliwa,
gdy na stosunkowo grubg plyte dzialaja obcigzenia zblizone do skupionyc
lub obcigzenia o duzej zmiennosci amplitud w obszarze plyty. W tyn
przypadku nalezy zastosowaé dokladniejsza teorie (np. teorig Reissnera lub
teori¢ wyzszych przyblizen [5]). '
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W rozwiazanym przykladzie rozpatrzyliSmy najogolniejsza posta¢ obcia-
zenia symetrycznego (3) oraz pewne szczegdine warunki brzegowe (1). W przy-
padku innych warunkow brzegowych calki szczegolne rownan (2) lub (15)
beda mialy przy symetrycznym obciazeniu zawsze posta¢é podanych przez.
nas rozwiazan. Aby spetnié dane dowolne warunki brzegowe dla kazde)
pary (m, n), nalezy dodaé odpowiednia calke rownania jednorodnego. Jezeli
jednak calka szczegélna dla pary (m,n) jest obarczona na calym obszarze
plyty bledem (takze na brzegu), to calka ogdlna wyznaczona.z warunkow

. brzegowych tez bedzie obarczona tym samym bledem. Wynika stad, Ze
wyznaczone krzywe bledu (rys. 2-5) odnosza si¢ takze do dowolnych warun-
kow brzegowych.

Rozpatrzyliémy przypadek. symetrycznego obcigzenia plyty. W prosty
sposdb mozna wykazaé, ze krzywe bledu z rys. 2-5 odnosza sie takze dla
dowolnego obciazenia ptyty. Rozszerzamy w tym celu wyznaczone przez nas
rozwiazania na cala nieograniczona plytg. Otrzymamy wtedy nieogranmiczona
~ pofaldowana w dwoch kierunkach warstwe plytowa. Na rys. 8 zaznaczono
dodatnie i ujemne kierunki obciazen i przemieszczen. Wydzielmy z tej
warstwy nowy obszar 0 < x < 24, 0 < y < 2b. Na obszar ten dziala 'obciqzenile
podwéjne antysymetryczne, ktére w nowym przesunigtym ukfadzie wspot-
rzednych (x,, y;) da sie roziozyé w szereg o wyrazach [sin 4; x; sin 4, v}
Calka szczegblna takiego obcigzenia bedzie speiniata inne warunki brzegowe.
Tak wigc na brzegu s tego obszaru wi(s)#0, M,#0, 0,=0, M,, = 0.
Jednak dla kaidej pary (m,n) wielkosci fizyczne na catym obszarze beda
obarczone wyznaczonym uprzednio wzglednym bledem. A wige dla obcigzenia
podwdjnie antysymetrycznego prawdziwe sa krzywe biedu podane na rys. 2-3.
Podobnic rozwazajac obszaty [~a<x<a 0<y<2b] i [0<x<2q,
—b <y <b] dojdziemy do wniosku, ze wyznaczone krzywe bledu sa po-
prawne, gdy na plyte dziala obciazenie symetryczne wzgledem jednej i anty-
symetryczne wzgledem drugiej osi wspblrzednych. ' 3

Kazde dowolne obciazenie dzialajace na plytg (rys. 1) da si¢ rozlozy¢
w szereg o czferech mozliwych kombinacjach funkgji trygonometrycznyc 1
Leys €41, [x 85], [85s €], [8x, 5,1 Ale wykazalismy powyzej, ze dla dowolnej
pary (m,n) blad wzgledny calki szczegolnej dla kazdej z tych kombinacji
bedzie taki sam. Doszlismy w ten sposdéb do ogdlnego wniosku, Ze wyzna-
czone przez nas krzywe bledu nie zaleza od rodzaju obciazenia oraz warunkow,
brzegowych. Sa to wice krzywe bledu informujace, z jaka dokladnoscia dla
danej pary (m, n) rozwigzania teorii przyblizonych sa zgodne z rozwigzaniami
scistymi. - ' ‘ :

Warunek (35) mozna napisa¢ w innej postaci [

(&) (i) (3
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gdzie

Powyzszy warunek wyzZnacza najwicksze stosunki wymiaréw h:a, i h:b,,
przy ktérych przyblizona teoria daje dla danej pary (m 7> My) Wyniki obarczone
mniejszym bledem wzglednym od zalozonego (np. 50%). Tak wigc para
(m;, n;) wyznacza najmniejszy element o wymiarach (2h, 2q,,, 2b,), dla ktérego
przyblizona teoria moze znalezé jeszcze zastosowanie. Para (ms, n;) wyznacza
wige gramiczng siatke podziatu calej plyty na takie ¢lementy.

Na zakonczenie nalezy podkresli¢, ze wyprowadzone w pracy zaleznosei
1 wnioski dotycza tylko zastosowania podwdijnych szeregdw trygonometrycz-
nych do efektywnych obliczen w teorii plyt. Wydaje sie jednak, 7e rzutuja
one w pewien sposob takze na inne przyblizone metody rozwigzywania takie,
jak pojedyncze szeregi trygonometryczne, najmniejsze wymiary elementéw
skoniczonych czy gestosé siatki W metodach rdznic skonczonych. ‘
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PE3wmME

O IPUMEHEHWH JIBOMHBIX TPHTOHEOMETPHUYECKHUX PAOB AJisi PACYUETOB
B TEOPUM TUIWT

IIposeaen amanns npumenerns ABOHHEIX TPRTOHOMETPHIECKMX PAMOE AJId sbderTaBHLX
PacueToB B Teopur nmur. Ha npmmepe HEKOTOPBIX 9ACTHBEX TDAHMYRLIY YeIoBmH onpejenesa,
. I m, f-0TO WICHA PANA, OTHOCHTEILHAS oumbra dmsnueckux u TEOMETDHYECKHX BETHIHN

SuMMARY

ON THE APPLICATION OF DOUBLE TRIGONOMETRIC SERIES
TO THE PLATE THEORY

The problem of application of double trigonometric series to effective calculations in the
theory of plates is analyzed. Using the example of certain particular type of boundary
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conditions. the relative errorr of the (m, m-th term of geometric and physical magnitudes is
determined by comparing the results of the technical theory and the Reissper theory with
the accurate solution known from the elasticity theary. This errorr is shown fo be independent
of 1he boundary conditions and of the lype of loading, A criterion is proposed which bounds
{rom above) the number of terms of the trigonometric series, depending on the type of the
approximate theory assumed. .
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