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TROJKATNE ELEMENTY CZASOPRZESTRZENNE
W ANALIZIE ZAGADNIEN FALOWYCH

MAREK WITKO WS KT (WARSZAWA)

W pracy sformufowano czasoprzestrzefi metryczna przez przyjecie pewnej szybkosel skalu-
jacej of czasn. Czasoprzestrzeri tg podzielono za pomoca siatki elementéw trojkatnych,
uzyskujac w wyniku rozdzielenie rownan metody elementéw czasoprzestrzennych. Algorytm
taki zastosowano do rozwiazania dwoch zagadnien brzegowo-poczgtkowych typu Picarda,
mianowicie propagacji fali podluine] w precie prostym i plaskiej fali walcowej w ofrodku
nicograniczonym.

1. WsTEP

Metoda elementdw czasoprzestrzennych, zaproponowana przez KACZKOw-
SKIEGO [1] i rozwijana w nastgpnych latach takZe przez innych autorow,
umozliwia proste przejicic od czastkowych rownan rézniczkowych dynamiki
kontinuum materialnego do ukladu réwnan algebraicznych, stanowigcych
opis osrodka dyskretnego. Takie przejscie jest charakterystyczne dla wszystkich
metod bezposredniego catkowania réwnan ruchu, do ktérych mozna zaliczy¢
takze metodg elementow czasoprzestrzennych. Cechg wyrdZzniajaca t¢ metode
jest charakterystyczna aproksymacia odpowiednich pol, bedacych przedmio-
tem analizy w calym rozwazanym obszarze czasoprzestrzennym. W szczegol—
noécl przemieszezenia mozna napisaé nastgpujaco:

L]

(11) “(xiax29x35t)=N{xiax29x3’t)qs

gdzie w jest polem przemieszczen, q wektorem wspotrzednych uogdlnionych
a N macierza funkcji ksztaltu, zalezna zaréwno od wspolrzednych prze-
strzennych xy, x,, x5 jak 1 czastu ¢

W innych metodach bezposrednicgo catkowania dokonu]e si¢ zwykle
aproksymacji typu R

(1.2) U (X, Xa, X3, 1= N(xg, X5, X3) ¢ {£),

gdzie macierz funkcji ksztaltu N zalezy tylko od wspotrzednych przestrzen-
nych, natomiast wektor @ nie jest staly jak uprzednio, lecz zalezy od czasu.

Kospr, lnsyn.
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wrez dobdr odpowiednich funkeji ksztaltu, nastgpnie zad8 po olrzymantu
pklady ewyczajnych rownan rozaiczkowych wzgledem czasu -—— na rozwia-
zania ich, przewaznie za pomoca réznych formul roZnicowych. Krytyczna
analiza metod bezpodredniego catkowania, uwzgledniajgca wspolczesny stan
badad, prredstawiona jest w pracy LanGera 1 KiaszrogneGo [2].

Zalela postepowania opnanego za pomocg wzore (1.2) jest mozliwosé
dyskrelyzacii przestrzeni i czasa za pomoca roznych formut np. przestrzeni —
metoda elementow skofczonych lub aproksymacja Ritza a czasu — metoda
rdznic skonczonych Mewmarka fub Wilsona. Algorytmy takie maja jednak
i wady, gdyz raz ustalony podzial przestrzeni nie moze by¢ juz zmiemany
w czasie, co stanowi dosé arbitralne ograniczenie narzucone na dyskretyzacig
crasopizestrzeni. Takze metoda elementéw ‘czasoprzestrzennych zwykle for-
ulowana byla w takim ujeciy, kt(’)_fé bedziemy nazywac stagjonarnym.
Pelny opis tak sformulowanej metody zawitra rozprawa KAcPrzyka 1 LEWiN-
sicao [ 37

Miniejsza praca podwigeona jest wskazaniu mozllwosm, jakie powstaja
w klasie zadafi dynamiki opisanych rownaniami rozniczkowymi czastkowymi
ivpu hiperbolicznego, jesli zrezygnuje sig ze stacjonarnosdci siatki, wprowa-
dzajqc elementy czasoprzestrzenne o bokach pachylonych do osi czasu.

7. TROIKATNA STATKA ELEMENTOW CZASOPRZESTRZENNYCH

Py konstruowaniu trOqutnych clementow czasoprzestlzennych W kto-
rych ‘oczywiscie co. majmniej jeden bok tréjkata musi by¢ nachy]ony do osi
czasu powstd]e pytdme Jak nalezy rozumieé ukosny brzeg clementu. Choé
moma ﬂq: pokuSiC o taka” mterprctaq@, lepiej przez wprowadzeme metryki

mmehymwac ‘Czasoprzestrzen, ktéra po fakim zabiegu moze byé dyskiety-
rowana jak zwykla euklidesowa przestrzen jedpo, dwu lub trmwymmrowa _

Zrnetryzowania czasoprzestrzeni mozna dokonaé w podobny sposéb jak
w zagadnieniach mechaniki relatywistyczoe] — przez wprowadzenie pewnej
szybkodel skatujace of czasu. W czasoprzestrzeni relatywistycznej role taka
pefni szyvbkod¢ Swiatla ¢, natomiast w zagadnieniach mechaniki technicznej
musi byé to lezba zoacrnie maiejsza ze wzgledu na inne zakresy predkosci’
rozwazane w kazdym z tych probleméw.

W ezasopizestrzeni technicznej przyjmijmy wigc howa, wyskalowanq w jed-
nostkach ddugosci 0§ czasu przez wprowadzenie zwigzku

2.1y _ Xy = St

wdzie s Jest szyblkoscia skali, dobierang w zaleznos$ci od rozwazanego ploblemu
Bardziej szczegdlowe informacje, dotyczace okreslenia czasoprzestrzem tech-
niczne], podane sa w pracy autora [4]
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Fhadajmy mozliwosé prrzystosowania siatki tréjkatne)” do rozwugzywams
zagadnien falowych, opisanych réwnaniami hiperbolicznymi, woktorychewy-
stepuja rodziny linii calkowych, zwanych charakterystykami réwnas, W ooy
padku propagacji fal, charakterystykami “sq predkosci - rozchodrenin wg
zaburzen, w zwiazku z czym wystepuja-dwa - obszary: rozwiazanin rownan
Przed frontem fali rozwiazania sa Zerowe, gdyz osrodek mnie ulega Zadnyim
przemieszczeniom natomiast za frontem moga istnie¢ rozwigzania niezerowe.
W oérodku jednorodnym, w ktorym predkosei propagacii sa stah: Oblﬂ.ét,m
charakterystyk w czasoprzestrzeni sa linie proste.

W przypadku fal toéznych typow, propagujacych si¢ z rbéZmyimi prgdkosn'
ciami, przed frontem najszybszej z nich takie nie pojawiaja” sie Zadne
zaburzenia. Dlatego te#, analiza dynamiczna nie musi obejmowal calego
ciala w trakcie trwania procesu, lecz moze si¢ ograniczy¢ tylko do obszaru
zaburzonego. Przykladowo, przylozenie impulsu osiowego W precie prostym
spowoduje powstanie fal podluznych (dylatacyjnych) rozchodzacych sig od
miejsca zaburzenia w dwoch kierunkach, co w czasoprzestrzeni dwuwymia-
rowe] przedstawi¢ mozna w postaci dwoch prostych (rys. 1), gdzie czgsc
zakreskowana obrazuje obszar niezerowych rozwigzan.

Tak sformulowany problem brzegowo-poczatkowy, w.ktérym warunki
na wartoéci funkcji narzucone sa wzdiuz charakterystyk réwnania, nazywa si
zagadnieniem Darboux (por. monogralie Krzyzakskigco [5], rozdz XI}
Widoczne jest, ze obszar niezerowych rozwiazan nie moze by¢ podzielony

X b

S

Rys. 1

AN 2NN 6 % Az A1
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7a pomoca stacjonarnej siatki elementéw, gdyz przynajmmnie) czedel przy
brzegach obszaru musza by¢ wypelnione trojkatami, badz elementami nie-
prostokatnymi. Z punktu widzenia sprawnoéci algorytmu rozwiazania, szcze-
golnie korzystne jest postugiwanie sie siatka trojkatma (rys. 2) W tym
przypadku, przy zalozeniu, ze w kazdym wezle wystepuje tylko jedna nie-
wiadoma, uklad réwnan metody elementow czasoprzestrzennych charaktery-
zuje si¢ trojkatna macierza wspdlczynnikow.

Budowa macierzy sztywnofci czasoprzestrzennej objasniona jest na rys. 3,
w odniesieniu do siatki z rys. 2. Liczby w pierwszej kolumnie oznaczaja
tu numery wezlow, w ktorych ukladane sa rownania, natomiast liczby
w plerwszym wierszu sa numerami niewiadomych. Postepowanie takie po-
zwala zatem rozdzieli¢ uklad rownan, gdyz z jednego rownania mozna
obliczyé jedna niewiadoma. Wydaje sig, ze na cechg ¢ pierwszy zwrocit
uwage ODEN w swej fundamentalnej pracy o metodzie elementéw skoriczo-
nych [6]. Zwigkszenie liczby stopni swobody w. weile tylko nieznacznie
zmienia algorytm, edyz wraz ze wzrostem liczby niewiadomych nastgpuje

4 78 |8 |42 |13 |1 15|16
T X
2| XX B
3 i X X
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Rys. 3
Xa A

Rys. 4
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identyczny wzrost ticzby warunkdéw a macierz uktadu staje sig quasi-trdjkatna,
poniewaz stopnie swobody w wezle moga by¢ spizezone (np. w zagadnienin
belki zginanej - ugigcie 1 kat obrotu).

Przedstawiony powyzej sposob postgpowania nie jest jednak cecha charak-
terystyczng zagadnienia Darboux. Okazuje sig, Zze takze w innych zagadnie-
niach brzegowo-poczatkowych zbudowanych na charakterystykach réwnania
np. w zagadnmieniu Picarda (rys. 4), gdzie prosta B jest charakterystyka,
a linia A pewna krzywa zorientowana czasowo, mozna powieli¢ to rozumo-
wanie.

Idac dalej tym $&ladem stwierdzamy, ze takze w najczeSciej wystepujacytn
w dynamice zagadnieniu Cauchy’ego, gdzie na krzywej lub prostej o orientacit
przestrzennej dana jest zaroéwno funkcja jak i jej pochodne (rys. 5), mozna
przy odpowiednim podziale na trojkaty uzyskaé trojkatng macierz wspol-
czynnikow. Na rys. 5 numeracja wezddéw wskazuje na kolejnos¢ uktadania
rownan.

=

P(t) p=const, EA=const |
Rys. 5

Trojkatna macierz uktadu rownan nie jest wige cecha zalezng od rodzaju
zagadnienia, a tylko od charakteru siatki. Zwro¢my jeszcze uwage na to,
7e cecha ta zachowuje sig, niezaleznie od tego, czy uklad réwnan jest liniowy
o statych, badZz zmiennych wspolczynnikach, czy tez nieliniowy.

Pewne zastosowania siatki trojkatnej w analizie drganh struny pod obcia-
zeniem ruchomym przedstawione sg w rozprawie Kaczxowskico [7]. W tej
pracy skoncentrujemy sie na przedstawieniu istoty algorytmu na przykladzie
rozwigzan dwoch zagadmief typu Picarda, w ktorych, zgodnie z sngestig
Odena, postgpowanic takie wydaje si¢ najbardziej naturalne.

3. FALA PODLUZNA W PRECIE PROSTYM

Rozwazmy zagadnienie propagacji fali podtuznej w prostym precie wspor-
nikowym poddanym dziataniu nagle przylozonej sily (rys. 6). Zadanic to
zostalo rozwigzane przy uzyciu prostokatnych elementéw czasoprzestrzennych
przez KaczkowskieGo [8]. Obecnie w rozwiazaniu wykorzystamy czaso-
przestrzenne elementy trojkatne dostosowane do charakterystyki réwhania. .

Roéwnanie rozniczkowe zagadnienia ma postad

9 u *u

(3.1) | FA ———A

axl atz +p - 0,
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.X:] :i

+ 1

’1.0 7 \g 5T

gdzic u oznacza przemieszezenie podiuzne preta, E modut Younga, A pole
przekroju preta, o gestosd masy oraz p obeigZzenie podluzne na Jednostke
diugosécei, : - . '

Tesli uwzglednimy fakt, ze predko$é propagacii fali podluznej wynosi

(3.2) ¢= \/ L -
) o

a rownanie (3.1) napiszemy W .czasoprzestrzeni metrycznej, to mosna je
przedstawic w_formie '

Pu 2y p

-2 TP
ot o EA D

(3.3)
.gdzie 5 oznacza predkosé skali, zwigzana z czasem zwiazkiem (2.1). Przyj-
mujac szybkosdé skali réwna ¢ otrzymamy lini¢ czola fali jako dwusieczng
ukiadu x, x, (rys. 7). Otrzymany obszar czasoprzestrzenny podzielmy teraz
na clementy trojkatne dwoch typow zgodnie z rys. 7. Macierze sztywnosci
czasoprzestrzenne] elementéw wyznaczymy stosujac standardowe postepo-
wanie znane z klasycznej wersji metody elementdw skoficzonych. o

Tak wigc macierz funkcji ksztalta dla trojkata (rys. 8) napiszemy w postact .

{34) . N= TA" {] X1 X4}_W,

gdzic 4 jest polem trojkata, a- macierz W zbudowana jest ze wspbhrzed-

nych weztéow C L SR -
a, ﬂj Clm ]

w: bf bj hm .

& (j' U |

n
=
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w ktorej przyjeto oznaczenia
4= x| X1

(3.6) | by = xi—x%,

Cp = X1 Xy,
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Zwigzki geometryczne majg strukture
0

6X1

é

[ E—

Ox,

37 £ = u = Ou,

zawicraja wigc wyrazenia na odksztalcenie linjowe i przeskalowana predkoéé
przemieszczenia.

Macierz konstytutywna sktada sie z prawa Hooke’a oraz zwiazku lacza-
cego predkosc z przeskalowanym - pedem

38 E=[EA —gAs*|,

" gdzie | | oznaczaja macierz diagonalng, 7
Po wprowadzeniu podstawienia s = ¢ oraz uwzglednieniu wzoru (3.2) otrzy-
mamy

(3.9) E=EA[l ~1]=EAL,

Macierz odksztalcei ma forme

1 fo1o0 1

zatem macierz sztywnoécl czasoprzestrzennego elementu trojkatnego wyrazié
mozna za pomocy wzoru

E
G.11) K=B"EB4 = M‘EAWTFTLFW.
Po podstawieniu do powyzszego wzoru wielkosci (3.5), (3.9), (3.10) otrzymamy

&

EA b —cf bibj~cie; bib,—cic,l|
b

(312) K"'—-"H bi bj—~ci C; bf—cjz b,] " Ci Cpyl .
bi bmwci C bj bm'_cj Crn bi_ci
Dla tréjkata 1 (rys. 7) zachodzi
(3]3) bi = 0, b, = 2(7, bm = —Za.
G=—2u, ¢ =0, ¢ =24

I macierz sztywnodci czasoprzestrzennej przybiera postad

‘ -1 0 1
(3.14) K,:EA— 0 1 —1].
2 1 -1 g
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Post¢pujac podobnie, dla tréjkata I1 otrzymamy

EA I -1 0
(315) KH:—“Y —1 0 ]. - *
0 1 —1

Warunki réwnowagi ukiada¢ mozna w wezlach obszaru cZasoprzestrzennego
postepujac podobnie jak w zadaniu statycznym. Uklad rdwnan dia fazy ruchu
przed dojsciem czoka fali do podpory, napisany jest w tablicy 1, gdzie
w kolumnach oznaczono numery niewiadomych, a w wierszach numery
rownan. Pierwszy indeks odpowiada wspolrzednej x,, drugl x,. Wyrazy wolne
pomnozone sa przez wspdlczynnik

2Pa
3.16 = .
(3.16) o=

Widoczne jest, ze macierz ukladu réwnan jest macierza trojkatna dolna,
nie wymagajacg dekompozycii.

. Tablica 1
11 12 22 13 23 33 14 24 34 44 15 25 3545| Q!
0| 1 T
il 1 ;
21 |-2 2 f
2|1 -2 1 2
2 -2 y) ' : )
12 -2 . 2
13 f -2 1 2
23 2.2 -2 2
33 -2 2 ' .
43 ) 2
14 1 -2 1 2
24 2 2 -2 2
34 1 -2 2 2
44 -2 2
Tablica 2
14 24 34 44 15 25 35 45 16 26 36 46 17 27 3747| ©
1511 2 1 2
25 2 -2 -2 2 . .
35 2 B, S 2 _ :
45 2 -2 p) -
16 1 _2 i 12
26 2 2 -2 2 ;
36 : 2 -2 2 oo
46 2 . =2
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Uklad rownan dla fazy ruchu po dojéciu czola fali do podpory zesta-
wiony jest w tabhcy 2. Zwrdécmy uwage na to, ze migdzy brzegiem x; = Xy
a brzegiem x, = 8a zachodzi zasadnicza roznica, cho¢ w obu przypadkach
przemieszczenia na nich sa zerowe. Pierwszy z nich, lezacy na charaktery-
styce rownania (3.1), jest brzegiem, na ktOrym narzucone sa warunki tylko
na sama funkcje, ale przy braku wigzow kinematyczaych mozna tu uktadac
warunki rownowagi dynamicznej. Jest to waima cecha zagadnienia Picarda,
‘prosta do realizacji przy trdjkatnej siatce elementow. Na brzegu utwicrdzo-
nym x, = 8a przemieszczenia tez sa zerowe, ale ukladanie roOwnan rownowagi
wymagaloby uwzglednienia nieznanych reakcji. :

Tablica 3

1 23 4 56 7
1| 1=23 4567
2 123456,
3 12 3 44
4 1222

Przemieszczenia obliczone na podstawie rownan z tablic 1 i 2 zestawione
sa w tablicy 3.

4. FALA WALCOWA W OSRODKU NIEOGRANICZONYM

Rozwazmy teraz zagadnienie rozprzestrzeniania sig plaskiej fali walcowe),
powstate] w wyniku naglego przylozenia obcigZenia, pokazanego na rys: 9.
W tych warunkach w ciele powstaje plaski stan odksztalcenia, czyli podobnie,
jak w poprzednimn przykladzie, pole przemieszczen zawiera tylko jedng
sktadowa. Od zrédia zaburzenia rozchodzi sig dylatacyjna fala walcowa,
ktorej rownanic dla ofrodka sprezystego napisane jest za pomoca nastgpu- -
jacego réwnania przemieszczeniowego (por. monografie Nowackmco [9],
s. 267):

g11 @ 8 u
4.1) (A42p) —— po [r —é;—(ru)]fg 5E T 0, 1
gdzie 4, p oznaczajq state Lamégo, r odlegloé¢ od osi walca oraz ¢ ggstosé
masy. ' '

Réwnanie (4.1) jest hiperbolicznym réwnaniem rozniczkowym czastkowym,
ktdrego analityczne rozwiazanie znane jest tylko w szczegdlnym przypadku
obciaZenia harmonicznego. Zastoswymy do rozwiazania naszego zagadnienia
podejscie podobne do opisanego w poprzednim przykladzie. Przeksztalémy -
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B -
r =
| —w]
|t~ el
[ —B=
ot -
lertg— —br
[ —5 .
gt ]
b ] %
b —a
- o
- v e
Lo —t]
2 g
e e
*_a__a_,t

i Rys. 9 .‘
|
!
réwnanie do postaci
d 1 2 52 2%u
42 —_— e (x 2T =
(42) , x4 [xl 0x; (1 u):l Ce? Ox? .

gdzie x; = r, s oznacza szybko$é skali, a ¢ jest szybkoscia rozchodzenia sig
fali dylatacyjnej, rowna

2y ‘E(lk)i’:
“3) C”J ¢ N aTi-2)¢

Przy ustalaniu siatki elementow czasoprzesttzennych stykamy si¢ z proble-
mem, nic wystgpujacym w poprzednim przykladzie. Uprzednio wszystkie
elementy przestrzenne mialy identyczng sztywnoéé, natomiast teraz sa wspol-
srodkowymi pierécieniami, dlatego sztywno$¢ ich maleje w miarg oddalania sig
od osi walca. W konsekwencji zawodzi sposob podzialu czasoprzestrzeni
za pomoca trojkatdéw prostokatnych rownoramiennych (przy s = ¢), gdyZ taki
podzial jest zbyt rzadki ze wzgledu na czas, co prowadzi do niestabilnosci
procest numerycznego. Niestety, dla statek trojkatnych brak jest ciagle
kryteriéw, pozwalajacych wyznaczy¢ granice stabilnosci czyli gramcznych
proporgji trojkatéw. Z tego wzgledu trzeba ustalié te proporcje droga prob,
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badajac zbicino$¢ rtozwigzamia przy zmniejszaniu wymiaréw elementow
w czasie. Okazuje sig, 2¢ w rozwazanym przykladzie juz przy stosunkn 1:2
proces staje sie stabilny: W konsekwencji takiego przyjecia nalezy rozpatrzyé
trzy typy elementéw trojkatnych, gdyz taka ich liczba jest niezbedna dla
wypelnienia catego obszaru czasoprzestrzennego, ograniczonmego z jednej
strony brzegiem walca, z drugiej za$ linia czota fali (rys. 10).

x4 |/
/
XVIL
p
—I’1
L XV
Luf XTIV
ME m,
™ P
i
Fod 74 X
M X
SR
Ll VI
-] 5 =+ S
] g i
b g 1
[ . v
bl 3+ A
o 24
~ <]
] 14+ % I
. @
L ! | | 1 | | .
= 0 2z 3 4 1 5 7 Xq
pal 20 | 2a | 28 | 2a |
A - = L G b
Rys. 10

Nalezy mie¢ na uwadze, Ze elementy tréjkatne sa przekrojami pier$cieni
z ktorych zbudowane jest czasoprzestrzenne cialo osiowo-symetryczne. Stan
odksztalcenia zawiera w tym przypadku trzy skladowe
(4.4) €= {611,822, 641}

przy czym &., oznacza odksztalcenie obwodowe.
Macierz operatorowa ma postac

- a1 i
43) aa:{ﬁzj S 6x4}’
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a macierz konstytutywna przedstawia si¢ nastepujaco:

E —v v 0
46  E=— |y 1y o |
A+ =2 s -2y
¢ E

.Macierz E przy zalozeniu s = ¢ mozna przeksztalcié do postaci

1—v v 0
v 11—y 0 )
0 0 —(1—v)

E
@7 k= i

Macierze funkgji ksztaltu sg identyczne z macierzami w zadaniu poprzednim,

to znaczy wyrazaja sie wzorami (3.4), (3.5), (3.6), ale macierz odksztalcen,

ze wzglgdu na strukturg operatorow (4.5} nie bedze juz stala. -
Jesli macierz odksztalcenn przyjmiemy w postaci

(4.8) . B=[B; B, B;],
to bloki jej beda mialy budowe

by
fi |

¢

b,
ﬁ—#bi;‘rciﬂ !
X1

1
: B, __ b
49) X, 24

24
G
Macierz sztywnosci czasoprzestrzennego elementu pierécieniowego o przekroju

trojkatnym mozna przedstawi¢ w postaci _
Kll KIZ K13

{4.10) K= JBTEBdﬂz K, K, Kyl ,
: o K31 Kiz Ky,

gdzie £ oznacza objetosd elementu czasoprzestrzennego.
Wspotczynniki macierzy sztywnodci, po uwzglednieniu objetoscl pierécieni
. moZna wyrazid za pomocg wzoru
nk
2% (14+v) (1—=2v)

J [(Lv) by b+ fi fi i ¢y

A

411y K

+v {(fi bi+b; )] xq dxy dxa.

Scatkujmy t¢ funkcje, stosujac trzypunktowa kwadrature Gaussa o réwnych
wagach. Otrzymamy

412y Ky = i " F
12 T AT A= & T
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gdzie wyrazenie pod znakiem sumy ma postaé
@.13) Fly= [ =) by byt fi s et v (£ b+ by f7] X4,

a f" fi", x1 oznaczaja wartosci odpowiednich funkcjii w punktach Gaussa.

Po wyznaczeniu macierzy sztywnosci kolejnych elementdéw czasoprzestrzen-
nych mozna przystapi¢ do obliczenia przemieszczefi. Podobnie jak w po-
przednim przykladzie i tu przemieszczenia ma linii czola fali sy zerowe,
co wystarcza do obliczenia z kazdego rownania po jednej niewiadomej.

Xy J}

= V
2% . ' .

24

10
g8
&
04
)
g1
01
01
1
02
0,2
21

22 =

20 -

18

16 I~

“ |-

12

10

Rys. 11

Na rys” 11 przedstawiono plan warstwicowy przemieszczen, przy czym.
rzedne warstwic pomnozone sa przez (1+v/E)/pa. Wodoczne jest, ze po
oddaleniu si¢ zaburzenia ugiecia na brzegu walca daza do pewnej wielkosci
stale}, ktora jest przemieszczenie wywolane dzialaniem obcmzema przyiozo-
nego w sposob statyczny.
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5. UwaGt KONCOWE

Zaprezentowane przyklady stanowily ilustracj¢ zastosowania metody ele-
mentow czasoprzestrzennych z trojkatna siatka. Zalety takiej siatki, ze wzgledu
na mozliwoséé rozdzielenia rownan, sa niewatpliwe, zwlaszcza Ze stosunkowo
prosto mozna analizowaé réine warianty zagadnien brzegowo-poczatkowych.

© Z uwagi na to zbudowany zostal program na maszyng cyfrowa, umozli-
wiajacy realizacje nie tylko zadan z elementami tréjkatnymi, lecz takze
czworofcicnnymi, niezbednymi w . analizie dzwigarow powierzchniowych.
Dos$wiadczenia -z takich badafh przedsiawione zostana w dalszych  publi-
kaciach.

Istotnym mankamentem metody elementdw czasoprzestrzennych z siatka-
trojkatng jest w obecnym stanie rozwoju brak jasno sformulowanego kry-
terium stabilnosci. Co prawda w praktyce takZe w zagadnieniach z siatka
stacjonarna, jak np. w klasycznej wersji metody elementow czasoprzestrzen-
nych lub w metodzie Newmarka czy Wilsona, nie latwo jest. korzystal
z kryteridw stabilnoéei, ze wzgledu na konieczno§ szacowania najwicksze)
czgstodci drgan wlasnych, lub badania dodatniej okreslonosci pewnych
macierzy.

W odroznieniu ¢d metod z siatka stacjonarna, gdzie badanle stabiinosci
mozna przeprowadzi¢ dla uktadu o jednym stopniu swobody, w przed-
stawione] metodzie ten sposdb zawodzi: Moina jednak spodziewal sig, Ze
w niedlugim czasie i ten problem zostanie rozwigzany.
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PE3OME

TPEYTONLHBIE BPEMEHHU-TIPOCTPAHCTBEHHGBIE 2JIEMEHTEL B AHANM3E
BOJHOBEIX 3AJAY :

B pafoTe copMyTHPOBAHO METPHHECKOE BPEMEHH-TTPOCTPANCTRO NYTEM [PHHATHA He-
KOTOpO# CKOPOCTH Ipagynpylomedl ock BpeMeHk, DTO BPEMEHH-TIDOCTPAHCTED DA3AEICHO IDH
TIOMOINH CETKH TPeYrOABHBIX 3JEMEHTOB, 1TONYHasl B PE3Y/IbTATe PARJEneHbIE YPABHEHHS, Ypas-
HEHUS METOJA BPEMEHH-IPOCTPRHCTBEHHEIX JneMenToB. Takoi anropuT™ NpHMEHEH & PEelICHIHIo
OBYX KPacBO-HauanbHbX 3amad Tena Iluxapa, HMEHHO PACHPOCTPAHEHHS NPONIBHOE BOSHLI
B TIPOCTOM CTepKHE M Tnockolf THIHAAPHIECKOR BOMHLL B HeorpaHuuenno# cpeme.

SUMMARY

TRIANGULAR TIME-SPACE ELEMENTS IN THE ANALYSIS
OF WAVE PROBLEMS

A metric tite-space is formulated by assuming a certain velocity to scale the time-axis.
The time-space is divided into triangular elements what results in separation of the equations
of the time-space element method. This algorithm is applied to (e solution of two Picard-type
initial-boundary value problems: propagation of longitudinal waves in a straight rod and-
of a cylindrical wave in an unbounded medium.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA
INSTYTUT MECHANIKI KONSTRUKCIT INZYNIERSKICH
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