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ZASTOSOWANIE OSOBLIWEGO ELEMENTU SKONCZONEGO W NOWEJ
DOSWIADCZALNEJ METODZIE WYZNACZANIA ODPORNOSCI NA
PEKANIE

WIKTOR GAMBIN (WARSZAWA), PAWEL LIPINSK],
GUY PLUVINAGE (METZ)

W pracy [4] zostala zaproponowana nowa do$wiadczalna metoda wyznaczania odpornosci
na pekanie zar6wno w warankach dynamicznych, jak i quasi-statycznych. W metodzie tej wykorzy-
stano standardowa probke CT o zmodyfikowanym ksztalcie. Aby metode mdc zastosowad w prak-
tyce, potrzebna jest znajomos¢ funkeii podatnosci nowej probki. W pracy niniejszej przedstawiono
obliczenie tej funkcji metoda elementow skoficzonych. W fym celu wprowadzono tréjwezlowy
element z osobliwa funkcja ksztattu, ktory umozliwia Scisly opis osobliwosci zaréwno dla materia-
16w sprezystych jak i sprezysto-plastycznych. Macierz sztywnoéci tego elementu pedana jest w spo-
50b jawny i nie wymaga Zadnych dodatkowych obliczeri numerycznych. Wyniki obliczei porownano
z analitycznymi rozwigzaniami opisujacymi pole naprgzen. Ponadto przedyskutowano roznice
pomigdzy funkcjami podatnoéei dla standardowej probki CT i prébki zmodyfikowanej,

1. WPROWADZENIE

Pole naprezenn i odksztalcen w ciatach sprgzystych w otoczenin wierzcholka
szczeliny sg polami osobliwymi i mogg byé opisane jednym parametrem, wspél-
czynnikiem intensywnosci naprezen K;. Krytyczna wartodé tego parametru, w prey-
padku plaskiego stanu odksztalcenia, nazywana odpornoéeia materialu na pekanie

- Kje, jest stala maleriatowa. Sposoby pomiaru tej wielko$ci opisane sg w normach
(np. [1]) 1 opierajs sig na wynikach badan linicwej teorii zniszezenia, Zgodnie z nimi
wprowadza sig wspélezynnik uwolnionej energii potencjalnej

(1.1) G= 72’

gdzie = oznacza energig potencjalng oraz g diugosé szezeliny. Dla probki uzywanej
w prdobie zniszezenia ¥ moze by¢ okreflone wzorem

12 _ 1 2({:lC)/
() ’ Q—E*P "3&" B,

gdzie P oznacza dane obcigzenie, C=4/P podatnod¢ probki, 8 przemieszczenie
rozwierajace szezeling (rys. 1), a B grubo§é proébki.
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Z drugicj strony wyprowadzony jest nastepujacy zwiazek pomigdzy # i K:
) _

7 (=),

gdzie E i » oznaczaja odpowiednio modut Younga i wspélezynnik Poissona. Z (1.2)
i (1.3) wynika, 7e wspolczynnik intensywnosci naprgzeni Ky okreSlony jest wzorem

. S P }/,BWE ac
(L4 K=%yw V 20— o

gdzie W oznacza szerokos$é probki.

(1.3) G=
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Rys. 1. Ksztalt probek WLCT iCT

Berwymiarowa wielkosé we wrzorze (1.4) nazywana jest funkcja podatnodei

| _ a ]/ BWE oC
- A=Vt 5
i jej wartoéé dla danego a/W jest stala dla danej probki.
Normy podajg funkcjg podatnofci standardowych prébek, ich parametry geo-
metryczne oraz warunki, w jakich powinna byé przeprowadzona préba zniszczenia.
Zatem jezeli znana jest krytyczna warto$é obciazenia P, to odpornosc na
pekanie K jest okreSlona formula

1.6 Pe_ Y( ¢ )
( .6} K= B ]/—W W/
2. ODPORNOSG NA PEEANIE POD WPLYWEM OBCIAZEN DYNAMICZNYCH

W praktyce inzymierskiej czésto wazne jést okreflenie odpornofci na pekanie
pod wplywem obcigzefi dynamicznych. W tym cclu wprowadza sig parametr pred-
koéci obciazenia

_dK;

[MPa y/ E/s] )
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W wiclu przypadkach parametr ten osigga warto$¢ 10° MPa ym/s. Dobrym przy-
kladem jest peknigta szyna kolejowa. Przy predkosci pociagu 300 km/h, K, jest
‘rzgdu 5-10° MPay/m/s. Ostatnio maszyny wytrzymaloSciowe o zamknietej petli
sterowania sq w stanie osiagnaé predkos¢ obeigzenia do K,=10* MPay/m/s. Préby
uderzeniowe na specjalnym oprzyrzagdowaniu zwigkszaja te granicg do wielkoéei
_ rzgdu 10° MPay/mfs. Aby osiagnaé wyzsze prodkodei obcigZenia, potrzebne s
| ' metody oparte na propagacii fali obcigZenia w badanej probee. Tego typu metody
zostaly zaproponowane na Uniwersytecie w Brown [3] oraz w Instyiucie Podsta-
wowych Probleméw Techniki PAN przez J. KLerAczKE [4]. W tej ostatnie] probka
obcigzona klinowym trzpiemiem umieszczona jest migdzy dwoma pretami. Klin
umozliwia dynamiczne zniszczenie probki przez éciskajaca falg podhuzng. Ksztalt
klinowo obciazonej prébki (WLCT — ,,wedge loaded compact tension™) i stan-
dardowej (CT — ,,compact tension”) pokazany jest na rys. 1.

Dla okrelenia Kj. przyjeto wzér (1.6). Z powodu nietypowego sposobu obcig-
Zenia 1 nowego ksztaktu probki WLCT wazne jest okredlenic jej funkeji podatnoéci
Y (afW). Wartosci tej funkeji dla réznych dhigosel szezeliny moga byé wyznaczone
numerycznie lub dodwiadezalnie przez obliczenie C=4/P, -

Podejécie doswiadezalne jest bardziej kosztowne i mnicj dokladne. Z tego po-
wodu zdecydowano sig na obliczenie metody elementéw skorficzonych.

3. ELEMENT Z OSOBLIWA FUNKCJA KSZTALTU

Z powodu duzej koncentracji pola naprezefi i odksztalcenn w poblizu wierzchotka -
szezeliny, zastosowanie standardowych elementéw trojkatnych daje niezadowala-
jace wyniki. Zachodzi to nawet dla bardzo drobnej siatki elementéw w otoczeniu
wierzchotka szczeliny. Z tego powodu dla tego typu zadafn budowane sg elementy
tréjkaine, ktdre umozliwiaja opis osobliwych pél naprezen i odksztalcedi. W pracy -
niniejszej zastosowano podejicie wywodzace sig z koncepeiji duzych elementéw [5].
Inne zastosowanie tej koncepcji, do obliczania wspdlczynnikéw intensywnosci
naprezenia bylo pokazane w pracy [6]. Nasze sformutowanie prowadzi do wynikdéw
podobnych do otrzymanych przez Blackburne’a [7]. Jednakse przedstawiony w ni-
niejszej pracy element ma macierz sztywnosci dana w sposéb jawny, bez potrzeby
numerycznego catkowania.

Rozwazmy element tréjkatny pokazany na rys. 2 o wierzchotkach Ny, N;, N,,.

Wspdlrzedne globalne tych wierzchotkéw w prostokatnym ukladzie wepdirzed-
nych x, y sg nastgpujace: (x4, ¥o), (x5, ¥,), (¥ Vi) Wprowadzimy cez lokalny ukfad
wspotrzgdnych p, 7, 0<p, n<<1. Wachlarz p-linii (#=constans) ma poczatek w wierz-
choiku Ny, ktéry odpowiada wierzchotkowi szczeliny. Wspéhrzedne lokalne wierz-
chotkéw tréjkata sg nastepujace: (0, 0), (1, 0), (1, 1). Zwigzki migdzy globalnymi
i lokalnymi wspéirzgdnymi dowolnego punktu we wnetrzu tréjkata sa nastepujace:

=%, (1= p)+3; p (L= )+ 1,

G.1) -
y=p, (1—p)+y, p L ~m)+p, o
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lub
x=x;+a P+bx P
3.2 P
( ) y=yi+ayp+bypn’ _
gdzie
(33) Ax=X;— Xi» by=Xp—Xj,

ay=Y;i—Vis b.s':ym"y!-

N; £
i,y

J .
0, 4j) g
Rys. 2. Kszfalt osobliwego elementu trojkatnego -

W notacji wektorowej quziemy‘mieli

G4 {’;}= {’;} (1ép)+{’;j} p (1~n)+{’;:} o
ub ‘

es Ll

Jezeli oznaczymy przemieszezenia wierzchotkow trojkata w kierunkach x i y przez
(e ), (uyy vy oraz (g, o), to wektor wszystkich przemieszczen wezlowych bedzie
mial postaé

(3.6) {8} =11, vis sy s Ummo q’;n}Tl'

Niech u i ¢ bedg skladowymi wektora przemieszezenia punktu lc'zé‘cego' Wewna;trz
trc’)_jkq_ta. Oznaczajac wektor przemieszczenia przez {u, ©}7, przyjmiemy nastepujacq -
aproksymacje pola przemieszczef:

@.7) {;“}= {”‘} a m¢)+{;’j} za —n)+{;‘:} &,

an
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gdzie
(3.8 o L=eph

Dla i==1 otrzymujemy linioWQ funkcje ksztaltu przyimowang w standardowych
trojweztowych elementach trojkatnych (pp. [81. W tym przypadku réwnania (3.4)
t (3.7) majg t¢ sama postac. Poniewaz dla materiaku spr@iyétego pole przemieszczen
w otoczeniu wierzchofka szczeliny zmienia si¢ wraz z odlegloécia. od-tego wierz-
cholka tak, jax pierwiastek kwadratowy tej odlegloéci, przeto wspdtrzedne (p, 1)
w (3.4) powinny by¢. przetransformowane do-y/p,nw (3.7

Tak wigc osobliwo§é pél naprezen i odksztalcen w przypadku materlalu spre-
zystego moze by¢ opisana przez przyjecie 1=1/2. C

Rozwasmy teraz material sprezysto- plastyczny Ze WIZmoctieniem opisanym
WZorem Ramberga,—Osgooda ‘

(3.9) ="  e=e,

gdzie o1 ¢ ozuaczaiiq od'powiedm'o“ el‘(wiwalenthc’:naprqienie 1 odksztalcenie, ¢ staly
materiatowa i n, 0<n<1 parametr wzmocnienia. Rice i Rosengren [9] pokazali,
1

ze dla tego typu materialéw skladowe odksztalcenia maja osobliwoS¢ typu p THn,
S ‘ L
Dla n=1 pojawia si¢ przypadek spr¢ysty z osobliwoscig p . Z drugicj strony
jezeli pole przemieszezeh jest typu p*, to pole odksztalcer jest typu pA=1, C
Zatemn proponowana funkc_]a (3. 7) moze byc zastosowana dla materiatu Ram-
berga—Osgooda, jezeli :
1

. n .. '
A= —,
(3.10) Trn> O<id< 3

Ukiad Wspolrzgdnych é’, , { =p* quzw przy_]gty _]ako Nnowy lokalny ukfad
wspolrzednych, zwiazany z ukiadem globalnym zwigzkiem

S e M A L

Wektor malych odksztalceft jest nastepojacy:

Sxx u x
- (3.12) {ep=le, =1 2,
: : Pxy LR

W lokalnym ukladzie wspdtrzednych &, » ﬁlamy

U el xtupn s
G130 {‘9}': (RIS A N >
Gl o : U e é,y‘l‘u;nﬂ,y+9,'5€,x+v,nﬂ,x .
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=l e-msicge
=l erlife

W celu obliczenia pochodnych & 4, ..., #,, ZaUWaimy, e

l - € x 6 - y -X
3.15 1% i 1 N o
(3.15) 9s [ﬂ . ] det [J][_y,e N ]

s ¥

gdzie

(3.14)

.

gdzie [J] jost macierza Jakoblego odwzorowania (3.11),

I»—

(ax+bxﬂ)4‘" » Aby f A
(3.16) ms["’-f x-n]:
Yoe Vo 1 7—1 .;_
S @b nEr, m |
oraz P
(3.17) S C det[J]=7p2“""24"
dla
(3.18) ZA det | x, x; xp|=a.b,— b By o i
Y1 Yi ¥m

bedacego podwéjnym polem elementu tréjkatnego.
Przy]mujqc aproksymac}f; (3 7) w(3.12) i wprowadzajqc (3 8), mamy o
(3.19) o Ag=0B1{s},
gdzie _ o ‘
11 [=28,, O, Jg 0, =fifib, O
0 ] 1bx9 j;; 0. ;f;c_llbx |
Ab,, —Aby, '—ﬁn fy, fo—Aby =,

620 [B]=2 .

dla ! o
(321) f;c=fx (’15 '?)=aw+bx [;“"l_” (1 - ’1)] ’
h=ty hy=aet by (=21
i {8} okrelonej wzorem (3.6). . ' :
Dla A=1 macierz [B] jest znang stala macierza elementu tréjkatnego z liniowa

funkcja ksztaltu. W tym przypadku {B] jest niezalezne od p, # (op. [8]. Dla A=1/2
otrzymujemy maclcrz_[B] nowego elementy osobliwego, z osobliwoscig spreZystego

7
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i
pola odksztatcen typu p 2. Dla 0<1<1/2 otrzymujemy macierz [B] dla materialu

Ze wWzmocnhieniem opisanym zwiazkami (3.9) z osobliwoscia pola odksztalcen typu
1

pri= p_ﬁ?__
W dalszym ciggn zalozymy, Ze wekior napreZenia
O
(322 ' {o}=l0,1,
0',1,

zwigzany jest z wektorem odkszialcenia ﬁrawem Hookea

(3.23) - {g}=ID1{s},
gdzie {D] jest macierza spreZystofci.
Macierz sztywnosc1 elementu _]est nastqpujqca

(324)  [K]=W f f [BI" D1 (8] det ) d dy=24W f f [BY" [D] 81 pdp i,

gdzie W jest gruboscia elemeniu, 24 dane jest wzorem (3.18) i [B] wzorem (3.20).
Caikujac (3.24) wzgledem p, otrzymujemy

W
(3.25) [KI=—7 f BT (D] [B') o,

gdzie macierz

—ib,, 0., £ 0, —f;+ﬂ“brs 0
(3-26) [B']m 0, ;'b;: _ 0 > _f;w 0 » fx_
' Ay, —Aby, ~fe. £y Fa—Aby . —fy+4b,

dla f; oraz £, danych wzorami (3.21) jest liniowa wzgledem #. Calkujgc wzgledem #,
otrzymujemy ostatecznie

W
(327) K= ([31]T [DY[BJ+% [B,17 D] [B;1+ 4 [Bo]" [D] [Bs1+ 3 [B,1" [D] [Ba]

44%

gdzie _
(3-28) [B1]=[B’]|n:m [Bz]=([B'}”[Bil|n

4. OBLICZANIE FUNKCH PODATNOSCI DLA PROBKI WLCT

W celu obliczenia odpornodci na pikanie K¢ przy_]qto nastepujaca reguk roz-
ktadu sit (rys. 3) we wzorze (1.6):

) Fc
@1 P=

?

2tg (g +arctg ,u,)



P F
2tg(pz+tg y)

72 ' ¥

Rys. 4. Rozklad sit dzialajaeych na probke WLCT
{40}
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gdzie F, oznacza silg Sciskajaca klin, § kat nacigeia prébki oraz p wspdlozynnik
tarcia pomigdzy klinem a prébka. Podstawiajac (4.1) do (1.6), otrzymujemy kry-
tyczng warto§¢ wspdiczynnika intensywnoéei naprezen

4.2) Kie= Fe Y( a)
. § Folu _'W" .
ZB]/P_V tg (~§+ aic tg ,u)

Przedstawimy szczegoly obliczenia funkcji ¥, Wszystkie obliczenia byly wykonane
dla trzech #=0,0; 0,1 oraz 0,2,

Przyjeta siatka elementdw skonczonych pokazana jest na rys. 4. Sg tam 272
elementy z 316 stopniami swobody. Wokét wierzchotka szczeliny umieszezono 8
osobliwych elemenidw trdikatnych: Funkeje podatnosei, jak réwniez pole przemiesz-
ozefi, odksztalced i naprozen obliczono dla 8 réznych dhugosei szczetiny, funkcje ¥
aproksyniowano nastgpujgcym wielomianem:

EAIOREA UL S A LR LA S EA S
(4.3) YW=AOP_V_ —I-AIW —l—AzW +A3-H7 —I—A4—u7 .

Wspélezynniki tego wiclomianu dla p=0,0; #=0,1 oraz #=0,2 s3 nastgpujace:

n Ao Ay A, As As
0,0 - 12,7459 138,474 —357,673 446,958 175,262
0.1 —14,0418 147,627 -—384,913 479,136 —189,571
0,2 —17,0004 168,741 —~447494 553,184 —222422

Jezeli znana jest krytyczna wartoSé F i dhugoéé szczeliny a, to réwnania (4.2)
i (4.3) z odpowiednimi wspSlezynnikami Ay, ..., A4, Umozliwiaja wyznaczenie kry-
tycznef wartosci K.

5. DYSKUSTA WYNIKOW I WNIOSKI

Gléwnym celem pracy bylo zbudowanie takich osobliwych elementéw, ktdre
umozliwiaja opis osobliwodci szczeliny z wystarczajacy dokladnoscia. Ze wzoru
{3.20) wynika, Ze zmiany pola odksztalcent i pola napreZzefi wzdluz promienia bieg-
nacego od wierzchotka szczeliny sg opisane w sposob scisly. Na rys. 5 pokazano
Zmiang naprefen 6y, 0,, OTaZ oy, na okrggu o Srodku w wierzchotku szczeliny.

Naprezenia unormowanc wzgledem wartofel oy}~ preyimujae jako p, 6 wspol-
rzgdne ukfadu biegunowego. Linie ciggle na rysunku przedstawiaja teoretyczne
wartofci naprgzefi, a punkty dyskretne -—— wyniki obliczen numeryczaych. Zauwa-
Zamy wystarczajaco dobra zgodnos§¢ wynikéw.

" Otrzymane wykresy funkeji podatnofci ¥ (a/W) pokazane g na rys. 6. Na ry-
sunku tym moZemy tez poréwnaé funkcje podatnoSci prébki WLCT dla trzech
_wartofci wspdlczynnika tarcia z funkcjg podatnosci prébki CT.
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[ /0yyjg.0

.~ Rys. 5. Naprezenia Gue: Gy Tar — dane teoretyczne i wyniki obliczen numerycznych . .-

Ya

Cap |-

10 —

I - . I . 1 . [ L. - L L
a4
) 137 . a6 o7 7 I?.B a /W

"Rys. 6. Funkeje podatnodei dla probick WLCT i CT

Mozemy zauwazyé, ze funkcja ¥ maleje, jezeli stosunek F/P; wzrasta. Zatem:
wrrost sity Sciskajacej F, czyni probke jak gdyby sztywniejsza W poréwnanii z prob-
ka CT. Inna przyczyna powodujaca réznicg pomigdzy funkcjami ¥ dla prébek’
WLCT i CT jest rézny sposéb okxeflenia dlugosel szczeliny.. - .
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Zgodnie z rys. 1 diugo$é ta dla prébki CT jest mierzona od wierzchotka szczeliny
do punktu przecigcia z osig obciqzema probki, ale przemieszezenie d Jest mierzone
na konicu nacigcia probki. Dla probkl WLCT powyZzszy punkt przecigeia i miejsce
pomiaru przemieszczenid 4 zna_]du_]q sig W tym samym punkcie, to jest na koficu
probki.
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TIPEMEHEHHE OCOBHOI'O KOHEYHOI'O DJEMEHTA B HOBOM
SKCIIEPHMEHTAJIEHOM METO/IE OHPEL[EJIEHH’I;C’I‘ OYIKOCTH HA PASPYHRIEHWE

B pabore [4] mpenmoxeR HOBEIA SKCOEPHAMEHTANEBHBI METON[ OpEHEISHES CTOMKOCTH HA
paspyiicHUe TAK B FHHAMHYCCKHX, KaK ¥ KSA3MCTATHYCCKER YCIOBHMAX. B 5TOM Merome HCOOIm3c-
BaE CTaHIapTHEI o6pasen CT ¢ mormdunpposannoi dopmoi. Yrobsr Meron MoREO GHIIO EpH-
MERATE Ha WPAKTEKE, HeoOXOMEMO 3HATS (YEKIEN HOKATIHBOCTH HOBOTO, 00pasna. B HacToameit
paboTe npescTaBNeHst PACIETH 3TCH QYHKIAH METONOM KOHSYHEIX HIeMEHTOB. C 3TOH HENbio
BEEACH TPEXysJOBEE 3NeMeHT, ¢ 0co00# (ymxnucii dopMLI, KOTOPLIH FaeT BOIMOXHOCTh TOYHO
* OIHCATh OCOOEHHOCTE Tak IS YIPYIAX MATEPHAIOR, KAK H A% YOPYTO-IIACTHMCCKEX, MATEPHAIIOB,
- Marpuia ecTKOCTE 3TOrO 37eMeHTA IPHBENEHa ABHEM 00PA30M X HE Tpebyer HHRAKAX JOWOI-
HUTENLHETY THCIICHHRIX PacieTos. PesyleTaTh pacieros CPABHEHEH ¢ ABAETHYECKAME DelIeHIMH,
'ancx.malomm\m rione Hanpmxenuit, Kpome sroro ofcyiuena pasHuua Mexny GYEKUHIME OO~
na‘rmocm g cragpapraore obpasua CT #@ MOTEPENAPOBAHHOTO OGpasua.
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SUMMARY

APPLICATION OF A SINGULAR FINITE ELEMENT IN THE NEW EXPERIMENTAL
METHOD OF THE FRACTURE RESISTANCE DETERMINATION .

Tn paper [4] the new experimental method has been proposed for determination of the fracture
resistance under dynamic and quasi-static conditions. In this method the standard CT specimen with
2 ‘modified shape is used. For practical applications of the method a knowledge of compliance
function of the new sample is necessary. To this end the three-node element with a singular shape
function is introduced ; this enables an exact description of singularities for elastic as well as elastic-
-plastic materials, The stiffness matrix of the above element s given in an explicit way and. no
additional numerical calculations ‘are required. The resulis of calculations are compared with the
analytical solutions for siress ficld, Moreover, the differences between compliance functions for
the standard CT specimen and- the modified one are discussed. v

POLSEA AXADEMIA NAUK X
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW -TECHNIKL °
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