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FUNKCJE NAPREZEN W SZESCIOPARAMETROWE) TEORII POWLOK

ZENONRYCHTER (BIALYSTOK)

W ramach teorii ]mtowe_] rozwazono- réwnama révmowagl powlok posiadajacych szesé
lokalnych stopni swobody [3-8]. Przedstawiono parametryczne rozwiazanie ogdlne tych réwnan,
wyraZzoneé za pomocy szefciy funkc;u naprezen,

1, WsTgP

Rozwigzanie ogohle liniowych, chnorodnych rownan réwnowagi w teorii
powlok mozna przedstawié w postaci parametrycznej, wyrazajac sily wewngtrzoe
przez funkcje naprezen. Funkcje takie zostaly znalezione [1,2] w teorii tréjpara-
metrowej (opartej na hipotezach Kirchhoffa-Love’a) oraz teorii pigcioparametro-
wej (znanej jako teoria Reissnera lub Timoszenki), w ktérych kazdy punkt §rod-
kowej powierzchni powloki ma odpowiednio trzy i pigé l_okalnych: stopni swobody,
réwnania za$ rozwigzujace sa 6smego i dziesiatego rzedw. Struktura réwnaf réwno-
wagi jest w obu teoriach identyczna, a wiec sity wewnetrzne wyraZaja sie¢ w nich
w ten sam sposcb przez cztery dowolne funkcje naprezefi. W teorii szefciopara-
metrowej, o réwnaniach dwunastego rzedu, powstajace] przy zalozenin liniowego
rozktadu wektora przemieszczenia na grubosci powloki [3-8] funkcje naprezefi
nie zostaly dotychczas podane; jest to przedmiotem niniejszej pracy. Rozwazamy
dwa warianty sit wewnetrznych, niesymetryczne i asymetryzowane w sposob za-
pewniajacy spehnienie algebraicznego réwnania réwnowagi. Rozwigzanie ogdlne
jednorodnych réwnaii réwnowagi teorii szeScioparametrowej wyrazamy za pomoca
szeécm dowolnych funkcji naprezefi.

2. NOTACIA. PARAMETRY GEOMETRYCZNE POWEOKI

W tréjwymiarowym obszarze powloki wprowadzamy uklad wspdirzednych
normalnych {x% z}, w ktérym linie wspéirzednych x®= fx?, x?} tworza krzywoli-
niowg siatkg na §rodkowej powierzchni powloki T, okreélonej rownaniem z==0,
a linie wspétrzednej z sg proste i prostopadie do powwrzchm v. Indeksy przebiega-
Jace zbidér wartosei {1, 2} tworzymy z liter alfabetu greckiego. Dla pél skalarnych,
wektorowych i tensorowych zaleznych od {x%, z} podajemy explicite tylko argument
z. Pola pojawiajace sig bez argumentu nalezy traktowaé jako. zalesme od x*
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Wielkoéci geometryczne powloki mozna okresli¢ za pomoca wektora wodzacego
¥ powierzehni §rodkowej 7, ktdry generuje zwiazki [1, 6, 719]

(21) A gu=r,z§dr/dx“‘, g'ﬂ ) ga=a£9 g3 e Eap gdeB:-
(22) Z2.:3—%: Ep» ba,(r:gm,fi * Eas Emﬂ=]/E €ap
(2.3 gzdet (ga-,g), 811=€zz=0: €12~ —321'31 -

okre§lajace wekiory bazy lokalnej g, styczne do 7, wektory bazy dualnej g?, delte
Kroneckera 62, jednostkowy wektor g5 normalny do g,, skfadowe Zup, buss fus pierw-
szego i drugiego tensora metrycznego oraz tensora permutacyjnego, gdzie przecinek
( ), oznacza pochodng czastkows, kropka (+) iloczyn skalarny a krzyzyk ()
iloczyn wektorowy. Wymienione wielkosul czynig zado§¢ m.in, nastgpujacym TOW-
naniom: :

€. X B==Eyp B35 €3 X Bu=Eup gﬂa gaclp:baéﬁ g3,

249
Bajp™ —bﬁ ) ad gz[.ﬂ':()n i 'Plaﬁ=0 s

pozytecznym przy przechodzeniu od zapisu wektorowo-tensorowego do notacji
indeksowej, przy czym przez ( ) |, 0znaczamy powierzchniowa; pochodng kowariant-
na W metryce g & @ jost dowolnym polem skalarnym na powierzehni 7. Wzor
na catkowanie przez czgfci bedzie nam potrzebny w nastgpujacej postaci:

l(2.5) fo’“ Waia da=—f N[y w, da+fN"“ w, 1y ds,
% T d

gdzie pola N** i w, sa dowolne, a ny oznacza jednostkoWy wektor zewnetrznie not-
malny do krawgdzi dv powierzchni 7.

3. PODSTAWOWE ROWNANIA TEORIE SZESCIOPAR AMETROWES

Kluczowym zaloZeniem prowadzacym do réwnah rozwazanej teorii powlok jest
[3-8] przyjecie liniowego rozkladu wektora przemieszczenia na grubosci powloki:

G.1) V (&) =W 2B = (2% gt (w*-+26%) 85

W ten sposéb kazdemu punktowi srodkowej powierzchni powloki zostaje przypi-
sanych sze$¢ lokalnych stopni swobody w% w3, f% 3, co uzasadnia okreslenie teorii
jako szefcioparametrowej. Dodajmy, Ze poza przyijeciem powyiszego rozkladu
przemieszezeft nie bedziemy dale] czynié 7adnych uproszczen.

Ze frodkowa powierzchinia powloki zwiaZemy nastepujace miary deformacji:
(32) ‘}"a.ﬂ:waw—" ol Wa: _ y3u=5a+w3,a+bz Wy, ‘ 'J/SS:ﬁS:
. xmﬂ"_“:‘ﬁajﬂ"_baﬂ 183: H3g = ﬁ'.’:,a. .
Zwiazki (3.2) wynikaja z liniowych réwna laczacych deformacje z przemieszczeniami
tréjwymiarowego kontinuum (por. np. [91), W kt6rych przemieszozenia zastapiono
rozkladem (3.1). Tensory odksztalceri blonowych ¥, i zmiany KrzyWizny %,z s&
niesymetryczne. Dla ;=0 zwigzki (3.2) upraszczajg sig do znanych zwigzkow
teorii pigcioparametrowej [91. : L
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Sity wewngtrzne definiajemy na drodze energetycznej, jako wspolczynniki przy
deformacjach w poniZszym rownaniu pracy wirtuainej:

¢3) [ (V2 pug -2 g kN2 gy M syt M 13,) da=0,

odnoszacym sig do powloki nieobeigzonej. Mozna pokazaé, [9], ze wielkoéci N2,
N3, M" sy wypadkowymi i momentami napreZefi w przekrojach poprzeczaych
powloki. Sity N33, M3® reprezentujg samozréwnowazone uklady naprezen, pomi-
Jjane w teoril tréj- i pigcioparametrowe]j. Podstawiajac do réwnania (3.3) wyrazenia
(3.2), calkujac przez czgéei zgodnie z (2.5), odrzucajac calki po krawedzi srodkowej
powierzchni powloki Ot i przyréwnujac do zera wyraZenia podcalkowe stojace
przy przemieszczeniach w% w?, §% §2, znajdujemy jednorodne réwnania réwnowagi:
Nﬁalﬂ_b: NSvﬂo’ Nﬂa|a+baﬁ NB“=0, MB"lf;——-Na“zo
M3, by MP*—N3=0, g, (NP8 M**)=0.
Specyficzne dla teorii szeScioparametrowej jest tylko réwnanie (3.4),. Pozostale
réwiania sg znane w teorii tréj- i pigcioparamet:owej. Algebraiczne rdwnanie réw-
nowagi (3.4); nie wynika z zasady prac wirtualnych, lecz jest konsekwencja symetrii
tensora naprezenia [9]. Tworzae Ze sktadowych sit wewnetrznych 1 tensora krzywizny
nasteptijace wektory

(3.5) Ne=N" g, N¥%g,, Mv=e, Mg, b=e"b,g,

(3.4)

mozna za pomoca 2.'\7\J'iqzk61éar (2.4) przeksztakcié réwnania réwnowagi (3.4) do zwartej
postaci wektorowo-tensorowej:

(3.6) NY=0, g xXNe+M,=0, M| |b, Mr—N33=0,

4. FUNKCIE NAPREZEN

. Prosta struktura réwnan réwnowagi (3.6) zezwala na bezposrednie odgadmgc;e
Ich rozwigzania ogolnego w nast@pu]qcej postaci parametrycznej:

@.1) Ne=e el Me=s (ﬁ|.ﬁ+gﬂx_(P)>
' Me=etylptult,  N3—b, Mi=ps,

Przy czym podétawiajac {4.1) do (3.6) nalezy pafniqtaé o zZwigzkach (2.4). Prawe
strony zwigzkow (4.1) zawierajg, dwie skalarne w, u i dwie wektorowe funkcje naprezen
o skladowych

@42 o= o* goer7 g;, O=0"g,-|-0%g,.

Podstawm]qc do (4. 1) wyrazema 3.51 ¢ 2) oraz wykorzystu;[qc (2.4} otrzymujemy
skladowe zwxaqzkow {4.1):

. NOo=gh (@ml "ba )9 N3zt (¢3i3+bvﬂ %),
@.3) o M= SB" (Oyjn— by 6 tem 97),  M¥ = ylptpl®,
N33 -4 B2 07y~ 0,15+ (55 B —03 ) 0°,
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Wzory te przedstawiajg parametryczne rozwiazanie ogolne rownan rownowagi (3.4).
W rozwigzaniu (4.3) wystepuje osiem funkcji naprezed ¢% @3, 0% 6%, y i p, jednak
nie wszystkie funkcje moga by¢ przyjete dowolnie. Mianowicie ze wzoru (3.5)2
i waranku g, - g*=0 ‘wynika, ze M*: g3=0. Podstawiajac tutaj wyrazenie (4.1);
otrzymujemy .

4.4 . (%= G,m (83|a+bw ),

a wiec ostatecznie mamy tylko szesé niezaleznych funkcji naprezen, tj. o3, &, 893,
w i u. Odpowiednio wzory (4.3); » przyjmuja, po wyeliminowaniu z nich ¢* za po-
moca (4.4); postaé :

NP g [ (63, 4-bys 00— BE %],

(4.3) : b |
N3e==g® [@3|g+byy & (6°],+bus )]

Zaleino§é geometryczna _

“46 ' & by, byy 07=2" Op1y, | o
poprawna dla dowolriego -wektora 6°, pozwala na przeksziatcenie wzoru (4.5);
do postaci

(47) o 7 N31= af ['Paiﬂ+5yn (bﬂ? len"l'"ﬂﬁlny)] )

poizytecznej przy wywodzie réwnan nierozdzielnoéci 7 zasady prac wirtualnych.
Ostatecznie wzory (4.3);_s (4.5) i (4.7) przedstawiaja poszukiwane rozwigzanie
ogllne réwnan rownowagi teorii szeScioparametrowej, wyraZzone za pomocg szesciu
dowolnych funkcji naprezef.

Sity wewnetrzne w teorii sze$cioparametrowej mozna zsymetryzowad w sposob
analogiczny do stosowanego w teorii tréjparametrowej [0}, Zauwazmy, Ze wielkosci

(4.8) Nos=Reb=Ntoi b2 MY, M=M=} (M*- M%)

sg symetryczne, pierwsza na mocy algebraicznego réwnania réwaowagi (3.4)s,
druga z definicji. Korzystajac z (4.8) i (3.4); preeksztalcamy réwnania réwnowagi
(3.4)4, 2,4 do postaci o
ﬁﬂﬂlﬁ_Zb: M“'B*n—b:w ﬂvﬂ-:(), B
09y byy 5 BEY8--bg BP0, M A-byy M7 —N?=0, |
w ktérej wystgpujg tylko symetryczue sity wewnetrzne. Podstawiajac wyraZenia
(454 1 (4.3); do wzoréw (4.8) oraz uwzgledniajac znany zwigzek algebraiczny
& =g gt gt g8 otrzymujemy
fYom=[ghe (B 6°4- 031+ 07] 1, — (B 0°) 1*— (5 6°) 1~
(4.10) — 63 1%y (b7 BE— b 1) 67,
=g O, —3 OOt B
przy czym nietrudno spostrzec, Ze prawe strony powyzszych wzoréw sg symetryczie:
wzgledem wskasnikéw e, 8. Wzory (4.10) wraz z (4.3),, 5 przedstawiajg parametryczne
rozwiazanie ogélne réwnafi réwnowagi (4.9). Zauwazmy, Ze W rozwigzaniu tym-
nie wystepuje funkcja naprezen ¢°. :

(4.9
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PezmwmMe

OVHKIUW HATIPSDKEHI B MECTUNAPAMETPUUYECKOM TEOPUN
OBOJIOUEK

Paccmarpusaercs IMBeHEAA TeOPEA 0DOMOYEK, OOHAMAIOIIAX IMECTBI0 MECTHBIME CTEICHSME
cBOBOMIE TOUeX CpeREHEOH moBepxHoc, B pabore momydeHo ofure peIeHAs OXENPOMHBIX. Ypa-
BHEHWH PABHOBECHS, B KOTOPHIX TOSBNAGIEH MNICCTh NPOEIBONBHEIX (YHKIEN HANPLKENvi,

SuMMARY
STRESS FUNCTIONS IN A SIX-PARAMETRIC SUELL THEORY

A linear theory of shells posessing six local degrees of freedom that results from assumption
of linear distribution of the displacement vector across the shell thickness is dealt with. A general
paramettic solution of the homogeneous equations of equilibrum of the theory in terms of six
arbitrary stress functions is found.
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