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: © - SPREZYSTOSCI DLA PASMA ORTOTROPOWEGO “

RYSZARD W O JN AR (WARSZAWA)

ortotropii nie pokrywaja si¢ z kierunkami brzegéw pasma. Wyprowadzamy relacje quasi-ortogo-
nalnodei w znaczenin Papkowicza dla rozwiazad préblemu jednorodnego pasma. Mastepnie wyko-
rzystujemy tg relacje do zredukowania liczby czlondw w wyrazeniu na wartacie energil prosto-
katnego wycinka pasma. ‘Okazaje, sig w szezegblnoded, o watriacja nie zalezy explicite od stalych

Rozwazamy zadanie lintowej -teorii sprezystosci dla jednorodnego: pasma ortotropowego: Osie

sprezystoscl fug i Pzs.

L Wemge

jednorodnégo, ktére w piasiczyinfe X, y zajmuje obszar |x| <co, —1< y<l,
+ Brzegi.y=x1 pasma sg swobodae, znika wige na nich skladowa normaina

Rozwazamy klasyczne zadanic teorii sprezystofei dla pasma 6rtotropow¢gq

i styczna tensora maprezénia,

A e (a e =05 oy (5 Py 4, =00 |
FABLE [1] oraz PAPKOWICZ [2] preyjeli funkcjg Airy’ego dia pasma w postaci
szeregu wykfadniczego. - : ‘

A2 s o= fg),

przy czym 7, sa w ogdnoéei stalymi zespolonymi, kiére stanowig rozwigzania réw-
nania przestgpnego, typu réwnania wiekowego, £, () zaé sa funkejami zespolonymi.

Posta¢ (1.2) funkcji Airy'ego implikuje nastepujacy ksztalt warunkéw brze-
gowych (1.1): ' T :

a3 AGED=0, £ (£)=0.

h PAyKO\{rlcz_ [2] (pordeaj tez [3]} zwrdceit nadto Uwage na nastgpujacy zwiazek
pomigdzy rozwiazaniami f; o réznych wskaznikach $, zachodzacy dla pasma izo-
tropowego

w J &G =2 2 fy=0
~1

zwany warunkiem uogdlnionej ortogonalnosei lub quasi-ortogonalnogci. -
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Warunek (1.4) wynika z warunkéw brzegowych (1.3)1z réwnania rozniczkowego
(1.5 S22 £+ 2 =0,

ktére uzyskuje s‘¢ z réwnania biharmonicznego na funkcje @, po rozdzieleniu
w nim zmiennych za pomoca podstawiznia (1.2).

Cuol i HorGAN [4] vogdlnili warunek (1.4) wskazujac, ze dla pasma ortotro-
powego «w osiach», tzn. gdy o§ geometryczna pasma jest zgodna z jedng z osi otto-
tropii, spelniony jest warunek

1
(1.6) [ dy B 5 fe' = B2z 27 3 £ f)=0-

Zgodnie z konwencjonalnymi oznaczeniami [5] f11 i fan 52 wsp(’)}czynnikamiﬂ po-
datnofci sprezystej odpowiednio w kierunku x 1 y. :

2. QUASI-ORTOGONALNOSC PRZY DOWOLNYM UKIERUNKOWANIU OSI ORTOTROPII

Rozwazamy pasmo ortotropowe, ktdrego o geometryczna nie pokrywa sig
z adna z osi ortotropii. Wtedy funkcja f, spelnia nastgpujace réwnanie roZnicz-
kowe (por. np. [4])

Q1) B S 2B6 A fiil+(2ﬁ1z+ﬁﬁs) R L7 42806 22 S, - Baa A5 £5=0.

Mnozymy réwnanie (2.1) ze wskaZnikiem 5 przez A2 f,, to samo za§ réwnanie
wziete ze wskaznikiem r przez 22 f.. Odejmujemy tak otrzymane réwnania stronami
i catkujemy w przedziale (-1, 1); catkujac nastgpnie przez czefci trzy pierwsze
czlony réwnania, z wykorzystaniem warunkéw brzegowych (1.3), znajdujemy

22 f Ay {—Bua Q2L =22 F V2806 4 A (A S o= e S SO
256 22 R s f] fim3r S} FyHBaz 32 B2 (G220, £}=0.

Spostrzegamy jeszcze, calkujgc przez czgéei, Ze na mocy warunkéw brzegowych
{1.3) zachodza réwnodci

‘ ) 1 1 ‘
(2.3) f &y (1 1 +1] £)=0, f dy (F] £ +1 £)=0.

_Calkujqc jeszcze przez czqsm Wyraz ze w3polczynn1k1em B11 W réwnaniu (2. 2) oraz
korzystajac ze zwiazkéw (2.3), znajdujemy nastepujgce uogolnienie warunku otrzy-
manego przez Choi i Horgana:

1 12 2 .
(24) f dJ’(ﬁnf f +2.316 1 P f f +2ﬁ26 i 2 frf; P2z )vf lngrfs)=0n
-1

Oczywifcie zakladamy, ze 1,72,
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3. ENERGIA ODCINKA PASMA

Energia spr@zysta zawarta w odclnku pasma migdzy x=0 a x=L wynosi
fdx fdy O &y
lub po zmianie calki powierzchmowe] na calk@ po konturze I' rozwazanego obszary
E%—;—fdra,j " n,,
r

gdzie ¢;), w; 1 #; sy odpowiednio skladowymi tensora naprezenia, wektora pr"ze-
mieszezenia i wektora normalnej zewnetrznej do kenturu I”. Uwzgledniajac spe-
cyfikg tego konturu oraz jednmorodne warunki brzegowe (1.1), mamy

, L
(3.1 o E=y f dy [0y ut oy, 0]k

Przy tym, zgodnie z definicjz funkcji Airy’ego,
(3.2) oy=2Re 3 e™M7f’,  g,=2Re M i e M3 [,

s

1, .
u=~—2Re Z e=h¥ (ﬁu 'ﬂ_f; B2 A fit-Bi S, )‘|‘01 (),
(3.3) *
v=2Re Z ™R (Bua Sy +Baz 2 fibBas AeS)Hea (),

& (N=ap+b,, cy(x)=—ax+b,;
symbole a, by, bz — stale oraz

1= demn— ()”—fdxa ()

Ponadte ‘f; oznacza funkc_]g.plemotnq funkcii f;:
fi=[fdy.

Zauwazamy przede Wszystklm e na mocy warunkdw brzegowych (1.3)
(34) f dy Oy cl=0: f dy ax}' CZ:O 5
-1 . -1
co jest wynikiem banalnym, gdyz ruch sztywny ukfadu nie ma wplywu na warto§é
jego energii wewngtrznej.

W wyrazeniu na energig¢ znikaja réwniez, ze wzgledu na wynikajacy, z warunkd
(2.3) antysymetrie we wskaZnikach r i 5, wyrazy z czymnikami #;i, 1 B,4; a wicc

1
(3.5) Iig=~Pi6 fdy oy 2Re Z e~hax
) -1 8

e i
3.6) Le=fr [dyog2Re D oA £
; -1 5
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Rzeczywilcie, oznaczajac gwiazdkg funkcje sprzezona do danej funkeji zespolonei
i korzystajac z warunku typu (2.3),, latwo jest pokazaé, ze

116——:3162 2 f dy (e~ 1, +e = [) € ] T
skqd

(3.7 ' I s=0.
Podobnie na mocy warunku typu (2.3)y
(3-8} 126 =0.

Stad energia sprezysta wynosi L
I « 1 R 1, '
B==- 23: M{ dy | — o5 2Re je™ ¥ By, Zfs +Bi2 A fi)f +
. . .
+0cy 2Re {enl’fx Brz f, B2 11,;2 ’f;)}] .
- - . . 1)
Dalej zauwazamy, ze na mocy warunkéw brzegowych (1.3)
1 1 1 - 1
[ s fi=— f b f [dhf==fd it
-1 ’ ' — : -1 : -1
Pozwala to zapisaé energxq: w postac1 ‘

39 E—~2 Z fdy[ Bi1 2Re (e~ Mf )2Re(71~e"““‘f )

+284, 2R (e % /') 2Re (1, €= ')~ Bz 2R (e™4* 1, £ 2Re (32 e-'*sxfs)] :

]
4. WARIACIA FUNKCIONALU ENERGII
Wariacja funkcjonatu energii sprezystej E moze by¢é przedstawiona [6] w postaci
SE=— [ dyug doym
r
lub dla konturu naszego prostokatnego wycinka pasma
1 1
@1 sE=— [ dylu doul;.
: - ,
Mozna pokazaé, [7 i 8], ze funkcje f; sa postaci

(4.2) f=2Z, ¥,

gdzie Z; oznacza stala w ogdlnosci zespolong “oraz ‘P-—Z‘e et @7 ¢ w, stale

i=1

N -zcspolone zaleZne tylko od Wlasnosm sprezystych pasma.
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Korzystajac z (4.2) oraz z (3.2) i (3.3), mamy
@4.3) so,=2Re 3 Zie~* ¥, s0,=2Re Y Z ke ¥,
- &

gdzie Z, oznacza wariacjg stalej Z,.
Ponadto

V 1 s ! I )
u=—2Re 2 Zse-;'sx(ﬁn ”"E“’" VY, 4812 A st Pis 5”.;)"1‘01 ),

{4.4) '
p=2Re 2 Zoe M= (f1, !P;-!-ﬁzz As "Wt Bas As Po)tea (%)

WprowadZzmy dla skrécenia zapisu oznaczenie
4.5) Cey=e (x)=e=M ",
Wtedy

T ’ 2 ,’* £ e - _ re
4.6) SE= 2 2 _j dy[ Z, e ¥, +z, e ¥ ){Zsex(ﬁn T yfs +

1 )
+ﬁ12 A ‘—ps"i“ﬁzs 4 )+ (511 l* W*”—Hsm '1 Y’ +B1s P, )}"‘

+(Z 1 er 97 '*“Z'* l W*') {Z €y (ﬁlz W +1322 /12 'Ws+ﬁzs A !PH“
Z* e* (512 W*’+ﬁzz n 'lp + 26 )* SF’ }

Funkcje ¢, () i ¢, (x) ze wzgledu na (3.4) zostaly opuszczone. Na mocy warunku
uogdlnionej ortogonalnodei (2.4), antysymetrii (2. 3)1 oraz zaleznosm (4.2) migdzy
f, a ¥, znajdujemy, Ze

@7 fdy( Bie qf” ¥y tBas e 1 P, PI=

1{1 1 ' . y a2
=57 _{ dy (B W, V. =B A2 22 W, V).

Jednoczeénie, ze wzgledu na warunki brzegowe, majg miejsce zwigzki
1 1 . 1
(4.8) fa'ysv o= fdy w! ., fdy'?fs‘Pr’:— fdy‘I’,?’s.

Analogiczne do (4. 7) i85 zw14zk1 zachodza oczywiscie Téwniez dla par (SP’, . 97, X
CAL M RR T

' Zw1qzk1 typu (4.7) pozwalaja przedstawi¢ wyraz w wyrazeniu na 6E zamera_]qcy
skladniki z czynnikami 45 i f26 przez sktadniki z czynnikami £,y i B2 Zwigzld
typu (4.8) pozwalaja doprowadzi¢ do dalszej redukeji wyrazow w wyraZetiin na JE.
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Tak wigc wyrazy podcalkowe, zawierajace iloczyn pary funkcji- ¥, i ¥, oraz

iloczyny par ich pochodnych, redukujg si¢ do pastgpujacego wyrazenia:
S I 3

(4.9) Z.eZ,e, _2— (At - B W ¥, ¥ +2812 ¥, ¥~ Bazdeds W, W, 0"

Wyrazy zawierajace np. parg funkcji ¥ i W, oraz ich pochodne otrzymamy
z wyrazenia (4.9) po zastapienio w nim wielkosci Z,, 4., e,, ¥,, ¥, i ¥, pizez od-
powiednie wielkoéci sprzezone. ' \ B

W koficu znajdujemy, Ze

1 oo

co 1 1 .
(410)  oE=—-2Re 2‘ ) { dy [z, Zs e ey 5 (ArtAgx

X(“ﬂuﬂ" Y, W 2, W, W —Ban h A P, 5?3)_1_

L 24 L 1 * l LI L W ! #® # 5

+Z¥ Z, e e37(3,+z,)(-ﬂ11ﬂ P 2B, TN W B AW WE)L.
T

Jest widoczne, Ze podobnie jak we wzorze (3.9), nie wystepuje tutaj fi5 i Ba6(").
Do otrzymania (4.10) istotne bylo zastosowanie warunku uwogdélnionej ortogonal-
nobci (24). - : .

Wzér (4.10) moze byé wykorzystany przy rozwigzywaniu pewnego konkretnego
problemu brzegowego dla prostokatnej ortotropowej tarczy, w kidrej osie orto-
tropii nie pokrywaja sig z kierunkami brzegéw tarczy.

)

PODZIEKOWANIE

Praca niniejsza wyrosta z tematyki badad, ktére prowadzilem w Institut de
Meécanique de Grenoble, gdzie moglem pracowaé dzigki Zyczliwosci Profesora
A. SAWCZUKA. Profesor J. P. BorHLER byl zZarazem -imicjatorem tej tematyki jak
i kierownikiem prac prowadzonych tam przeze mnie, Za wprowadzenie mnie w tg
tematyke skladam Mu tutaj wyrazy wdzigeznosci.

- Panu Profesorowi Jozefowr lonaczaxowr dzickuje serdecznie za zyczliwe
uwagi krytyczne dotyczace powyzszego zagadnienia.

DODATEK DO PUNKTU 4

Zalezno$¢ wariacji energii od ukierunkowania osi ortotropii ukryta jest we
wspolezynmikach 815, 42, 22, Pes Oraz w pierwiastkach réwnania charaktery-
StYCZDEgo ey,

Niech Byy, Bys, By, i Beg beda stalymi elastyczno$ei w ukladzie osi wiasnych
ortotropii, £2; za§ pierwiastkami réwnania charakterystycznego w ukladzie tych osi. -

) Por. Dodatek
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Oznaczmy kat migdzy pierwszym kierunkiem gléwnym ortotropii a osia x, pokry-
wajgeq sig z osia geometryczng pasma, przez p. WprowadZmy oznaczenia skrétowe
§=By1~+B3;, r=B;;—B.,, B=2B,,+ B,

Wtedy 5]

1 : 1 1
B =-§-s(3—f~cos 4¢)+~2— rcos 2¢+TB sin® 2¢,

1 .
ﬂlz =B12 +E (S'—B) S.i]lz 2?’, :
1 1 1
Bas = ¢ (3+-cos 4q9)—-5 ¥ cos 2€0+TB sin? 2¢p,
' Bss=Bes+(s—B)sin2¢.

Mozna tez napisaé
| r g-—-1
@ = arc cos ——1,

s—B g1

gdzie g=p,:/B2s. Ponadto
sin p4-£2; cos @

T cos p—@,sin g ’ i=1,2,3,4,

w;
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Pezwwme

KBA3WIOPTOIrOHAIEHOCTE OJHOPOJHLIX PEIIELIALL
JVHEHHOW VIIPYI'OCTH JJ1A OPTOTPOHHOM TI0JIO ChI

PaccMaTpusaeM samady TRHEeHHON TCOPHH YNPYTOCTE Ui OAHOPOTHOH OPTOTPOMHOIM HOJIOCHL,
O oproTpommME Be COBHATAIOT C HANPABICHWAMY I'DAHAL TONOCHL. BBIBOIHM COOTHONICHHE
; KBR3HOPTOTOHANEHOCTY, B CMBICHS TTankoprra, Ay permmeHmEi 3axawn ONHOPOMHOH DONMOCHL. 3aTemM
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BCOONB3YeM 3TC COOTHOLNGHHWE [/IA PEIyKUMH KOREYeCiBa WISHOB B BEIDAXCHHH JUIH BapAaan
SHEPIHE TPSMOYTOILHOTC CEKTOpa OIOCH. OxasEBaeTcs B YACTHOCTH, WTO BaDHAIMA HE 3aBHCAT
SBEEIM 00PazoM OT MOCTOSHHEI YNPYIOCTH fié B fze.

SUMMARY

QUASI-ORTHOGONALITY OF HOMOGENEOUS SOLUTIONS OF LINEAR
ELASTICITY FOR AN ORTHOTROPIC PLATE STRIP

Linear elastic problem for a homogeneous orthotropic Strip is considered. The axes of ortho-
tropy do not coincide with the edges of the sirip. The quasi-orthogonality relation is introduced,
in the sense of Papkovi&, for the solution of the problem of & homogencous strip. This relation
is then used to reduce the number of terms in the expression for the encrey vatiation of a rectangular
strip element. In particular, the variation is shown to be explicitly independent of the elastic con-
stants fis and fa.

POLSKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

Praca zosiala zloona w Redakcji dnia 10 czerwca 1983 r.






