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MODEL MATEMATYCZNY MECHANICZNYCH HIPOTEZ PELZANIA .

EUGENIUSZ MIELESZK O (BIALYSTOK)

Dla jednoosiowego stanu napreZenia zaproponowano uogdlnienie hipoiez pelzania w postaci

d® (f (e, 1) of (o, s)
ct?(t»:(t_))_ J. F G0 5 dr,

gdzw s=t~t albo 1—w zalczuosm od WP}ywu hlstoru obmazema na proces pelzama Sto—
sujac operator potegowy. & (X) X*w proponowanej hipotezie mozna opisaé' pelzanie roznych
materialéw. Réwnania pelzania klasycznych'hipotez sa szczegdliymi prrykladaml uogo!mo-
nego réwnania fub jego przyblizeniami.

1. WPROWADZENIE

Brak ogolne; teorn opisu zjawisk reologlcznych spowodowal powstame
wielu réznych hipotez pelzania oraz ich wariantow. Ogolne réwnanie pelzania
w jednoosiowym stanie naprezenia jest zwigzkiem naprezenia, odksztalcenia
1 czasu w postaci funkcji [1]

(L.1) CF(0,6,8,py,p5, ) =0

gdzic p; oznacza parametry, np: e, { g (o) de.

W' zaleznoéci od wyboru argumentow réwnania (1. 1y otrzymamy TOZNe
hlpotezy petzania. Do oplsu pelzania stopow metah oraz tworzyw stosowane
58 hlpotezy, ktore mozemy podzieli¢ na dwa szory hlpotezy bez pazmgci
i hipotezy 7 pamigcia (z dz:[edzmznosma) _

: Klasycznyml przykladann hlpotez bez pamlqm sq:

“hipoteza starzenia '

(12) Flo,2,0=0,
hipoteza ptyniecia '
(13) S  F{g,8=0,

hlpoteza umocmema Odqvasta _ .
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hipoteza umocnienia Rasornowa [1]

(1.5) p={glo)de,
hipoteza kombmowana [2]
1.6) F(5,6,8, )=

Do zbioru _hipotez dziedzicznodci: -nalezy_hlpoteza Rabotnowa
| (1.7) qa(s)=(jfcr(1:)K(t—"c)dt,

i Rozowskiego

l(1.8)' _ | £ = (jjt[;(d (L) R (t-7) dr.

W zastosowaniu budowy réwnanfi konstytufywnych pelzania w postaci
(1.1) napotykamy czgsto na trudnoéci przy wyborze hipotezy i wykazaniu
i€ Jednoznacznosm okreflenin zaleznosci funkcyinych wystepujacych w roéw-
naniu, wyznaczeniu stalych, rozwiazaniu zbudowanego rownania rézniczko-
wego lub catkowego.

Do opisu peizania wielu tworzyw, Z powodu braku adekwatnych rownar,
dokonywane sa modyfikacje 1 uogdlnienia hipotez [3 i 4]

‘Dla ominigcia wymienionych trudnoéci przy budowie rownan konstytutyw-
nych w pracy przedstawiono odmienne od’ (1.1) uogolnienie, ktore wynika
z czysto formalnych matematycznych przeksztaicen roOwnania opxsu]acego
pelzanie dla statych napr@zen . :

2. UOGOLNIENIE HIPOTEZ PELZANIA

Idea mechamcznych hipotez pelzania polega na tym, Ze zjawiska reolo-
giczne, jak pelzame przy niestacjonarnych naprezemiach lub relaksaci¢ na-
prezef, opisuje si¢’ na podstawie . danych zaczerpmgtych Z. pelzania przy
stalym napreZzeniu. Warunkiem komecznym poprawnosci réwnania konsty-
tutywnego (hipotezy) bedzie zgodnosé rozw1azanla 7 danymi dosw1adczalnym1
pelzania przy stalym obciazenin. Wynika stad, ze wyjéciowym réwnaniem do
budowy hipotezy pelzania powinna byé zalezno§é na odksztalceme pelzama
przy stacjonarnych naprgzenlach w postam

2.1) &)= f(o,1).

Na podstawie analizy budowy rownan podstawowych hlpotez pelzama
(1.2)41.8) latwo wykazaC, ze rOwnania te mozcrny otrzymac 7e zw;qzku
{2.1) dokonujac nast¢pujacych operacii: :

1) przeksztalcenia funkcy_]nego (operatorowego) obu stron réwnania
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2.2) PE@)=2(f(0,9):
) rézniczkowania wzgledem czasu obu stron réwnania (2.2) przy stalym
naprezeniu; -

3) do wyznaczenia odksztalcefi, przy zmiénnym naprezeniu, wykonujemy -
operacje odwrotne.
Na przykiad dla operatora @ (X) o wiasnoéci

@3 - P2(fle.)=SE)t,
otrzymamy '
24 di(g) i = 5 (a).

Jesli @ (X)= X to jest hipoteza plynigcia (13). Dla @ (X)# X moZemy
napisa¢ réwnanie (2.4) w postaci hipotezy Odqvista (1.4):

(2.5) B £=5(c) o),
hipotezy Rabotnowa (1.5)
(2.9) £=S8(c) ¢ (e) =S (o) ¥ (0) 9 (p),

gd7ic ¥ (0) @ (5) = ¢ (&), p = g (0} o — { g(0)de dla o = const.
. 4]

Jezeli @ (t) zmienia si¢ w sposob ciagly, to krzywe odksztaicenja pelzania
bedace rozwigzaniami réwnan (24)-(2.6} pokrywaja si¢, natomiast sa rozne
dla skokowej zmiany naprezenia.
Stosujac powyisze przeksztalcenia pa réwnanin (2.1} moZzemy napisaé
uogolnione réwnania hipotez w nastgpujacej postaci:
t

@.7) (1) = f di}f:’;)ﬂ) TC 4,

]

gdzie s = (t—1) albo 1, odpowiednio dla hipotez dziedzicznoéci albo hipotez
bez pamieci. _

Zmieniajyc operator & w rownaniu (2.7), dla danego programu obciazeri
otrzymamy rézne krzywe pelzania. Mozna dobra¢ taki operator &, dla
ktérego krzywa wyznaczona z réwnania (2.7) bedzie optymalnie przyblizata
.dane doswiadczalne, '

3. OPERATOR PELZANIA

' Ze wagledu ma to, 7o doSwiadczalng funkcie (2.1) mona presditawic
za pomoca roznych klas funkgji, dla kazdej klasy istnieja operatory @,

ktére réwnanie (2.7) sprowadzaja do wybranej hipotezy.
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W praktyce ta roéznorodno$é operatorow jest pozorna, poniewaz mamy
jedng zalezno$¢ funkcyjna, a rozne wzory emp1ryczne ktore te funkcje
opisuja.

Krzywe izochroniczne I okresu pelzama spelma]q na ogo} Wlasnosc
podobienstwa [1], tzn.

(3.1) flo,t)=5{e)v (1)

- Dazac do dokladnego opisu danych doswmdczalnych pe{zanla funkc]Q S(o)
‘i v{t) przyjmujemy w na;rozmaltszych postaciach od prostych do bardzo
zlozonych [4].
- Nalezy stwierdzic, ze dane dosw1adczalne wystarczajaco dobrze przybhza]q

funkcje potggowe w postaci
G2 7 s()= aaﬁ = :

Rozpatrujac zagadnienie dobotu operatora QD uogolmoncgo rownania (2 7),
latwo przekonaé sig, Zze dla wzoru (3 2) uniwersalnym operatorem jest
operator potegowy

(3.3) ¢ X)=X", p>0.

Uwzgledniajac (3.2) i (3.3), ﬁogélnidqemu réwnaniu (2.7) nadamy posfaé

1

- s
Gy = f"% =
. 0 -
Jezeli L ,
(35) o)=Y (o;~0, 1)H(f J, 1’;—:0 0=t <t <,
i=0,1,2... : : .

to dla s = (t—r) is=1z wzord (3 4) otrzymamy odpowiednio

(3.6) ) g(t {Z Jﬁp_o.ﬁp tﬁt)“pH t—t,) }1/p
oraz ‘ L
37 o= {3 (f—of2 ) 9~ 1) H (=}

Na rysunkach 1 i 2 przedstawmnb rodziny krzywych, okrelone réwna-
niami (3.6) i (3.7) dla réznych wartosci Wykiadmkéi'p przy a= 1 a=1/3,
f=2,6=1,t,=2 '

Na rys. 1 przedstawiono krzywe nalezace do pewnego zbioru hipotez

dziedzicznosci pe(0, 1/a), rozszerzonego na hipotezy umocnienia. Jedli p = 1,
. s 1
to otrzymamy krzywa wg hipotezy Rozowskiego; jeshi p = 1/f = 7 to krzywa

wg hipotczy RaBotnowa; aw granicy= p_—#»O krzywa wg hipotezy starzenia
1 wreszeie dla p=3 krzywa wg hipotezy umochienia Odgqvista.  Krzywe:
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p=10

p=3

p=2

[ el 1)

&foy,t) p=06
. =

0 T - 2 3

Rys. 1. Krzywe pelzania wyznaczone na podstawiec hipotezy dziedzicznoici dla @ (X)=

L |
////,
5 P« p=17
/// = p=5
B . g
4 - p=3
sont] 7
| , - pez
| L
| // L £(5y,61,07,1)
. L / €(0p,61,t) ’
/ Y : =
: =05
E(th } s === ;g—d'f
1
&g, 1)
0 4 2 3 IS »

Rys. 2. Krzywe pelzania wyznaczone na podstawie hipotezy umocnienia dla & (X) = X*

zbioru hipotez umocnienia przedstawiono na rys. 2: p=3— Qdqvista,
p=1—dla hipotezy plyniecia.

Dla potwierdzenia tezy, ze rownanie (3 4) przy s=1 jest uogolnlemem
hipotez umocnienia, przedstawiono na rys. 3 i 4 krzywe wyznaczone na
podstawie hipotez z parametrami umocnienia Rabotnowa i kombinowanych.
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Rys. 3. Krzywe petzania

0

0.
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!
| == ElGg,01,1)
r=Z
=1
/4 r=05
£ r=i1
F
5(6220,'”
1 2 4 ?_

nowa g= {'o"de
[}

wyznaczone na pedstawie hipotezy z parametrem umocnicnia Rabot-

1 .
£fogt) L7
» : —
. // -5
. - 3;4 :
. L/ p=3
’ -~
// p=2
L
V4 {0y, 01,02,1)
/ 5{50'61,“ p=1
/ .
-/ o
=05
£{og, 1}/
e(gp=0,t}
1 2 3 -t;

Rys. 4. Krzywe pelzania wyznaczoﬂe na pédstawic hipotezy kombinowanej & = ga? gf? gloppp1

Jezeli parametr umocnienia Rabotnowa przyjmiemy w postaci =~

i
p={ade,
2
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to przy uwzglednieniu (3.2) otrzymamy

(3.8) : é = galie ghlz—ril—1/a) pl _'1,ra‘l
Hipotez¢ kombinowang napisano w. postaci

(3.9) &= aaP ghr g1 -7 =1

Réwnania rozniczkowe (3.8) i (3.9) dla podanych wczesniej wartodci®
liczbowych . parametréw i przy réznych wartoéciach r oraz p rozwiazano
_ humerycznie. Blad przyblizenia rys. 3 i 4, na koficu przedziaty catkowania,
nie przekracza wartoéci 0,1. ' .

Na podstawie analizy wykreséw na rys. 3 i 4 oraz z poroéwnania ich
z rys. 2 mozna stwierdzié, 7e¢ dane dofwiadczalne okredlone za pomocg
wzorOw (3.8) lub (3.9) bedg opisane réwniez wzorem (34).

Jezeli pelzanie przy stalym naprezeniu jest okreslone za pomoca  'wzoru
roznego od wzoru (3.2), to dla uzyskania z uogdblnienia (2.7) klasycznej
hipotezy trzeba odpowiednio dobraé operator. Wiasnosci takiego operatora
bedg zblizone do wlasnosci operatora potggowego (3.3); podobnie jak w roz-
patrywanym obszarze zblizone sa wlasnosci réznych funkcji opisujacych te
same dodwiadczenia.

Reasumujac powyzsze, mozna stwierdzié, Ze prostym i jednoczesnie ogo6l-
nym operatorem réwnan konstytutywnych pelzania (2.7) jest operator pote-
gowy (3.3). Stosujac ten sam-operator do opisu petzania réznych tworzyw,
przypiszemy kazdemu staly materialowa p bedacy wykladnikiem - operatora
potegowego. o ' e -

Nalezy zaznaczyé, Ze rownanie (2.7) z operatorem (3.3) nic uogdinia
wszystkich istniejacych hipotez pelzania. Inny przebieg od przedstawionych

- krzywych pelzania przy zmiennym naprezenju beda mialy krzywe dla innych
rodzajow operatora @. Na przyklad dla operatora !

P (X)= X/o",
réwnanie (2.7), przy uWigl@dnieniu (32} i s=1, sprowadza si¢ do hipotezy
MaLININA [5].

dt®
T dr.

’ t
_ r B-r
e=ac (t)f Olg
J

4. WNIOSKI

1. Przedstawione réwnanie pelzania jest uogélnieniem réwnah znanych
hipotez oraz zbiér ten w sposob ciagly rozszerza. |
2. Dla uogoélnionych hipotez dziedzicznosci i umocnienia wystarczajaco
ogdlnym i prostym operatorem jest operator potegowy. '
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3. Zalety przedstawionego wogdlnienia jest mozliwos$¢ przyblizonego wy-
starczajaco doktadnego opisu danych doswiadczalnych i uzyskania rozwigza-
nia w postaci analitycznej.

4. Stosujac operator potegowy do opisu pelzania réznych tworzyw mozna
dokona¢ ich klasyfikacji przez przypisanie stalej materiatowej p, bedacej
wykladnikiem potggi operatora. '
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Peazto M E
MATEMATI/IUIECKAH MO,.T_IEJIL MEXAHI/IIIECKHX FHHOTE3 HOJBYIIECTI/I

s OIHGOCHOTO HANPSIKEHHOTO COCTOSHHA LPEANONokedo o6oGlienns rumores nonay—
HECTH B BHJE YpABHEHH:

: ) ( f(a, 1) af(a,s)
Q(“’(‘)}.“J A sl
o e _ .
Ti¢ §=!—1 Wi 7, B 3ABHCHMOCTH OT BJHEAKAS HCTOPRH HATPYXREHUSA HA MPOIECE NOJNIYUECTH.
TMpumengs crencitioll omeparop @ (X)= X7 p npeasaracmoll THIIOTE3E, MOKHO OmHMcaTh
NOJI3YHECTh PAIHBIX MATEPHAIOB. Y PABHEHWS HON3YYECTH COTJIACHO KITACCHYCCKMM IHIIOTEe3am
BISFOTCA YACTHRIME NpEMepaMi 0GOOINEHHOTO YPABHEHHSN MM €70 TPHONIKCHIAMA.

SUMMARY -

A MATHEMATICAL MODEL OF THE MECHANICAL CREEP HYPOTHESES

For a uniaxial stress state a generalization of the creep hypotheses is proposed in the
form of an equation:

ddf'(f(cr 7)) &f{e, s)
26 (”) _[ Feo o

where: s=t—z or 1, depending on the  existence ‘or: non-existence ‘of a- loading history
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effect on the creep process. Application of a power operator & (X)= X? in.this equation
makes it possible to decribe the creep in different materials. The creep equations resulting
the classical hypotheses constitute particular cases of this generalized equation, or its aproxi-
mations,

POLITECHNIKA BIALOSTOCKA.

Praca zostala ziozona w Redakcji dnia 16 grudnia 1983 r.





