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ANALIZA 1 OPTYMALIZACJA UKLADU PRETOWEGO
O ZMIENNYCH PRZEKROJACH W WARUNKACH
REZONANSU WEWNETRZNEGO(*)

ANNA FORYS i ANTONI GAJEWSKI (KRAKOW)

" Tematem pracy jest optymalizacja parametryczna ukladu trzech pretéw o zmiennych
przekrojach, potaczonych przegubowo. Uklad pozostaje w warunkach rezonansu Wewnetrznego.
Analizowano wplyw wspolczynnikéw ksztaltu pretéw na amplitudy rezonansowe elementow
ukladu. W opisic uwzgledniono nieliniowe tlumienie, jak réwniez sprzgzenie elementow ukiadu
przez wewngtrzne: sily podiuzne, bedace sitami poprzecznymi na kodicach sasiednich pretow.
Analizowany rezonans wengtrzny ma charakter autoparametryczny. Na podstawic uzyskanych
rezultatow stwicrdzono wyrazny wplyw parametréw ksztaltu na amplitudy ‘rezonansowe. Do-
bierajac odpowiednie wartoéei wspdlczynnikéw mozna uzyskaé zmaczne zmniejszenie wartosci
amplitud. Przy optymalnych wartoéciach tych wspdlczynnikéw rezonans o charakterze para-
metrycznym wystepuje rownicz w mniejszym obszarze czestosci, Przez zmiang .wspolczynnikoéw
ksztaltn' rezonans autoparametryczny zostaje przesuniety w inne obszary czestodci .

1. UwAGI WSTEPNE

Praca dotyczy zjawisk rezonansowych w ukladach dozonych z pretow
o zmiennych przekrojach, drgajacych poprzecznie, W sytuacjach gdy na
obiekty dzialaja obciaZenia zewnetrzne zmienne w czasie, w szczegodlnosci
sity podtuzne okresowo zmienne, pojawia si¢ zagadnienie statecznosci dyna-
micznej. uktadu pretowego. Jedli sily okresowo zmienne w czasie sq. sitami
wewnetrznymi ukladu, to wystgpuja dodatkowe sprzezenia i moga pojawic sig
takic zjawiska jak na przyklad rezonans wewnetrzny czy kombinacyjny,
ktorych chardkter jest autoparametryczny. Zagadnienia statecznosci dyna-
micznej sprowadzaja si¢ do rozwiazania ukladu réownan rozniczkowych linio-

wych' lub nieliniowych o wspotezynnikach zmiennych w czasie."

"W przedstawionej pracy analizowano rezonans wewngtrzny w ukladzie
trzech pretéw o zmiennych przekrojach, potaczonych przegubowo. Ograni-
czono si¢ tylko do poprzecznych drgan symetrycznych. Uwzgledniono sprzeze-
nic elementéw ukladu poprzez sity podiuzne, bedace sitami poprzccznjrlni

(*) Praca zostala wykonana w ramach problemy weztowego 05.12, koordynowanégo przez
Instytat Podstawowych Problemdéw Techniki PAN.
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na koncach sasiednich elementéw. Poszukiwano krzywych rezonansowych,
a wiec zaleznosci amplitud od czgstotliwosci i badano wplyw parameirow
okreSlajacych ksztalt pretow na amplitudy rezonansowe przy rezonansie
wewnetrznym. Aby uzyska¢ amplitudy ograniczone, naleZy w rozwazanym
ukladzie uwzglednié¢ pewne nieliniowosci, a wige sity “mate”, ktorych uwzgle-
dnienie nie jest konieczne przy badaniu obszarow statecznosci dynamicznej.
' Nieliniowosci Wystgpujace w réwnaniach ruchu . opisujacych drgama moga
mieé naturg geotnetryczng lub fizyczna. Nieliniowosci fizyczne maja Zrodio
w nieliniowych’ prawach fizycznych oplsu_]a(:ych ‘material oérodka. W przed-
stawionej pracy tego typu nieliniowosci nic wystapia. Material osrodka jest
liniowy, lepkosprezysty. Nieliniowosci geometryczne sq zwigzane z rozwaza-
niem duzych przemieszczen lub matych przemieszezen drugiego rzedu, ktére
w opisie uproszczonym czesto pomijamy. Sa’ to ma przyklad podluine
przemieszczenia koncow pretéw wynikle z ugiet. Nicliniowosci zwiazane
z malymi przemieszczeniami drugiego rzedu uwzglednimy w n1n1ejsze] pracy.

W pracach [1 i 2] peszukiwano krzywych rezonansowych przy rezonansie
wewngtrznym dla analogicznego ukiadu, lecz zozonego z pretow pryzmatycz-
nych. Istotnym punktem zaréwno w tych pracach jak i w pracy przedstawionej
jest wyprowadzenie réwnan ruchu. Zé wzgledu na wystepujace sprzeZenie oraz
na konieczno$é uwzglednienia nieliniowoéci uklad réwnan czastkowych nie
moze byé rozwiazany w sposob Scisly. Nalezy zdecydowal si¢ na metode
przyblizons. Wigkszo$¢é métod matematycznej analizy rezonansdw wewngtrz-
nego i kombinacyjnego stosuje si¢ do nieliniowych ukladow réownan rézniczko-
wych zwyczajnych. Z tego wzgledu 7Zaproponowano w [1i2] pewna “metode
dyskretyzacji rozwazonego ukladu, co wiaZe si¢ Z przyjeciem uproszczonego
modelu drgan ukladu trzech pretéw polaczonych przegubowo. W ukladzie
przedstawmnym takim modelem stosunkowo tatwo uwzglednié sﬂy nieliniowe,
co uczymono postquJac zgodnie 7. BoLoTINeM [5].

W wyniku zaproponowane] metody’ uzyskano uklad zwyczajnych réwnaf
rozniczkowych, nieliniowych. Analiza rezonansoéw wewngtrznego i kombinacyj-
nego moze byé nastgpnie przeprowadzona metodami przedstawionymi w mo-
nografii A. Tonpra [3]. W przypadku rezonansu wewneirznego rozwmzame
mozna uzyskaé metoda bilansu harmonicznych [1 1 2]

Zaréwno metoda dyskretyzacp jak model drgan oraz metody rozwigzania
wspomniane wyzej moga by¢ zastosowane do ukladow pretéw . niepryzma-
tycznych. Uzyskane krzywe rezonansowe beda zalezne od parametréw opisu-
jacych zmiang ksztattu przekroju wzdhz dlugosci pretow. W pracy prze-
prowadzono analizg wplywu wybranych parametréw na uzyskane amplitudy
pizy dodatkowych warunkach natozonych na objgtosci pretéw. Rozwazane
zagadnicnia mozna zaliczy¢ do probleméw tzw. optymalizacji parametryczne;.
Praca jest préba takiej analizy. Z tego wzgledu przyjeto szereg uproszczef,

‘na przyklad nie uwzgledniono wplywu zmiany przekrojéw na formy drgaf.
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2. MODEL UKLADU 1 ROWNANIA RUCHU

W wiclu konstrukcjach inzynierskich wystepuja uklady pretéw polaczonych
sztywno lub przegubowo, pryzmatycznych lub o zmiennych pizekrojach.
W ukladach tych mogg wystapi¢ roznego typu rezonanse. W pracy [3] prze-
prowadzono klasyfikacjg rezonanséw dla ukladu o dwu stopniach swobody.
Rodzaj rezii'nansu zalezy zaréwno od relacji miedzy czgstoscia sity wymusza-
jacej a czestosciami drgan wilasnych elementéw ukladu lub ich kombinacjami
. liniowymi, jak i od stosunku czestoéci drgan whasnych elementéw ukiadu.
W niniejszej pracy ograniczymy si¢ do zbadania symetrycznych drgan po-
przecznych ukladu trzech pretéw o zmiennych przekrojach, potaczonych prze-
gubowo, przedstawionego na rysunku 1. Prety pionowe IT maja jeden z koticow
sztywno zamocowany. Analiz¢ drgan przeprowadzimy- dla stanu ustalonego
rezonansu wewnetrznego. Ograniczenie si¢ do polaczefi przegubowych elemen-
tow uktadu drgajacego upraszcza zagadnienie. Uklady tego typu szg czqsto
spotykane w prak’ryce (hale fabryczne) [4]. -

HJ,HHHHH

VI LSS L,
Rys. 1. Uktad drgajacy

W opisic uwzgledniamy rOwniez sprzegajace sily podluzne S, i §,.
Poszukujemy krzywych rezonansowych, a wigc zalezno$ci amptlitud od czgsto-
tliwosci. W rozwazanym ukladzie moiliwe sa dwa przypadki rezonansu
wewnetrznego (por. Tablica 1),

Aby uzyska¢ dokladny opis rozwaZanego ukladu drgajacego nalezy roz-
wiaza¢ uldad rdéwnan rozmczkowych czagstkowych nastgpujacej postaci:

62 62 Wy
ax? ox?

2.1) [E1 Jy (x1) 2 ]+QIF (x1) S8, () +
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P% Pw, o
-+ ‘a—x%‘[(pl ('W{):‘ = A1 s (DF,
& w 62 wz

}‘*‘Qz Fy(x3)—=— -+ 5, (t)

2

'32

axz

2.2y - I:E2 J, (xz) +

2

o2 F*w .
-l-ag- [452 (uﬁ;c%i)] = A, sin ©f,
.82 &% wy-
e 205}

i=1,2 sa operatorami rézniczkowymi uwzgledniajacymi rozpraszanie energii -
w materiale preta, natomiast S, (£) i S, () sa wewnetrznymi silami okresowo
zmiennymi w czasie, W powyzszych rownaniach E; oznacza moduly Younga,
F, oznacza pola powierzchni przekrojow, ¢; gestodci, I; powierzchniowe
momenty bezwladnosci oraz w; wychylenia poprzeczne pretéw. Do rownan
nalezy dolaczy¢ odpowiednic warunki brzegowe, warunki ciagloSci oraz
warunki poczatkowe. W réwnaniach ruchu powinny by¢ uwzglednione pewne
sity nicliniowe ze wzgledu na to, iz poszukujemy amplitud w rezonansach
o charakterze parametrycznym [5]. Nawet w stanach wustalonych sciste roz-
wigzanie takiego ukladu réwnan nie ]est mozliwe. Wle;kszosc metod mate-
matycznej analizy rezonansdéw stosuje sig do ukladow rownan rozmczkowych
zwyczajnych. Jezeli sa to réwnania nieliniowe, to metoda rozwigzania zalezy
od rodzaju nieliniowoéci. Mozna sprowadzi¢ uktad (2.1) do ukladu roéwnan
roiniczkowych zwyczajnych jedna z metod, na przyklad metoda Galelerkina,-
i nastgpnic uwzgledni¢ wystgpujace w ukladzie sity nieliniowe metoda podana
przez Borotmna dla jednego preta pryzmatycznego [S].

W pracach {1 i 2] przedstawiono metodg dyskretyzacji, w wyniku ktorej
zaproponowano uproszczony model drgan rozwazanego ukladu. W mniniejsze
pracy, stosujac te sama metode, wyprowadzamy réwnania ruchu na podstawie
réwnan Lagrange’a 11 rodzaju. Wszelkie obciaZenia zewnetrzne, sily wew-
netrzne sprzegajace, w tym rowniez sity o charakterze nieliniowym, oraz sity

gdzie *

Tablica 1 !

# Przypadek | Wymuszenie | Kryterium I | Kryterium il
‘ T~ 1
i ral Wy = © U)oz:?mm_
] ‘ —~ 1 ]
2z na Il Wyz = @ Wo1 =5 Poz .
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dysypatywne uwzgledniamy poprzez sily uogdlnione. W dalszym ciagu
przyjrmemy nastepujace zalozenia: 1) ograniczymy si¢ do malych ugieé;
2) rozwigzan poszukujemy w postaci ‘\

(2.3) Wil ) =Y (x) () i=1,2,

ograniczajac si¢ tylko do jednego wyrazu szeregu. Y, sq formami drgan
elementéw 1 i 11, natomiast T (f) s wspOlrzednymi uogdlnionymi; 3) uwzgled-
nimy sprzgZenie elementoéw ukladu przez wewngtrzne sily podhuzne S; (t);

4) przyjmiemy, ze wplyw sprzgzenia na formy drgan jest maty; 5) uwzgl@dmmy
w rozwazaniach male przemieszezenia podhluzne

I
Y | Oow.
24 [ g L i=
(24) 7 u ZJ‘(axi)d_x,, i=1,2

0

przegubow A i B, wymka_}ace z ugigt. Poza tym przeguby nie prze-

mieszczajg si¢; 6) prety ukladu sa niewydhuzalne podezas ruchu; 7y material

jest liniowy, lepkosprezysty (przyjeto dalej model Voigta- -Kelvina).
Rownania ruchu uzyskujemy z réwnan Lagrange’a postaci:

d { oL L _
2.5) B?(?’F)_ T, = QE+QS;"+QAS;'+QD55 i=1,2,

gdzie L=T-U, T ]est energia kinetyczng drgajacego uktaduy, U jest energia
potencjalna sprezystosci

Z prawej strony powyZszych réwnan przyjmujemy nastepujace oznaczenia:
Q; sa to sily nogdlnione odpowiadajace obcigzeniom zewnetrznym g; (x;, £);
Os; sa to sily uogdlnione odpowiadajace sprzggajacym silom wewnetrznym
8; (®); Qus, sa silami uvogdlnionymi zwigzanymi z pewnymi silami nielinio-
wymi, ktére bgdziemy uwzglednia¢ w opisie. Modyfikuja one sprzggajace
sity podiuzne. Przez Qp, oznaczymy sily uogdlnione odpowiadajace sitom
dysypatywnym zwiazanym 7 tarciem wewnetrznym.

Energia kinetyczna drgajacego ukladu ma postaé nastepujaca:

1 B i
1 dwy (xq, 1) {? ow, (%4, 1) |?

08 T= f my (x,) [—4&—1\] dx1+fmz (%) [——(.%;J} dx,,

0 0 B
gdzie m; sa gestosciami liniowymi masgy.

Energia potencjalna U jest nastepujaca:
: T : : A T

1 . . . azwl 2 ) ' azw 2

(27) U= -\5 J E]in (xl) [W] dx1+ J\ EZI IZ (_xz) I:m_chz_] 'dxz_
. . 0

1
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- Wewngtrzne sily sprzggajace S; maja postaé

2 L Pw .
{2.8) S ()= Txs l:Ez I (x3) 2 1 ;

=1y

32 (t) = "“%[El I {xy) i

W1:|
2
o =0

. Praca tych sit na przemleszczcmach podluznych (przegubow A, B} wynlka]q-
cych z ugi¢é ma nastepujacy postac

29) S()jat( )d i =1, 2.

Uwzgledniajac zalozenie 2) mamy nastgpujaca postac si}_-{id_gélnionych s,
. [ . _V
(210) - Og=S5@f [¥Pdx. T, i=1,2
0 - B

a po skorzystamu z (2.8), mamy

Qs, = 2 [EyIp(x2) Y2 (xZ)]xz =Iz J- [Yl]zdx1 Tl 1,=Ch T,
(2.11) o, .
0 , R '
QS:_= % Iy () Y7 (1)), =0 f [Yzjzdxg ,Ty=—-CTy T3,
: 1 0 . -
gdzie
. iy
_ d ‘ R
@1 €= B T ) W oo | W s,
3 -
_V 8 . " - ‘ I .
C== % [E; Iy (x4} Y9 ()]s =0 j Y32 dx,.
1 . .
) 0

Uwzgledniajac w ukltadzie sity thumiace P, (i = 1, 2) [2] wynikajace z prze-
- mieszczeni punktéw 4 1 B postaci

(2.13) R4S, = —ki, i=1,2,

gdzie k jest wspotczynnikiem thumienia zwigzanym z tarciem konstrukcyjnym
51, uzyskamy modyfikacje sit podtuznych S;: ‘

(2.14) S, — S+ 45;.
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Sily uogdlnione odpow1ada]ace sﬁom AS; obhczamy tak, jak wyZej pokazano
i maja one postac

_ : L Lo =
(2.15) Qus; = -k {_[ LY (xi)]zdxi}z T; T;:E = —FE T Tiza i=1,2,
s 0 '
gdzic oznaczono
7 '
(2.16) CE =k {j [V (P dx}%,  i=1, 2.
. ' 0

- Sily uogéinione w przypadku thumienia wewngtrznego (model Voigta—Kelvina)
wyrazimy przez funkcje dysypagji Rayleigha R. W przypadku belki wykonu-
jacej drgania poprzeczne mamy
3w
7
" exTor
. gdzie ¢}, Oznacza naprezenia odpowiadajace silom dysypatywnym; # ]est

-wspdiczynnikiem lepkosm
' Moment zginajacy odpowiadajgcy sﬁom dysypatywnym ma postac

2.17) o= —

(2.18) M= JJJ; zdF = —y szzd,'F_‘:_)i2 e —nl%,
: F F
gdzie
T oaxt

Korzystajac z zaloZzenia 2} mamy 7
(2.19) M= —nql, Y5, i=1,2. :

Widzimy wigc, Ze momenty zginajace M, (sily uogdlnione) sa proporcjonalne
do predkosci uogolnionych. Zatem dodatnia forma kwadratowa postaci

i . )
, 1 . B 1 .

(2.20) : R=7n‘JI(x)R2dx=7nJ‘I(x) Y2 T?dx

0 0
jest poszukiWana, funkcja dysypacji Rayleigha dla belki wykonujacej drgania
poprzeczne. Sily uogolmone odpowiadajace sitom: dysypatywnym maja zatem
postad
1.

- . dR L o
2.21) . Op, = ot = ; JIi () Y2 () dx; Ti =D T,

Y

gdzie oznaczono
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2.22)

postac
(2.23)
gdzie
- {(224)

oraz przyjeto
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L
D= T?i'-f I; (x)) Y% (x)) dx;.
0

Sity uogélnione odpowiadajace ciaglym obciaZeniom zewnetrznym majg

i,
Q= | 4; (u, ) Yulxd dx, = T sin ot
%=

. ) 7
Fi=j?iYi(xz)dxi L
0 ) . .

qi (xi:u t) = }]’i Sin al.

Wstawiajac sity (2.11), (2.15), (2.21) i (223) do rownan Lagrange’a uzysku-
jemy ukiad zwyczajnych rézniczkowych réwnaf ruchu, nieliniowych postaci

oo ) C D. E.,_ r, . _ B
T1+CO%1 TI:ZTZ TIM] Tl_:;l_ Tl le-']—jlslﬂmt, a)%lz-‘&—’
@) C p. E r B
. r_°1°12+w§2 TZ = —':4: Ti Tz—f ’Io-'z"“;i—‘- TZ Tzz-l-_/;_sin wt, w%z = iz’
gdzie
151
A= I my (x1) Y12 (x1) dxy,
[
I 7
B=E (1, (x)[Y{ (x1)]% dx;,
(2.26) 0

— 12
A= I my (x3) Yz2 (x3) dx;,
0

B=E, fz' I (x2) [Y5 (x2)]* dx,. '

a

3. AMPLITUDY REZONANSOWE W STANIE USTALONYM REZONANSU WEWNETRZNEGO

Przedstawiona w pracach [1 i 2] metoda bilansu harmonicznych pozﬁ-
staje poprawna réwniez w przypadku pretéw niepryzmatycznych o dowolnie
zmieniajacych si¢ wzdiuz belek przekrojach poprzecznych. Opierajac sie na _
wynikach podanych prac i ograniczajac si¢ do sytuacji 1 z tablicy 1, uzysku-
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]emy na wielko$¢ Xy, proporcjonalng do kwadratu arnphtudy clementu 1,
R, =2./X,, roOwnanie

(3.1 aXi;+bXi+cX +d=0,
gdzie

) ‘ D A\2 B 2 /D\%
32y a=1, b=2-E, Cm4(_}§) (\/;—m) +(f>

| T2 4
47 B

Natomiast na wielko$é X ,, proporcjonalna do kwadratu amplitudy clementu 11, -
uzyskano réwnarie:

i
. . Cu 2 Xl A— 2. w z ﬁ 2
o9 x| e (E) (mog) T-F on

W obecnej sytuaCJl X nie zalezy od X, jest funkcjg parametréow ksztatty
tylko preta poziomego {ze wzgledu na przybhzona metode rozwiazania, ktora
odrzuca sprzgzenie ze strony preta niewymuszanego zewnegtrznie). Amplituda
elementu R, jest typowa odpowiedzig przy rezonansie parametrycznym. Uklad
Wymuszony zewnetrznie i dostrojony na rezonans wewngetrzny jest bardzo
bliski uktadowi wymuszanemu parametrycznie. Ze wzoru (3.3) widaé koniecz-
nosé uwzglqdmema nieliniowosci, gdy bowiem E — 0, uzyskujemy trywialne
rozwigzania R, — oo. Wielkos¢ X ,, a zatem réwniez amplituda R, clementu,
sa uzaleznione od wspdlczynnikow ksztattu obydwu elementow. :

' Dk;r x|

4, OPTYMALIZACJA PARAMETRYCZNA

Przyjmujac okreslony sposob zmiany przckrojéw poprzecznych, wprowa-
dzamy pewne charakterystyczne wspélczynniki ksztaltu. Jako funkcje celu
w procesie optymalizacji przyjmujemy amplitude eclementu WYMUSZanego
parametrycznie. Jako warunki ograniczajace zalozymy staloé¢ objetosci jed-
nego z elementoéw lub calego ukladu. Zmiennymi optymalizacji beda wpro-
wadzone parametry ksztaitu, przy zmianie ktérych uklad pozostaje jednak -
w poblizu rezonansu wewnetrznego. Zalozymy, 7e przekroje pretow pozostaja
kwadratowe. Przyjmicmy, ze wymiar poprzeczny belki I zmienia si¢ wedtug
paraboli stopnia druglego (rys. 2):

- - 2
4.1) ay (g, %) = oy {4«""51 (x—zi— £)+1},
gdzie
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[P . S TSP (I) Br, sre(—co, 1).

L1

Natomiast wymiar belki II zmienia si¢ zgodnie ze wzorem

{4.2) {12 (052, %2) = 0y {1 ~Ha chz }
o 2
gdzie '
Kq = “’_—{xﬁ’ as (0) = Oy, s (I?) = ﬁz,l %26("‘(13, 1)
: 2.

Wprowadzajac oznaczenia

a4 = Lbdny E—8), & =—b

4.3)

ay = 1—%; (s, 52=%,
mamy
{(4.4) : ay =0y 4y, G20y a,.
Wobec tego ‘

(4.5) E(iz:ldn%i)=“i25iza_ mi(‘fi,“a,%f)=QiFi, Ii=*1§0€?51?: i=1,12.

Prob]em optymalizacji parametrycznej sformulujemy nast¢gpujaco: Poszu-
kujemy takich wartosci parametréw o; 0raz x; okreélajacych ksztalt pr@tow
aby w stani¢ ustalonym rezonansu wewngtrznego, to zpaczy przy relagjach

Xz A
By

NN
J B
=y
F ]

oy

Rys. 2. Parametry elementéw ukladu i ich kszialt
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migdzy czgstoSciami z tablicy 1 oraz przy dodatkowym warunku nalozonym
na objgtosci elementéw, amplituda R, elementu II wymuszanego parame-
trycznie, przyjmowala warto$¢ minimalng:

(46 o min'R, [, %5, Xy (2 %],

:'gdzie X _1' spelnia r6wnania algebraiczne stopnia trzeciego (3.1).
Podstawiajac (4.5) do wzoréw (2.26) (2.22) (2.16) (2.12) mamy

1 _ _
Ay, ) =0y lyof § a3 Yedx =gl ol £, (),
: &

1

: 1 1
B oy, %) = Ip E1 °‘1 1!3, j ”2 dx = E1 “1 13 fB (1),
o
1
2 1
Doy, %1) ﬁ' J aj Y"Z dx =y o} 13 fn (%1},
0

- _ 1
1 2 1 2 1
E= kl2 Y{? dx -mszE,E_ ki ;% dx =k 7 I
a0 T
Aoz, ) = 0 1, 0 Jﬁg Y7 dx = g, 1y o f1 (¢s),
0
.

_ 1 1.
B oy, %) = ﬁEz 05‘2' 72“ J "2 dx = E, 052 l3 fB (22),

_ 1
D oy, %) = 12 2 o el J a3 Y;* dx = Ma 0 5 2 fD {22},
2

o

[¥]° dx

x1 = 012.[
o,
F1=?’-LI1JYidxmfr-
0

W sytuacji z tablicy 1 relacje migdzy czestosciami sa nastgpujace:

C=E, [ﬂ;—::d ")+ (xi) ¥ (xl)]

’ ~ B(aisxl)
4.8 = = [T
“8) R T RrR
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f

o o B
49 _ g1 = 2wgy =2 (0, %)

A (oy5%)
Przy anahzowamu zaleznosci amplitudy R, od cze;stothwosm warunck (4.9)
spetniamy w sposob 4cisty, natomiast @ zmieniamy w malym otoczeniu g

pozostajac w ten sposéb caly czas.w poblizu rezonansu wewnqtrznego
Korzystajac z oznaczefi wprowadzonych w (4.7), mamy - ‘

(4.10) ' ﬁ%'— ’;;;— !

-

Ze wzgledu na dodatkowy warunek stalej objetosci mozliwe sa cztery'
nast@pujacce przypadk1 ktore przedyskutujemy oddzielnie:

gdzie

1) ¥, = const.

2) ¥, = const.

3) V,+V,=const.

4) V;=const, V;=const

(4.11)

Ponadto w kazdym z tych przypadkéw mozna rozwazac sytuacje szczegodlne,
gdy jeden z pretow jest pryzmatyczny, a przekro; drug1eg0 Zmienia sig
w sposéb okreslony.

Rozwazmy kolejno przypadki.

Sytuacja 1. Zadamy, aby objetosC preta, w ktorym zachodzi rezonans
autoparametryczny pozostawala stata:
! i '
3 1
412) V,= JZ adx =1, 03 J (13, x)*dx = 1, 03 (1_%24——3— x%) = const.

o} 0

Wprowadzajac wielkosci bezwymiarowe, mamy

| AV AT SN A
4.1 LY (1o 4l )= =T
(*.13) (11)(a1) (l GRS ™
Wobec tego
[, .V
414) S A
( ) . _ (11) f {%2)
gdzie ) -
1 _
131 :027, S fi= L=y, V>0,

%y 3
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W tym przypadku warunek rezonansowy ma postaé = -

fz (xz) e v fA ("51)
5 0¢2) ) fybe)

a2

- Wspdlczynniki g, g, i p, spelniaja zwiazek

| (4.15)

gdzie

! 1
{4.16) =y (f)urm s
gdzie
L
1

Sytuacija 2. W tym przypadku Zadamy stalej objetosci elementu I, ktory
“jest wymuszany harmonicznie, i w ktérym zachodzi rezonans gidwny:

=

Iy

. , 4 8
4.17) Vi=|aldx=lal{l——s,+— = const.
3 15
Wprowadzajac wielkosci b:zwymiarowé; many
' L\ 4 8 V, -
4, SeY e I P W)= —1 = 7
( 18) 12(0'.2) 3 w17 15 AR lz II%
Wobec tego : : ' .
L, f1 (1)
4.19 ot 2"= —_—
gdzie ;
48 _
f1= 1_"‘“‘*7(1“}‘_%%, V> 0.

3 15

Warunek rezonansowy ma postaé
fa (xz) 4y fi (iﬁ) Sa (1)
fgles) 7 Vo Syl

Sytuacja 3. Suma objetosci obydwu elementow LI powmna pozostawac
- stala. Warunek ten narzuca w1@ksze ograniczenie na parametry rozwazancgo
.ukladu Obecme

4 § N . ./ . 1N
_(4.21) o (1 - ¥ +15 %1)"‘12 &3 (1_‘”2_4"—; ”%) = V= const.

' (4.20)

3



588 : - ANNA FORYS$ | ANTONL GAJEWSKI

Natomiast wprowadzajac zmienna bezwymiarowsa, mamy -

(b2 V—fi (%)
422 {2} LR
@2 ‘“@J T2 Gea)
gdzie
| v
T haf

Warunek rezonansowy ma obecnie posta¢

(4.23) fZ(”CZ) — 4y, V_fl (1} Su (%1)
S (3ea) fala)  falng)

Sytuacja 4. Objetodei obu elementow pozostaja stale:
(424) I, f, =V, =const oraz I, o fo= V2 = const.
Po wprowadzemu zxmenne] bezwymiarowej, mamy .

‘IZ 2 —fl (%1)

(*.23) M=V )

gdzie

V= =comst. . . -

=S

Warunek rezonansowy jest 'nastepujacy: :

Sa () A = fi(e) falrd)
ﬁmgf“?Vﬁmgfumy

(4.26)

Warunek rezonansowy we wszystkich czterech sytauacjach mozna zaplsac
jednym wzorem:

RN
427 , Aty f (g %2 —0,
“27 R o B e AN S
gdzie '
ATV S U
4.28 = = =, = - 2t —
CUN o I S I Vf_

odpow1edn1o w sytuacp 1, 2,3 4

Poniewaz w pracy przeprowadzamy przybhzonq anahz@, przeto zamed—
bujemy wplyw zmiany wspotezynnikéw ksztattu na formy drgan elementéw
I i Il Zalezno$¢ form od wspoiczynmkow ksztaltu mozna uwzg}@dmc
stosujacc na przyklad metodg Ritza. - '
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5. OBLICZENIA NUMERYCZNE I WNIOSKI

W celu wykonania obliczen numerycznych wprowadzamy nastgpujace
_zmienne bezwymiarowe: o

D
. X =, X = —" Q:
(5 1) 1 l% ~2 I% a mq1
oraz wspolczynniki bezwymiarowe
af ol
’71“”"?’1313 ﬁ2=n2325
52 kR ki3
62 'éle1E1I£1L ";zQzEzlg
) L omef T T nbad
WéWcZas réwnanie stdpnia trzeciego ma. postac-
gdzie : . g
| ay=1, by =2 fD(%l); .
G4 & =i { 401 fa (”;)fﬂ (1) (1_Q)z+[fn (%1):! }’.
d" _ 1 =2 fl"zf/l (xl)i
1

B Tl

Natomiast rownanie kwadratowe (3.3) ma postaé.

Jolea) | 4 Vo Sfa(es) f5(2)
T [ .“{92 foaF

EV(BY L@ ]HZ
[(E) (1) & Ry 2 p |

(55 X,=1m,

. Obliczymy ‘obecnie funkcje Sar [z itd. W tym celu nalezy okreslic formy
- elementéw 1 i TI. Uzyskamy je rozwiazujac problem brzegowy dla od-
dzielnych pretow, ktore na podstawie zalozenia 4) traktujemy jako swobodne.
Jak wspomiano poprzednio, zaniedbujemy réwnicz wplyw wspdlczynnikow
ksztattu na formy drgan. ' -

Dla preta poziomego mamy wigc

(5.6) . Y, = sin n 2L,
T 1

: natomiast dla elementow pion_owych mamy
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(5.7 Y, = ~-cos 4, sm/‘L1 wshilw—tgkl cos 4, -——ch)L1
‘ l 12 I, l

gdzie z'Ll = 3,9266.

Korzystajac ze wzorow (5.6), (5. 7) oraz ze wzoru na wspolczynmk C
w postaci (4.7), mamy
1

(5.8) Cloy) = E1 I {0) X{" (0)11; J Y;? dx - E,

gdzwfc— —1440. - ' 0

Przystapimy obecnie do okre$lenia amplitudy zewnetrznego wymuszania ‘
harmonicznego. Przyjmujemy, ze amplituda gestosci liniowej obciazenia dy-
pamicznego, niewiele si¢ rézni od gestosci liniowej obciaZenia statycznego.
Korzystajac z¢ wzoru na strzatke ugiecia dla belki pryzmatycznej swobodnie
podpartej, obcigzonej w sposob ciagly (¢, = const) oraz - przyjmujac, ze
odksztalcenia wzgledne sy rzedu kilku procent, mamy

384 E, I
(59)"11='}’1=“5_ 1131'

Obliczenia prchrowadzamy dla pr@tow stalowych. W celu okreglenia wspol-
czynnika n dla stali skorzystano z [6]. Aby oszacowac Wartosé wspolczyn-
nika k poshuzono si¢ monografia [5]. ' :

Ostatecznie przyjeto:

§ Rl
g5 p-Relm] 7

ot
B, Je:

¥

oraz F -=f,~-——855-107 N, gdy a, =0,5m.

o1

a5

g00 L—1 L 1 ‘ Ly
’ 2 08 T 150 ' 200
' wltfs]

Rys. 3. Wykresy R, (o, %5 ), Ry {0y %5 ) przy V, = const,-oy = 0,3 m




'
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. N k
' (5.10) El_ =E,= 2,2.1011 _I;IT’ | 01 =02 = 7,7-103 mgfl’
'7 N-s | y iig '
=, =1.107 k==1-10°—
) M =12 m? 1 s

~ Obliczenia zostaly przeprowadzone dla belek o dlugoéciach [, = 8 m, I, = 14 m.
Wymiary poprzeczne belek przyjmowaly wartoscei:

(5.11) %1, %2 €f0,3, 04, 0,5, 0,6] m.

W 7zaleznosci od przypadku (por. (4.11)) przyjelimy: ¥, = const = 1 m?,
Vo =const=2m* V="V, +V=3md

Uzyskane rezultaty zilustrujemy wykresami przedstawionymi na rysunkach
oraz tablicami zawierajacymi wyniki obliczen. Rysunek 3 i tablica 2 przed-
stawiaja funkcje. Ry (oy, %5, @), Ry (ay, %5, @) przy ¥, = const. Przyjgto,
Zze wymiar poprzeczny belki o, = 0,3 m, co oznacza, Ze sprz¢zenie elemen-

Tablica 2
y My wgpz [s1] Rigpz [m] Ryggy [m]
¥, =const  a; =03
-20 —0,2663 88,17 0,1256 0,1220
0,0 —0,3216 91,70 0,1240 0,1187
0,5 —0,6486 112,8 0,1154 0,1025
0,8 —-1,171 146,7 0,1030 00823
1,0 —1,760 185,1 0,0858%4 0,06480
V,=const o, =04
—~20 0,08510 © 8817 0,1246 02173
0,0 0,04209 91,69 0,1231 0,2117
0,5 —0,2096 111,6 0,1154 0,1844
0,8 —0,6070 146,7 0,1047 0,1531
1,0 —~ 1,052 1853 0,09003 0,1249
V,=const o =05
-20 0,3063 88,17 0,1203 0,3341
0,0 0,2699 91,69 . 0,1191 - 0,3259
0,5 0,0603 112,7 0,1129 0,2859
0,8 —0,2644 146,7 . 0,1049 0,2411
1,0 10,6242 1852 0,0940 0,2022
V,=const o, =06
20 10,4649 8817 0,1087 04576
0,0 0,4320 - 91,69 0,1079 04472
0,5 0,2468 112,7 0,1047 0,3969
03 —0,3197 146,7 0,1012 0,3416
10 -0,3363 186,2 0,0951 0,7947
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§R,, R, fm] Vo= const
Praypadek 1 Alfa 1=04

g54
- g45
-103

i Y A

(4

a1t
RAN ™

8,54

Przypadek 1 ' : Alfa1=05
: - s

~ 036
- g27

— 018

i

954

Przypodek 1 Alfa 1=0F

. =045
7 g3
N B

~ 018

] 250 o

WVRy‘s. 4. Wykresy R, (2, %, @), R (%, %, @) przy V, = const, @, = [04, 0,5, 0,6} m

tow I i II jest ustalone. Na rysunku tym przedstawiono roéwniez funkcje
Rirez (%2} oraz Rpez (x,). Widaé, 7e ze wzrostem wartosci wspéiczynnikLl
%, amplitudy rezonansowe maleja. Wartoéci amplitud elementu 1I wymusza-
nego parametrycznie sa mniejsze od amplitud elementu I. Na wykresach
widzimy wyrazny wplyw wspdlczynnika ksztaltu na czesto$é rezonansows
oraz na szerokos¢ obszaru czgstosci, w ktorym zjawisko zachodzi. Rysunek 4
"1 tablica 2 przedstawiaja wartoéci funkcji R; (0q, %5, @) i R, (o), %4, ®) dla
réznych wartosci parametrow o, €[04, 0,5, 0,61 m, tzn. przy roznych warto§-
_ ciach sitach sprzegajacych. Przy ustalonym x, wzrost ¢, powoduje znaczny .
wzrost amplitudy elementu II wymuszanego parametrycznic. Zjawisko: za-.
chodzi réwniez w coraz wigkszym obszarze czestosci. Amplitudy elementu IT
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" (1) '
\/

A Rf[m]
RZ [m] ; ——
g1z L

g1

805

400 ! L | I [
! 50 O 100 %25 : 150

wft/s]

Rys. 5. Wykresy R, (2, %, @), R; (2, %, @) przy V,+V, =const, a, = 03 m

wymuszanego parametrycznie s3 w tym przypadku duzo wieksze od amplitud
elementu I Wida¢ réwniez, 7e ze wzrostem wartodci wspolczynnika o,
wspolczynnik ksztattu x, ma wigkszy wplyw na wartosci amplitud w rezo-
nansie parametrycznym. Rysunki 5, 6 i 7 i tablica 3 odnosza sig do
problemu optymalizacji parametrycznej przy warunku Vi +V, = const. Przed-
stawiono analogiczne zaleznosci. Jakosciowo wyniki sa podobne z tym
zastrzezeniem, Ze wplyw wspllczynnika ksztaltu na czestosé reZonansowa
jest mniejszy (rys. 4 i 6). Na rysunku 7 przedstawiamy uklad optymalny.
Elementy ukiadu maja optymalny ksztalt, tzn. parametry ukladu oy, o,
B1, B, zostaly dobrane tak, aby amplituda rezonansowa drgan belki pio-
nowej Il przyjmowala wartos¢ minimalna. Rysunek 8 i tablica 4 ilustrujg
przypadek przy warunku V; = const, ¥, = const. Widaé wyraZnie roznice
jakoéciowe w poréwnaniu z poprzednimi przypadkami. Dla wszystkich,
wartosci wspotczynnika x, rezonans wewnetrzny wystepuje w bardzo matym
obszarze czgstodci. Zjawisko to zachodzi przy czestoéciach wyzszych. Wartodci
amplitud na przyklad przy o, = 0,6 sa duzo mniejsze niz w poprzednich
przypadkach. Tutaj optymalny ksztalt uzyskujemy dla x, = 0, tzn, dla preta H
pryzmatycznego. Dla dodatnich wartoéci x, rozwiazania nie istnieja.
Przeanalizowano rowniez przypadek V; = const. Na podstawie uzyskanych
rezultatow stwierdziliSmy, Ze przy ustalonym «, wspolczynnik ksztattu Hy
bardzo wplywa na amplitudy, natomiast nie obserwujemy w ogole wplywu
na czgstoSC rezonansowa i szeroko$¢ obszaru czestodci, w ktdrym zjawisko
Zachodzi. :
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Tablica 3
Hy #y ogez [57'] Riggz [m] Raggz [m]
V,+V,=const @&, =03
-20 —0,2655 88,12 0,1260 0,1220
0,0 —90,3040 90,59 0,1245 0,1197
0,5 —0,5087 103,71 0,1189 0,1090
0.8 —0,7573 119,8 0,1128 0,09880
1,0 —0,9505 131,0 0,1060 0,0920
V; + ¥; = const 04
-20 01118 - 85,98 0,1255 0,2209
0,0 0,08280 88,35 0,1245 0,2170
0,5 —0,06826 100,85 0,1195 0,1989
0.3 —0,2493 116,11 0,1143 0,1813
10 —0,3884 129,2 0,1105 0,1698
¥V, + ¥, = const 0,5
—20 0,3522 83,78 0,1219 0,34515
0,0 0,3285 86,04 0,1211 0,3394
0,5 0,2073 97,87 0,1171 0,3129
038 006537 112,3 0,1131 0,2871
10 —0,04197 _ 124,6 0,1104 0,2706
' Vi+ V¥, =const a; =06
~20 0,5275 77,63 0,110 0,4800
0,0 0,5067 79,63 0,1100 04700
0,5 0,4000 9497 0,1070 0,4381
0,8 0,2850 108,3 0,1051 0,4062
1,0 0,1977 118,6 0,1043 0,3861
Tablica _4
% %y orgz [57'] R;rgz [m] Rorgz [m]
=const Vy=const ;=0
-20 —02764 1480 0,1046 0,2362
0,0 —0,6207 1849 0,09416 0,1930
0,1 —0,9223 217,5 0,07787 0,1457
0,15 —1,165 2439 0,0501 0,06683
. = const FV,=const o =06
—20 —0,2764 ' 1176 0,09692 0,2972
0,0 —0,6207 221,9 0,08290 0,2327




ARy Ro[m] . Va+Va=const

Przypadek 3 Alfa 1=03

054

—~ 945

Preypadek 3 Alfat=04 |7

-8
- ~ 509

Frzypadek 3 - Alfg 1=05 1"~

427
1918

- 003

!

Pregpadek 3 T Atra =08 |2

~ 045
~ 036

4

02

—~ g8

e N i
0 | 0

wfs"]
Rys. 6. Wykresy R, (x, 3, w), R; (x, %, @) przy ¥, + V, = const oraz przy «, €[04, 0.5, 0,61 m

[595]




L =
\ A pe=0
:
-
s
!tl\]
A
az=047m

Rys. 8. Wykresy R, (o; iy ),
R, (0 %, @) pray ¥, =const,
'V, = const, &, €[0,5, 0,61 m '

+V,=const, &; =0,3 m

&Ry, By [m'j %:ébnsr, Vo =const
Przypodek 4 Alfg 1=05
o k 0 n
N L
Przypadek 4 Alfa 1=06
f

Rys: 7. Uklad optymainy przy warunku V)+

g54
045
a3

r

027

[596]
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6. ZAKONCZENIE

Na podstawie uzyskanych rezultatéw widaé wyrazny wplyw parametréw
ksztaltu na amplitudy rezonansowe R, i R,. Szczegdlnie intercsujace jest-
to dla tego elementu, w ktérym zachodzi rezonans autoparametryczny.
Doblcraja_,c odp0w1ednle ksztaly pretow w przythe] klasie funkgji, tzn, zimie-
niajac wspolczynnik x%,, co wiaze si¢ ze zmiang wspélczynnika s, (pozo-
stajemy caly czas w poblizu rezonansti wewnetrznego), uzyskujemy znaczne
zmniejszenie amplitudy rezonansowej R, (w). Jest to wazny rezultat ze wzgledu
na szczegblne niebezpieczefstwo wystapienia tego typu zjawisk w realaych
konstrukcjach. Przy optymalnych wartoéciach wspolczynmkow ksztaltu rezo-
nans o charakterze parametrycznym wystgpuje rowniez w mniejszym obszarze
czgstoscl. Przez zmiang wspotczynnikow ksztaltu rezonans autoparametryczny
Zostaje przesunigty w inne obszary czestoéci.
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PeEsweME

AHAJIN3 U OOTUMHM3IANNA CTEPXHEBOH CHUCTEMBI C IIEPEMEHHBIMH
CEUEHMAMHK B YCJHOBHUAX BHYTPEHHEIO PE3OHAHCA

Temoli' paGoTH ABAAETCA NAPAMETPHYECKAS ONTUME3AUMA CHCTEMEI TpeX CTCpIKHEH,
¢ NEPEMEHITLIMH CEYCHUAMH, COCIRHCHHLIX LIADHHPHRIM 00pazom. CHcreMa maxonwres B ye-
NOBHAX BHYTPCHACTO PE3OHAHCA. ARAInsHpyeTes BiRsnEe koaddmumenton Gopmur Ha peso-
HAHCHEIC AMILTHTYABI 3JEMEHTOB CUCTEMBl, B onHcaH#u y91eHo HenumeiiHoe 3aTyXaHEE, Kak
TOXE CONPAKCHUE ICMEHTOB CHCTEMBl Y€PE3 BHYTPSHHHC NPOJONHHBIE CHAbl, BYIYYHE MOMe-
PeTHEIMH CHJIAMH Ha KOHUIAX COCCTHMX CrepiHeif. )

AHAMIAPOBAHEEIH BHYTPCHHRH pE3OHAHC WMeeT aBTouapaMeTpuqécxui‘l xapakTep. Ha
OCHOBC NONYYCHHBIX PE3YILTATOB KOHCTATHPOBANO OTYETIHBOE BIUSHMC HADAMETPOB (OMEI
Ha pesodancubie aMmauTyaet. [lopbupas cooreeteymime 3wavenws xod(QUIHEHTOB MOXHO
TONYYATE 3HAYHTCIRHOC YMCHLINGHME 3HaveHHH aMmnuTYA. IIpH ONTEMANDHEIX 3HAYCHHAK
3TEX KOO(@MUMEHTOB PE30HAHC NAPAMETPHYECKOBO X4DAKTEpA BEICEYIAET TOXE B MEHLIICH
obnacru wacror. IlyTem mameHeHus Ko3(h¢MIHERTOB (GOPMEL ABRTONApAMETPHYSCKHH DE3OHAHC
OCTaeTCH CABHHYTHIM B ApyrHe OOHACTH YacToT.
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SUMMARY

ANALYSIS AND OPTIMIZATION OF A SYSTEM OF RODS WITH VARIABLE
CROSS-SECTIONS UNDER THE CONDITIONS OF INTERNAL RESONANCE

"“The paper deals with parametric optimization of a system of three bars pinned together
and ]iaving variable cross-sections; the system is subject to the conditions of internal
resonance. The effect- to geometric parameters on the resonance amplitudes is analyzed.
Nonlinear damping and coupling of individual elements by longitudinal and transversal
forces is taken into account. The resonance anmalyzed is of autoparametric character. Proper
selection of parameters may lead to considerable reduction of the resomance amplitudes and
of the frequency region in which the resonace occurs. Modification of the geometric para--
meters shifts the autoparametric resonance to different frequency regions.
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