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ANALIZA F AL SILNEJ NIECIAGLOSCI W OSRODKU
KONSOLIDUJACYM

ROMAN KUC (POZNAK) i WOICIECH K. NOWACKI (WARSZAWA)

Przeprowadzono analizg fal silnej mnieciaglosci rozprzestrzema;acych sig w ofrodku poro-
watym wypelnionym ciecza. Rozwazania oparto na rownaniach ruchu tego osrodka ZAPropo-
nowanych przez W. Derskicgo. Okreflono mozliwe predkosci propagagii fal.

' WSTEP

Zagadnicnia propagacji fal w ofrodku konsolidizjacym bylo przedmiotem
wielu prac. W podstawowej pracy M. A. Biora [1] przedstawiono rozwigzania
dla propagacji fal harmonicznych. Podobnych zagadnien dotyczy praca
H. Deresitewicza [6]. R. DzscmErak [3] zajmowal si¢ problemami pro-
pagacji fal przyspieszenia w oérodku konsolidujacym, okreslajac ich pred-
kosci rozprzestrzeniania si¢ jak i ich amplitudy. W pracy [4] poruszono
rowniez pewne aspekty propagaql fal silnych nieciggtosci dla oérodka opisa-
nego réwnaniami M. A. Biota [1]. W pracy tej przeprowadzono roéwniez
szczegolowa analize istniejacej literatury z zakresu propagacji fal w ofrod-
kach konsohdujacych

Celem niniejszego komunikatu jest anallza fal silnych mema,glosm rogz-
przeslrzema}accych si¢ w o$rodku porowatym wypelmonym ciecza. Oparto
sig na réwnaniach ruchu tego oérodka zaproponowanych. przez W. DERSKIEGO
2] Wyprowadzcmo zwiazki ciagloéci dynamicznej na frontach fal silnych
nieciagloel. Okreslono predkosci propagacji fal Na - zakoficzenie podano
przyklad propagacji fal w sprezystej konsolidujace] polprzestrzem (W przy-
padku jednowymiarowego stanu odksztalcenia). '

1. WARUNKI CIAGLOSCI NA FRONTACH FAL STLNYCH NIECIAGEOSCI

Rozwazymy zagadnienie propagacji fal silnych nieciaglo$ci w sprezystym
ofrodku porowatym wypelnionym ciecza. Ruch oérodka opiszémy réwnaniami
zaproponowanymi przez W. DerskieGo [2]. Ze wzgledu na geometrycznie
zlozong strukture szkieletu porowatego czes¢ cieczy, zwana ciecza zwiazana,
nic porusza si¢ z predkodciy cieczy swobodnej w lecz z predkoseia szkie-
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letu v. Gesto$é szkieletu wraz z ciecza zwigzana oznaczymy przez ¢ =g-—0,
gdzie § jest gestodcia cieczy swobodnej, § gestoScia calego osrodka.

Niech S oznacza miejsce fali w przestrzeni, w czasie ¢, §' jej miejsce
w chwili ¢ +dt. Jezeli konfiguraci¢ odniesienia zwigzemy ze szkieletem ofrod-
ka w chwili t, = ¢, to punkty materialne znajdujace si¢ na S tworza w tej
konfiguracji powwrzchmq S,. ktora pokrywa si¢ z powierzchnia S. Natomiast
punkty znajdujace si¢ na S’ w chwili ¢+dr tworza w konfiguracji odniesienia
dwie powierzchnie: S§; utworzona przez czgsteczki szkieletu oraz S utworzong
przez czasteczki cieczy swobodnej. Dla przypadku fali plaskiej przedstawia :
to ryss |

Rys. L

Dowolny punkt materialny M’ znajdujacy si¢ na powierzchni §' w chwili
t+dt znajdowal si¢ w konfiguracji odniesienia w chwili ¢ w punkcie Mg
(odpowiadajgcym punktowi szkieletu) oraz w punkcie M, (odpowiadajacym -
punktowi cieczy swobodnej).

Niech dn, oznacza dtugoéé odcinka normalnej w wybranym punkcie
M, miedzy S, i S, natomiast dN oznacza dlugo§¢ odcinka normalnej
w punkcic M miedzy § i S Wowczas ¢ = dng/dt jest predkoscia propagacji
fali w stosunku do szkieletu w konfiguracji odniesienia (predkos¢ propagacji
fali"w szkielecie) 4 zalezy od wyboru konfiguracji odniesienia. Natomiast
W=dN/dt jest predkoscia przemieszczania si¢ fali. Predkosé propagacp
fali w stosunku do szkieletu w konfiguracji odniesienia ¢ jest zwiazana
z predkoscia W.

Dla czastek szkieletu otrzymamy

dN = My Mg = dny+ Mg My,
gdzie My M’ = v dt, czyli Mg My = v m dt, zatem
w=c+v-n.

Dla czastek cieczy swobodnej otrzymamy natomiast -
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dN=M0 M’0=dnL+ML Mé),
gdzie M; M’ =wdt, czyli M, M, = w-n dt, zatem
' ' w=<¢+w-n, ‘

_przy czym przez ¢ = dn; /dt oznaczono predkosé propagacii fali w stosunku
do czastek cieczy swobodnej w konfiguracii odniesienia. Poniewaz dn; =
=dny+{v—w)-ndt, przeto otrzymamy:

=c+(v—w)-n.

Wyprowadzimy réwnania ciaglosci dynamicznej na frontach fai silnych
nieciaglodci. Rownania zachowania w postact globalnej sa postaci (J. MANDEL

[5])

- dla szkieletu

L1y _ = | P | 2o,
s

_oavs
i

- gdzie I° =j ovdV*s jest pedem szkieletu o obj@toéci VS FS, % oznaczajq

odpowmdmo sily masowe w szkleleme oraz sﬂy na powierzchni szkieletu
ove;
dla cieczy swobodne]

dIL L L ¢ |
_jF dV+jzdmL

dat A .

(12)

gdzie I' = | awdvt Jest p@dem cieczy swobodnej 0 oqutosm ve, F- i Zt
-VL
oznaczaja odpowiednio sxly masowe w Cieczy swobodnej oraz sily na jej po-
wierzchni oV,
Ze wzgledu na fakt, Ze ruch szkidletu i meczy swobodnej odbywa SIQ
z roznymi predkosciami (szkieletu z predkoscia v, a ruch cieczy swobodnej
z predkoscia v—w), powierzchnia utworzona w chwili czasu t przez czastki
szkieletu i cieczy swobodnej, w chwili czasu t-+dt rozdzieli si¢ na dwie -
powierzchnie utworzone odpowiednio przez czastki szkieletu oraz przez czastki
cieczy swobodnej. Zatem warunki. ciaglo$ci dynamicznej na frontach fal sil-
‘nych nieciagloéci. nalezy wyprowadzi¢ oddziclnie dia szkicletu, wychodzac
7 réwnania zachowania (1. 1) a dla cieczy swobodnej — wychodzac z row-
nania (1.2). ‘ - ' ‘
Wyprowadzimy najpierw warunki cigglodci dynamicznej dla szkieletu.
Rozwazymy cienka warstwg materialng o grubosci 2h (rys. 2) z otoczenia
powierzchni nieciaglo§ci w chwili . Predkodé szkieletu -v jest nieciagla
_ przy przejéciu przez S (t). Powierzchnia § (f) dzieli objgtos¢ ¥V na dwie czesci
~ V; iV, Powierzchnia ta porusza sie w warstwie, zatem objetosci V; i V,
- zmieniaja-sie.. Oznaczajac przez I35 i I3 czedci I odpowiadajace objetoscion:
V; i V, otrzymamy ' '




36 BROMAN KUC T WOICIECH K. NOWAC!Q
n
1 -
n S
P {t
" 2 /
Rys, 2
I
= f~ (ev) dV® ”el vy ¢y do,
(1.3) v,
dIS a
T f 5 {ov) dV*® + J.f 02 V3 €5 de®,
, V2

gdyz w czasie dt przemieszczanie si¢ elementu de® powierzchni S powoduje
zniknigcie objgtoéci ¢; dr dw® w ¥, i pojawienie si¢ objetosci ¢, dt dw® w V.
Zakladamy, ze /0t (ov) jest ograniczone w objetosci ¥, oraz w V.
Jezeli grubod¢ warstwy h bedzie dazyé do zera, to otrzymamy

ars
Ao dt

=f [ecv] do®, lim { FSavS=0,"
' k=0 g5

(14) s
lim | 2% do® = —{f [2°] do®,
B0 sps ' 5 . '

gdzie oznaczono [A] = A2 Ay,
Dla dowolnego obszaru S, przy przyigciu > =¢-n otrzymamy warunck
ciaglosci dynamicznej w- postaci

(1.3) - cg [v ] = — oA ;s

gdzie ¢ oznacza gestos¢ szkieletu i cieczy zwiazanej, ¢ predkosé propagacji
fali w szkielecie, v predkos$¢ czastek szkieletu oraz ay; tensor naprf;zen
w szkielecie, przy czym wykorzystano warunek zachowama masy, ktory ma
postac [[ec] = 0.

"~ - W taki sam sposéb wyprowadzimy warunek cigglosci dynamicznej dla
cieczy swobodnej, wychodzac z réwnania zachowania (1 2). Warunek ten bedzie
mial postaé

(16) g (C'{;(Um_wm) nm) [I:wl:ﬂ = - E[O'}] Hy,

gdzie § oznacza gestos¢ cieczy, w predko$¢ czastek cieczy oraz o = —pf,
przy czyk p oznacza - ciénienie cieczy, f jest wspdlczynnikiem  porowatosci.
Przyjmijmy, Zze dowolna funkcja @ {(x;,#) w zmiennych Lagrange’a x;
Jest ciagla na powierzchai nieciaglodci, a jej pierwsze pochodne sa nieciagle.
Rozwazmy punkt P (rys. 2), kiory pozostaje na powierzchni S oraz dwa
punkty nieskoniczenie bliskie punktu P, jeden w obszarze I przed frontem,
drugi w obszarze 2. Dla tych dwoch punktdw zmiana @- jest taka sama,
gdy punkt P przenneszcza 31@, pozostajqc na powierzchni S. Zmiana ta jest
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rowna do = @; dx;+o, dt, gdzie ¢; = 6(9/6x Otrzymamy stad warunek
ciggtosci knematycznej w postaci '

(1.7) cllodn=—[e].

2. PREDKOSC PROPAGACI FAL SILNYCH NIECIAGEOSCI

Rownania konstytutywne dla oérodka porowatego wypelnionego ciecza
przyjmiemy za M. A. Borem [1] w ‘nast@pujqcej postaci:
Gt'j = M:ﬂ(l SkI+L1 @6,
F = Lz E'l"M@,
gdzie M, oznacza macierz symetryczng wzgledem par indekséw i, ki
wspolczyniikdéw sprezystosci; L, i L, oznaczaja wspdlczynniki sprzezenia
migdzy zmiang objgtosci szkieletu i cieczy (na ogdt przyimuje si¢ L, = L,)
oraz M modul deformacji objetodciowej cieczy. Wystepujace w (2.1} moduly

ifs

2.1)

~ powinny byé nieujemne.

Odksztaleenia w szkielecie oraz w cieczy sa wyrazone nastgpujaco:

1 aui 314‘.‘, ) aLr'-_
22 BTy (5,\:._E"a—xi)’ 0=

gdzie u oznacza wektor przemisszczenia cmstek szkleletu U — czastek
cleczy. . '

Rozwazmy przypadek fal silnych memqg}osm. Rownania 2.0 1 (22)
na frontach tych fal przedstawimy w postaci nastepujacej:” -

[U;}]I R’{ljkf [bkl:ﬂ+L1 {[@]} 51;5

2.3)
[l =L, fe]+M [6]

oraz

0w t[EHED @[]
. i

Wykorzystujac warunek ciag%_os’ci'kinematycznej AL7) dia funkcji u j U,
ciaglych na froncie fali silnej nieciaglosci, mosna sprowadzié wzory (2.4)
do postaci

e9) Lol = —5 @I ol [61= ~[wd,

gdzie 1; = myfc, v; = du,/r. .

Ukiad rownan (2.3), (2.5 wraz z warunkami ciaglosci dynamicznej (1.5),
(1.6) pozwala na przeprowadzenie anahzy frontow fal silnej nieciaglosci - -
w ofrodku konsolidujacym. ‘

Z ukladu réwnan (2.3),, (2.5) i (1.5} otrzymamy réwnanie
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(2.6) By (ol = 2 fwd,

gdzie

2.7 _ By = Mija t; T;— 00

Natomiast rownania (2.3),, (2.5) i (1.6) prowadza do rownania:
(28) {éc (c+(Um—wm) nm)_M} [[Wi:[l = L?. I[Ui:ﬂ-.

Z rownan (2.6) i (2.8) po przeksztalceniach otrzymamy

_ L, L
(2.9 {Bik [(1+ (v — Wp) Tp) 0¢° —M]+ ;2 2 5ik} [v.] = 0.
W przypadku osrodka izbtropowego tensor B, przybierze postac
: i
(2.10) By = pen [+ 1) ry g+ pdy—0c® 9},

gdzie A, i sg stalymi materialowymi. Stale materialowe wystepujace w (2.1)
dla osrodka izotropowego powinny spelnia¢ nierdownoéé [6]:

Wezmy pod uwage normalng do fali w dowolnym' jej punkcie pokry-
wajaca si¢ z osia Ox,; w prostokatnym ukladzie wspolrzednych. Zatem
ny =1, n, = n3 =0. Rownanie (2.9) bedzie mialo w tym przypadku forme
(211) {[(A+Ju') n; nk+1u51‘k_"gcz éik] [(1 +(vm—wm) Tm) écz WM] +

’ ’ : +L1 Lz 5[-)‘} I]:i)k]] = 0.
Dia k=1 otrzymamy
(2.12) {(A+2u=0c®) [ge (c+ @y —wi )~ M1+ Ly Lo} [0, § = 0.
Rownanie . 7 .
(2.13) (l+2y—gc2) foc(c+ (@ —w))~-M]+1L, L, =0
jest rOwnaniem czwartego stopnia wzgledem predkodci propagacji fal ¢
Zbadajmy réwnanie

y1(€) yz {0) = H

gdzie
M L, L A+2
1@ = e w) -y H= =iy 9= T e
’ @ : gae 4]
Pierwiastkami rownania (2.13) s liczby G;, i = 1, ..., 4 (rys. 3), ktore w stosunku

do predkosci propagacji podluznych fal sprfgzystych W szklelecw ¢ = (A+2p/0)?
oraz do predkodci propagacji fal w cieczy swobodnej C 3 = 1/2 [w,

—vy+ \/(vl—'wl) +4M/g] spelniaja nastqpujace merownoscn
(214) G1 =5 — =e ; = € 2 ESY G3 B = G4-




ANALIZA FAL SILNEJ NIECIAGLOSCl W OSRODKU KOMSOLIDUJIACYM 59 '

byetya (2)
kN

G2 1o Gy fel ey Gu

N P . B
| | t

3 I |

— 4H-¢ - — — — — — —_—
Rys. 3.

Z rownania (2.12) wywnioskuiemy, ze predkoéci czastek szkieletu vy zmieniajg
si¢ skokowo na frontach fal propagujacych sie z predkosciami G, i=1, ..., 4,
tzn. na frontach tych mamy [r,] # 0.

Réwnanie (2.11) dla k=2 (lub k= 3) upraszcza si¢ do postaci’
(2.15) {(lu—ec?) [gc (c+ @ —w))—MJ+L; L,} [0,] =0.
Po podobnej analizie stwierdzono jak poprzednio, ze predkosci czastek
szkieletu v, (lub »;) zmieniaja sie skokowo na frontach fal propagujacych
si¢ z predkosciami G;(i=1,..,4), tzn. na frontach tych mamy [v,] # 0
{lub [va] # O), przy czvm Gj spelniaja nieréwnosci

2.16) Gi€ —<€6 <6, <655 ¢f €, Gy

gdzie ¢, = /ufe oznacza predkosé propagacji fali poprzecznej w szkielecie
(zaloZono, ze ¢, = c3). W przypadku fal poprzecznych pierwiastki G i G_'S’
moga przyjmowal wartosci zero pomimo spelnienia nierdwnosci

A+20) M—L, L, > 0.

Mozna wyciagnac nastgpujacy ogdlny wniosek. Na frontach fal silnej nie-
cigglosci, ktorych predkodci propagacji sa pierwiastkami réwnania (2.13) lub
(2.15) sktadowe pola predkosci w szkielecie sa nieciagle, tzn. [[v,] 5 0. Latwo
si¢ przekona¢, na podstawie wzorow (2.6) i (2.8), ze roéwniez skladowe
pola- predkosci w cieczy w; zmieniaja si¢ skokowo na fronmtach fal propa-
gujacych si¢ z tymi samymi pregdkosciami, tzn. na frontach tych [w,] % 0.

W przypadku szezegdlnym, gdy przyjmiemy w roéwnaniach konstytutyw-
nych osrodka, Ze rozszerzalno$é cicczy nie wplywa na odksztalcenia szkie-
letu osrodka porowatego, tzn. zalozymy, Zze L, =0, to z rdéwnaf (2.13)
i (2.15) otrzymamy predkodci propagacji podluznych i poprzecznych fal
sprezystych ¢; = (A+2p/0)"?*, ¢, = (w/e)"'* oraz predkoéci propagacji fal
w cieczy swobodnej

ez =12 [v,—w,y i\/(Ul“W1)2+4M/§]-
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Na frontach fal sprezystych otrzymamy nieciagio$¢ wektora predkodci
w szkielecie i w cieczy, tzn. 1,1 0 oraz [[w.]# 0. Pozostale wiclkosci
zmieniaja si¢ rownicz skokowo, tzn. fo;1# 0, [&]#0, [o]+# 0 oraz
[®1# 0. Natomiast na froncie fali o predkosci ¢i jest nieciagly wektor
predkosei w cieczy, [w i # 0, ale [[v,] =0, co wynika z (2.8). Gtrzymamy
dalej, ze [¢]# 0, [0, ] =0, [€1+#0, [e;1=0. '

3. Pl-{ZYKL'AD. FALE SILNEJ NIECIAGLOSCI W POLPRZESTRZENI

Rozwazmy izotropowa pélprzestrzeﬁ konsolidujaca, ktorej powierzchnia
jest obcigzona dynamicznie silami roéwnomiernie rozlozonymi na calym
brzegu. ,

Rownania cmgloscn masy oraz rownania ruchu w ukladzie wspolrzednych
Eunlera maja nasiepljaca postac (W. DERSKI [2])

rownania ciaglosci

dg
M+ {va],m = 09

(3.1) ot
| a—+[ Wem = O
B @ mdm =5
rownania ruchu-
dv;
Fiji =@ dr "b(w )
32
62 .
=0 d W

gdzie d/dt oznacza pochodna materlalﬂa, b jest wsp'éiézynniki:em oporéw
przeplywu cieczy przez porowaty szkielet.
W ukladzie wspohrzednych Lagrangea x;, w. przypadku Jednoosmwego
stanu odksztaleenia w polprzestrzem tzn. gdy  ruch -jest funkcja. zmiennej.
=X, +u(X,, 1), (x; = Xs, X3 = X,), uklad réwnas (3.1), (3.2) wraz z row-
nan1am1 konstytutywnymi (2. 1) redukuje sie do nastgpujacej postaci

‘ oty — 0111-"19(“’1_”1)
(wy— U1) Oa+o+ow,=0,
glw, —v) wy 1 +8W~0 = —bwi—=vy),
2u+A) vy + Ly wy =01 = 0,
‘ gt Lywy —05=0,
Ly v+ Mwy,—6 = 0.

(3.3)

Jest to uklad réwnad rézniczkowych czastkowych typu hiperbolicznego.
7 warunkn zerowania sie wyznacznika charakterystycznego ukladu rownail:
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(34) 4 =dx{dx+(,—w,) 3 {{Qu+A) dt* —pdx*]-

[ Mdi? ~g (dx+(vy ~wy) dt) dx]— Ly L, dt*} =
otrzymamy predkosci propagacji- fal G, bedace rozw;azamaml rownama
(2.13).

W przypadku szczegdlnym gdy L, =0, fale beda si¢ propagowaé z pred-
koéciami fal podluinych w szkielecie oraz z predkosciami fal dylatacyj-
nych w cieczy, mianowicie :

09 =227 @=L pew o

Jezeli brzeg pélprzestrzeni jest obcigzony ciénieniem p{t), pojawiajacym
_ si¢ nagle w chwili =0 i nastgpnie dowolnie zmiennym w czasie (rys. 4),
to w glab polprzestrzeni beda si¢ propagowaly dwie niesprzezone ze soba
fale. Najpierw propaguje si¢ fala silnej nieciaglosci o rownaniu x, = ¢, ¢,
na froncie ktorej zmieniaja si¢ skokowo zaréwno predkosici masowe w szkie-
lecie jak i w cieczy, tzn. v, J#0 i i[wl]};é 0. Nastgpnie bedzie sie pro-
pagowala wolniejsza fala o predkodci ¢, ktéra bedzie falg silnej nieciagloéci
dla prgclkosm czastek cieczy, tzn. [[w;] # 0, natomiast predkosé czqstek'
szkieletu na jej froncie bedzie ciagla, tzn. v, =0.

At

plt!  po : 0 - ‘ X
Rys. 4 '

Nalezy zauwazy¢, Ze zardOwno w rozwazaniach ogélnych jak tez w przed-
stawionym przykladzie otrzymuje ic przejscie gramczne do przypadku ciala
sprezystego jak i do przypadku cieczy.

Zagadnieriie propagacii fal w sprezystej poiprzestrzeni konsolidujacej
mozemy rozwiazaé metody charakterystyk. Mozemy uklad réwnad problemu
"(3.3) zastapi¢ przez zwiazki rozniczkowe zwyczajne w kierunkach charakte-
rystycznych, okreslonych z réwnania (3.4). Przy danych warunkach poczat-
kowych oraz warunkach brzegowych mozemy skonstruowaé rozwiazania
w postaci zamknietej na fali silnej nieciaglo$ci x, = ¢, t. W obszarach za
frontem fali rozwiazanie problemu nalezy konstruowaé na drodze numerycznej.
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AHAIN3 EOJ‘IH CHUJILHOT'O PA3PLIBA B KOHCOJMAVIOWENR CPEIE

IlpoBemen aHanWs BOAH CHALHOTO pPA3pLiBa DACIpOCTPRHMIOMMXCA B TOPHCTOH cpene,
3ANOJHEHBOH KAAKOCThIO. PacCyXAeHHS OMAPAIOTCA HA -YPABHEHHAX NBHKCHHS 3TOH CDEHBI,
npeoxennslx B, Jepcxkum. OmpenerseHb! BOZMOXHBIE CRKOPOCTH DPACHPOCTPAHEHHS BOJIH.

SUMMARY

ANALYSIS OF STRONG DISCONTINUITY WAVE IN A CONSOLIDATING MEDIUM

The analysis is concerned with a strong discontinuity wave propagating in a porous,
liquid-filled medivm. The considerations are based on the eguation of motion of such
a medium proposed by W. Derski.
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