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TECHNIKA DUZYCH PRZYROSTOW W ANALIZIE
SPREZYSTO-PLASTYCZNE] :

WIKTOR GAMBIN (WARSZAWA)

Zaproponowano sposob obliczania zagadnied sprezysto-plastycznych metoda elementéw skori-
czonych, dopuszczajacy przyjmowanie duzych przyrostéw czasu. Przyjmujac za MCMEEKINGIEM
i RyceM [7] zwiazki Prandtla-Reussa uogélnione na przypadek duzych deformacji, przetransfor-
mowano je do opisu Lagrange’a, 4 nastgpnie wyspecyfikowano dla malych odksztaleet. Umoi-
liwilo to uwzglgdnienie wplywu lokalnego obrotu czasteczek na zmiang operatora konstytutywnego,
Wyprowadzone na tej drodze przyrostowe réwnanie konstytutywne zaklada liniowa zmiennoéé
w czasie pOl przemieszczen i odksztalcet, ale dopuszeza dowolna zmiennosé pola naprezen.
Zakladajgc, 7¢ pole napreZen jako funkcja czasu jest wiclomianem stopnia n=1,2,3, ..
otrzymujemy na drodze iteracyjnej kolejne przyblizenia operatora konstytutywnego. Dia n =1
mamy standardowe, liniowe podejicie przyrostowe. Dla n =2 macierz konstytutywna jest
érednia arytmetyczng macierzy na poczatku i koficu kroku obliczeniowego. Ten ostatni
przypadek pokrywa si¢ z proponowanymi uprzednio postaciami macierzy konstytutywnc}
[2i 3] :

1. WPROWADZENIE

Bedziemy zajmowacd si¢ obliczaniem pél przemieszezef, odksztakeen i napre-
zefh w cialach sprezysto-plastycznych, metoda elementéw skoficzonych. Ogra-
niczymy si¢ do procesdéw quasi-statycznych, wzmocnienia izotropowego oraz
malych odksztalcefi. Powszechnie stosowanym sposobem rozwiazywania tego
typu zadan jest technika przyrostowa [1]. Polega ona na znajdowaniu roz-
wiazan dla kolejno okrelonych, malych przyrostéw obciaZenia Zewnetrznego,
Dokladnos¢ obliczen jest $cisle zwiazana z wiclkoscia przyrostow. Wielkosé
przyrostéw rzutuje na liczbe krokdw obliczeniowych, a w rezultacie na
dlugo$é czasu trwania obliczen.

Okazuje si¢, Ze mozna znacznie zwickszyé dh]gosc kroku obliczeniowego,
jezeli rozwiazywaé zadanie na podstawie innego, rozszerzonego sformulowania
przyrostowego. Dotychczasowe sformulowanie zaklada liniowa zmiane pél
przemieszczef v, odksztalcen € i naprezeh 6, w przedziale odpowiadajacym
przyrostowi czasu At Zalozenie to .powoduje, ze réwnanie konstytutywne
6 = %t mozna pisa¢ w postaci przyrostowej A6 =%, de gdzie %o jest war-
toscia operatora konstytutywnego na poczatku kroku At. W pracy wykazemy,
ze zaloZenie o liniowej zmienie pola przemieszczen i pola malych odksztal-



64 . WIKTOR GAMBIN

cen nie ma wiekszego wplywu na dokladnos¢ obliczen; natomiast w przy-
padku pola napreZen musimy silnie ograniczyé diugos¢ kroku obliczenio-
Wego.

Przyjgcie sformulowama przyrostowego, w ktérym pole naprgzen jako
funkcja czasu opisane jest wielomianem odpowiednio wysokiego stopnia N,
umozliwi przeprowadzenie wszystkich obliczen w ramach jednego kroku At.
Obtliczenia te przedstawimy w postaci procedury iteracyjnej dla N = 1,2,3,.

Zagadnicnic zwigkszenia kroku obliczeniowego po;awm si¢ coraz CZQSC[G]
w literaturze. W pracy [2] autorzy zaproponowali przyjecie operatora %o
jako wartoéci ¢ obliczongj dla Sredniego pola napr@zen — na poczatku i koncu
kroku At Podobnic w pracy [3] jako macierz sztywnosci przyjgto
érednia arytmetyczna macierzy na koficach przedziatu At. Okazuje sig, Ze ta
intuicyjnie przyjeta postaé macierzy sztywnosci pojawia si¢ w proponowanej
procedurze iteracyjnej, jezeli ograniczymy si¢ do aproksymacji pola naprezen
wielomianem stopnia drugiego.

2. PODSTAWOWE ROWNANIA OPISUJIACE DUZE DEFORMACIE SPREZYSTO-PLASTYCZNE

Punktem wyjécia naszych rozwazafi bedzie opis pél zwiazanych 2z duzymi
deformacjami ciala sprezysto-plastycznego. Podejécie takie zagwarantuje po-
prawne postawienie zagadnienia dla matych deformacji.

Ustalmy pewien kartezjafiski uktad wspoirzednych. W ukladzie tym w chwili
t* czasteczki ciala pozbawmnego naprezen wewnetrznych majg wspolrzedne
Y, dla «a=1,2,3. Jezeli przy;mlemy Je jako zmienne niezalezne od opisu
pol mechamcznych to opis ten nazwiemy pierwotnym opisem Lagrange’a.

W ramach tego opisu poloZenie czasteczek w chwili ¢ > t* okreslone
bedzie funkcjami X, = X, (Y, 1) dla «f8=1,2,3. Wartosci tych funkeji
dla pewnej chwili t° oznaczone przez X; dla I=1,2,3 mozna traktowal
jako zmienne niezalezne w uaktualnionym opisie Lagrange’a. Ostateczne
wyniki naszych rozwazan przedstawione beda w tym opisie. Wszystkie
wielkosci wektorowe i tensorowe indeksowane beda w tym przypadku duzymi
literami lacinskimi.

Zalozmy, ze w chwili £ mamy dane pole przemieszczen UP, pole sit
masowych F? oraz pole sil powxerzchmowych P?. Poza tym, dane sa pola
tensorowe: odksztalcen EY; i naprezen S7;. Bedziemy je interpretowac jako
tensor odksztalcen Greena i II tensor Pioli-Kirchhoffa.

Poszukiwaé bedziemy nastepujacych pol: przemieszczen UI, odksztalcen E;;
i naprezen S;;, w chwili biezacej ¢ > t° rbzniacej sig od t° o pewien przy-
rost czasu At. Pola te, powstale pod wplywem przylozonych sit masowych
F, i powierzchniowych P;, powinny speinia¢ zaleznodci:

Up (X;,t)= Uy (X)),
2.1) Er; (Xx, 8) = Ef; (X&),
SIJ' (XKJ t) = S?J (XK),
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jezeli )
02y Fy (X,,t) = F}? (X,),
. P (X;,0)= P (X)),
dla I,J=1,2,3.

Wspblrzedne czastek ciala w chwili ¢ okreflone beda funkcjami x; =
= x; (X, ). Funkcie definiuja przyrost pola przemieszczen:

(2.3) . AUfof—U?sz—XI

oraz przyrbst pola odksztalceri:
. 1
(2.4) AE; = Ej —Ejy = o (k1 Xgs—61s)- .

Wprowadzimy pole predkosci V= V; (X, 1):
2.5) ' V, = 0%, /0t = %, = Uy = AU,

oraz pole predkosci deformacji E;; = E;, (X .1):

, 1 .
(2.6) Ey = 5 (Ve xK,Jl+ xgq Vig) = AEy.
To ostatniec mozna rozloZy¢ na czgS¢ linilowa oraz nieliniowa wzgledem
AUy i Vi '

2.7) : E._l’.l =&+,
gdzie

. 1 :
28 Epy = 5 Vr+Vig),

‘ 1 '
Ay = 5 (Vks AUg s+ AUx ; Vi 1)

Przejdzmy teraz do przedstawienia trzeciego opisu pol mechanicznych,
Zwanego przestrzennym opisem Eulera. W opisic tym postulowane jest prawo
kontytutywne materialu sprezysto-plastycznego. Jako zmienne niezalezne przyj-
mowane sa tu wartosci funkcii x; (X, ) dla ustalonegj chwili . Wartosci
te oznacza¢ bedziemy przez x; dla i = 1,2, 3. Podobnie wszystkie wielkosci
wektorowe i tensorowe indeksowane beda w tym przypadku matymi literami
facitskimi. : o .

Wprowadzimy pole predko$ci v;=wv,(x;,t). Z" polem v; zwiazanc jest
naste¢pujace pole predkosci deformacii: ‘

(2.9) - dlj = "'2'— (Ui’j'i‘vj’i).

Pola E;; oraz d,; zwiazane sa zaleznoscia [4]:
(210) ' ' ’ EIJ = drs Xp g X, g -
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Jako pole naprezen w opisie Eulera przyjmowany jest tzw. rzeczywisty
tensor naprezer Cauchy’ego o;;. Jest on zwigzany z 1l symenycznym
tensorem Pioli-Kirchhoffa S;, w nastepujacy sposob:

2.11) ) Sy = det [xK,L] Org XI,r XJ,s~

Wprowadzone przez nas pola F, oraz P, po przetransformowaniu do
opisu Eulera przyjma oznaczenia f; oraz p,. .

Pole naprezen i pole predkoséci deformacji w chwili t zwiazane sa z polem
predkosci 1 polami sit zewngtrznych réwnaniem bilansu energii [5]:

(2.12) Jo,d;d2= [ fiv: dQ+ | pi v d(09),
@ ] @ i

gdzie 00 jest objetodcia elementarnej czedci cidta“ a 0Q jej powierzchnia
~w chwili t. PowyZzsze rownanie mozna przetransformowac do uaktualnionego
opisu Lagrange’a [6]:.

(2.13) § 8y Ey dQ° = | F ,d2°+ | PV d(@9Q°,
’ o° . @° a0°

gdzie Q° jest objgtodcia elementarnej czeSci ciala a oQ° jej pdwierzchniq '
w chwili .
Poniewaz interesuje nas zwiazek dla przyrostow wprowadzonych pol,
réwnanie (2.13) przedstawimy w postaci:
(2\14) I ASIJ EIT IIQO+ J. SI_] 1’“’_} dQO = j AFI I/Jr d90+ j API V} d (390)—
Q0

—(Ry+ Ry},

gdzie

(2~15) Rl.: j ASpy Wy dQU,
. , &

opisuje wplyw nieliniowego wyrazu pola odksztalcer na bilans energii, a

(2.16)'. R, = j S &y dQO—j FvdQ°— | PPV d(@QD)
Q"

znika w przypadku malych odksztalcen, ponicwaz pola SI ), F?, PI spelmaj(;
zasadg prac wirtualnych. :

* Réwnania (2.14) — (2.16) stanowia punkt wyjécia przy analizie nieliniowych
zagadniet mechaniki cial stalych metoda elementéw skoriczonych [5].

Jezeli ograniczymy si¢ do analizy matych deformacji, dla ktérych mozna

zastapi¢ wielkosci Q°, 0Q° A4Sy, &, AFy, APy, W, wielkosciami £, 24Q,
Aoy, &y Af, Ap, v, a takze mozna: zaniedbaé wyrazy zawierajace 7y, .
to rownanie (2.14) przyjmie postac

17) [ Aoy iy dQ = | Afy 0, dQ+ § Ap; v, d (09).
o £ aQ

Wprowadzimy teraz zwigzek konstytutywny dla materiatu sprezysto-pla-
stycznego ulegajacego malym odksztalceniom w zakresie sprezystym i duzym
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w zakresie sprezysto-plastycznym. Rownania opisujace taki zwiazek zapro-
ponowano w pracy [7].
Zanim je przedstawimy wprowadzimy pojecie tensora Kirchhoffa:

2.18) ' ' ;= Jo
gdzie J jest stosunkiem objetosci w pewnej konfiguracjii odniesienia do
objetodci w konfiguracji aktualnej. Tensor t;; bedziemy odnosi¢ do konfigu-
racji biezacej, zatem J = 1.

Jako miare predkosci zmiany tego tensora przymiemy jego pochodna
Zaremby—Jaumanna:

if»

(219) ‘I?} = 'Eij_mik Tkj+ Tik Wyjs
gdzie

1 ‘
(220) mij = ? (Ut'!j“‘ Uj,i)

jest tensorem predkosei chwilowego obrotu czastki ciata.

Tego rodzaju miara nie zalezy od chwilowych obrotéw tensora Ty
i dlatego nazywana jest wspdlobrotowa predkodcia zmiany naprgzema
Zwracamy uwage, Ze

(2.21) J* - dkk
mimo, ze J = 1. Zatem
(2.22) = ol oy d

mimo ze ;= 0.
Mozemy teraz, zgodnie z [7], przyja¢ nastgpujace zwiazki Prandtla—
—Reussa, ugodlnione na zakres duzych deformacji sprezysto-plastycznych:

: E
BT, 3% %k ( lﬁ
(2.23) ¥ = ?l:a ik 5_‘,("" I 2 5 5'(1 J dm,

T = ‘
s (2h+ E)
14y

gdzie o = 1 przy obciazeniu plastycznym o =0 przy obciaZeniu sprezystym
lub' dowolnym odciazeniu E jest modulem Younga, v wspdlczynnikiem
Poissona, h nachyleniem krzywej wiazacej naprezenie Cauchy’ego z logaryt-
miczng miara odksztalccsi plastycznych w jednoosiowej probie rozciagania,
&y jest symbolem Kroneckera. Ponadto przez

, 1
Gij ij—? Ok 5;';,
(2.24) 3 .
62 = "*2“— O';j O'Ej

oznaczono dewiator tensora Cauchy’ego i jego intensywnosé.
Uzycie wielkodci t}; zamiast ¢¥% w réwnaniach (2.23) podyktowane zostalo
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potrzeba korzystania ze sprzgzonych miar predkosci naprezenia i odksztal-
cenia w sensie wprowadzonym przez Hilla [8]. Takimi miarami sa tfj oraz
dy, poniewaz [7] istnigje dla nich potencjal skalarny U (d,) taki, ze

2u
2.25) ol = o e = G dus

Y7 3d,; ody.
3¢}; 0} LAY
AL N :'

Z nastgpujacym operatorem konstytutywnym:
E
(2.26) (gi;ﬂd = T:{‘_’“v‘“ 511‘ 5]["‘ 1 2 6‘} 61'(1 2 (2 E

h
3 + T+v
symetrycznym'-ze wzgledu na zmiang par. wskaznikow ij oraz ki,
Kolejny etap naszych rozwazan, to transformacja zwiazku (2.23) do uaktu-
alnionego opisu Lagrange™a.
Do réwnania (2.22) podstawiamy

227y O'* = Cl‘v+0'lk dkj+a_rk dh_JU ks

gdzie ¢ oznacza pochodna Truesdella napr@zenla Cauchy’ego [9], zdefinio-
wang wzorém :

(2.28) 6) = Gy— 0y V=0 i Vigt+ 01y dig. |
Dalej, korzystajac ze zwiazku. ‘

(2.29) oy =det™ " [x,,] Xik X5 Skes
mamy : ' ' ' -

(2.30} SKL =det {xp ol Xg,; Xj1 Xur [(gij_rs Xy s— ' - .

, : ~(0y Xn,j+ 05 Xn )] Enns -
gdzie 7 :
(2.31) | ;= det” 1 [x, 01 Xk X0 Su-

Wyrazenie cr,,, Xy jtou Xy po prawej stronie wzoru (2.30) opisuje wplyw -
lokalnego obrotu czastki ciala na zmiang operatora konstytutywnego. JeZeli
mamy do czynienia z malymi odksztalceniami, to wyrazenie to ma postac:
0 Oy ;+06; dy;. W zakresie sprezystym mozna je pominaé jako male w po-
~ rOéwnaniu z wyraZzeniem %, dy,. Nie mozna fego uczyni¢ w przypadku -
maltych deformacji spreZysto-plastycznych, poniewaz skladowe €, On, przy
niewielkim wzmocnieniu materialu moga byé tego samego rzedu co oy, dy;+
o} Oy Zjawisko wplywu lokalnego obrotu czastek na zmiang operatora
konstytutywnego dla malych deformacji sprezysto-plastycznych moZna bylo
przedstawié tylko w ramach opisu duzych odksztalcen. :

Ograniczajac rozwazania do zakresu malych deformacji, utozsamimy
tensory $;;, E;; z tensorami O'U, &, uzywajac. wylacznie -malych- liter
tacinskich jako indeksow. : :
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Réwnania (2. 30) przyjma wtedy postaé

{(2.32) ' a;i;= = Cijmt >
w - ktérym _
(2.33) _ Cim =Ciu—0o{Ox 05ty dp).

3. PRZYROSTOWY ZWIAZEK KONSTYTUTYWNY MATERIALY O CHARAKTERYSTYCE
. NIELINIOWE! DLA DUZYCH PRZYROSTOW CZASU

Dotychezasowe rozwazania doprowadzily nas do przyrostowego réwnania
bilansu energii (2.17) oraz rézniczkowego réwnania konstytutywnego (2.32).
Kolejnym zadaniem jest zastapienie zwiazku

(3.1) | , ©a=gt,
zwigzkiem postaci '
(3.2) Ag = ¥ As,

w kiorym przyrosty de¢ pozostaja male, ale oclpow1ada]q dowolme duzym
przyrostem czasu At. O operatorze § zaloZzymy tylko to, ze
" (33) ¢=% (), a=0()

Przyjmiemy, ze sily zewnetrzne dzialajace na cialo zaleza od pewnego -
parametru obcigZenia y,” ktéry zmienia si¢ monotonicznie w_czasie At:
roénie lub maleje. W zakresw malych deformacji oznacza to monotoniczna
zmiang pola przemieszczeft, odksztalcefi i naprezen. Wtedy to wszystkic
skltadowe wektora przemieszczenia oraz tensora odksztalcenia zmieniaja sig
proporcjonalnie. Biorgc to pod uwage oraz pamigtajac, ze ograniczyliémy
sie do zagadnien quasi-statycznych, mozemy wprowadzi¢ zatozenie o linio-
wej zmiennoéci .pola przemieszczenn i pola odksztalcen na kroku At:

Au="vAt,
(3.4
Ae = aAt,

' . i, '
gdzic v = v(x) oznacza stale pole predkosct, a a'=7(v+vT)—stale pole

predkosci 'malych odksztalcesi. ‘
Przyrost tensora napreZenia mozna formalme pisa¢ w posta01
dr’

(3.9 - do = | ddr,

. 0

gdzie wielkoé¢ 0 < t< At jest miara czasu na kroku At. .
© Podstawiajac do ' (3.5) réwnania (3.1) i (3.4) otrzymamy

(3.6) o , Ao = A A,

gdzie operator konstytutywny # ma postac funkqonalu
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1

G3.7) S Tt Gdr, €=%(5), o6=6(c)
At §

Dla istnienia tego funkcjonalu wystarcza, aby operator ¢ byl ograni-
czona i odcinkami ciagla funkcia czasu t na kroku At. Dla matenalow
sprezysto-plastycznych warunek ten jest spelniony.

Zalozymy teraz, Ze operator § jest ciagla funkcja czasu w calym prze-
dziale o< < Ar. Przypadek ten dotyczy np. wylacznie sprezystego lub

~ wylacznie uplastycznionego zachowania sig materialu na kroku At. PrzejScie
od stanu spreZzystego do stanu uplastycznienia bedzie rozpatrzone osobno.

Przyjmiemy teraz aproksymacje pola 6 = o () wiclomianami potegowymi
stopnia N =1,2,3, ... Je§li N=1, to otrzymamy powszechnic stosowang
liniowa aproksymaq@ pola naprezen. '

. Post¢gpowanie takie jest mozliwe na mocy twierdzenia o aproksymac_]l
funkcii @ = & (1) ciaglej w przedziale o « © < At wielomianem potegowym [107].
Wprowadzajac ozgaczenia

(3.8) Mg =Y @,1",  @,=const, PP="(1),
n=0

gdzie @, sac. wspélezynnikami wielomianu aproksymujacego, mamy
(3.9} . @ = lim Mg,

N—w
Powracajac do réwnan ‘(3‘6) i (3.7) widzimy, 7e N-temu przyblizeniu
pola naprezen .

(3.10) R — i o, (A1), ‘o, =5,0), Ado= Ao (x, 40,

=1
odpowiada (N—1)-sze przyblizenie operatora
T @WwW~-1)  N-1 wN-1) W-1

3.11) ¢ =Y €, €=%K, € =% 7
. n=0 i

oraz 1-sze przyblizenie pola odksztalcen
()

L., SR +Y
(3.12) Ae=¢84t, E£=¢£&(x), de= d&(x,dt).
Podstawiajac (3.10) do (3.6} i (3.7), otrzymujemy

™) :
(3.13) Ao = ®-1yp Hg.
gdzie
N1
(314) (N_l);-;f- = Z ;(6"_1 (At)n_l’ (anéf‘ = (Nil):u}/[ (xa At)
=1

, . N L)/
Wzér (3.13) wigze N-te przyblizenie przyrostu napr¢zenia zf 6 7 przyro-
(1)
stem odksztalcenia Asg.
Ponjewas obliczanie operatora @~ '%" na podstawie wzoru (3.14) jest
nieefektywne, przeto wzér ten napiszemy w postaci rekurencyjnej:
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OF =% =% = %0,

1 1 :
DX =G+ Grdi= 6+ G 6 4] =
1 .
(3.15) =5 (O + DG = a)s
(N*l}_f' - {1 (N*l)(g _ .
! N (nZO ARS ~|r—A:)

Okazuje sig, ze kolejne przyblizenie operatora 4" jest érednia arytmetyczna
wszystkich jego poprzednich przyblizen i wartosci aktualnego przyblizenia
operatora 4 na kontcu kroku At. Ostatecznie algorytm obliczania wielkoéci
Ade wyglada nastgpujaco. _ g

1) Jako 94" przyjmujemy znang warto$¢ operatora % na poczatku kroku

. . , ®)
obliczeniowego, co pozwala na obliczenic Ao zgodnie z (3.13).

2) Podstawiajac Afc do (3.3) otrzymamy wielkos¢ ‘¥ _,, rdézniacy sig
od " _, wyrazeniem zawierajacym wyrazy nieliniowe wzgledem Ar. Za-
@)
niedbujac t¢ réznice mozemy znalezé %", a nasteunie Ae.
3) Podobnie, znajdujac Vi 6, obliczamy ‘Y%, _,, rézniace si¢c od ¥ "6,, o
0 wyrazy zawierajace potegi At stopnia wyzszego niz N,
Przyjmujac zalozenie

(3.16) . o NG =" s

obliczamy Wartoéé operatora M. Obliczenia zatrzymujemy, jezeli roznica

pomiedzy A) G a A cr jest odpowiednio mala.

W przypadku materialow sprezysto-plastycznych istotne jest zagadnienie
- przejscia od stanw sprezystego do sprqzysto-plastycznego Wprowadzamy
liczbe 0 <r <1 takq, ze czastka ciala w czasie 0< 7<r At pozostaje
w strefie sprezysie), a W czasie r At < 7= At znajduje si¢ w strefie uplastycz-
nione;j.

Opierajac sie na wzorach (3.6) i (3. 7) Ao rozkladamy na cze$¢ spre-
Zysta 1 sprezysto-plastyczna: '

317 Ao = Ac®+ Age?,

gdzie
) . ) 1 {ra
(3.18) Adg® = (A—tJ % dr) Ag = ¢ é,‘p@ Ag,
\

0

przy czym operator % okreslony jest za pomoca wzoru (2.26), natomiast

T
. 71
(3.19) A = (Ft— J“K dr) de = ', Ae.

rdi
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Wprowadzajac we wzorze (3.19) zamiast t zmienna,

—p At
(3.20) A e I
. 1—r
i stosujac aproksymacje
(3.21) ' mg = Y @, 7,
n=10
otrzymujemy
N
322) Wb, =3 —&, (4!
n n

Powracajac do zmiennej 7, wzor (3.22) mozna sprowadzi¢ do nastgpﬁjacych,
efektywnych wzoréw rekurencyjnych:

. (le‘r = (f|.;=r41
(3.23) e ib AR S54RSS AR e R :

1N2

Wi, = (T OO ).
=0 .
Widzimy wiec, ze operator ¥~ V¥, rdini sig od operatora “ V¥ tym,
e jako O, przyjeto wartoéé operatora ¥ w chwili uplastycznienia, a nie
na poczatku kroku obliczeniowego 4t.
Sposéb wyznaczania wspolczynnika r opisany zostal w pracy [11].

4. ROWNANIA METODY ELEMENTOW SKONCZO‘NYCH DLA
DUZYCH PRZYROSTOW CZASY

Roéwnanie bilansu energii (2.17) oraz, opisana wyzej, procedura obliczania
A6 -umozliwiaja sformulowanie réwnan metody elementéw skonczonych.
Przyjmiemy zatem nastgpujacg aproksymacje pola przemieszczeni:

@.1) {4u} = [N] {3},
gdzie [N] oznacza macierz funkcji ksztaltu, a {8} — wektor przemieszczefi

weztowych. Rozmczku_]ac wzgledem czasu funkcje {4.1) ofrzymujemy pole
predkoscei:

2) {o} =IN1{3},
takie Ze
4.3) 18} = {8} 4r.

Pole odksztalcen oraz pole predkosei odksztalcer’l‘ okreS§lone sa wzorami
{de} = [B] {3},

s (¢} = [B1 {5},
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gdzie [B] oznacza macierz odksztalcen.
Rownanie (2.17) w notacji macierzowej ma postaé

@.5) {87 (40} d2 = [ (o} (4f} a2+ | (o) {49} d (G00).

Podstawiajac do (4.5) funkcje (4.2), (4.4) oraz uwzgledniajac zwiazek
(4.6) {do} =[] {4e}, '

gdzie [£"] oznacza przyrostowy operator konstytutywny, otrzymujemy uklad
réwnan rownowagi metody elementow skoficzonych:

@7 (BF [2°] [B]dQ) {8} = [[N]* {4f} dQ+ [ [NTT {4p} d (692).
2 Q amn

Poniewaz operator [#] dany jest poprzez wzory rekurencyjne (3.15)
lub (3.23), uktad réwnan (4.7) rozwiazujemy iteracyinie:

2

@8 (BT ("1 [B1ag) () = JINT (47} d@+ [ INY {4p) d 00),

dla N=1,2,3,. tak dhugo, ‘az rézmica pomigdzy {M5} oraz {W-bg)
bedzie odpowiednio mala. ' , '

5. DOKLADNOSE OBLICZEN

Poniewaz w metodzie elementow skoiczonych aproksymacja wzgledem czasu
przebiega niezaleznic od aproksymacji wzgledem zmiennych przestrzennych,
wiec dokladno$¢ opisanej wyzej procedury wystarczy zbadaé dla zadan
© 0 jednorodnym rozkladzie pol. ' '

Rozwazmy pasmo plytowe obciazone na przeciwleglych brzegach réwno-
miernic roziozonym obcigzeniem p. Mamy' do czynienia z plaskim stanem
odksztatcenia i jednorodnym rozktadem pola odksztalcent {5, ¢,,0} i pola

1
naprezen {ax,o,iax}. Zalézmy, ze pod wplywem obcigzenia Po pasmo

uleglo uplastycznieniu. Jezeli obciazenic przyro¢nie o wielkos¢ Ap w czasie
0 £ 7% 4, to pole naprezenn pozostanie jednorodne, ale bedzie sie¢ zmieniaé
nieliniowo, Na podstawie wzoréw (2.32), (2.33} i (2.26) mamy '

(5 1) o.-x - (%xx _2Ux) é‘x—'_q”oxy éy’
wdzic 0= (gyx E+by, £y,
_{ 1—v 1 E
fg*"z(g”:E(l-zv 22 _)’
— h+E
3 .
« “ E’( v +1 E )
,)xy: yx= - )
1-2v .2 2 Wt B
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oraz

_ E 5 K3
5. - s 2% %
(5.2) E=T1 &= 573

a 8., 6, oznaczaja przyrost szeroko$ci i gruboséci plyty, ktore w chwili
=10 wynosﬁy 0dpow1edmo a i b. Przyjelismy tu liniowa zmieénno$¢ pola
odksztalcei w czasie. Sciste rozwiazanie ukladu réwnan (5.1) daje

, L @2 — %> NPL L
(53) 0-3.5 (T)=—2?;:”y—(1'"e “Jtpoe °
4 Ap | & —%2
s.= % | _ Py
=5 ln(%__m +1> dla m A
(5.4) % A
b= — 5,

’ Cux

Powyzsze zadanie rozwiazemy teraz metoda clementow skonczonych, sto-
sujac wprowadzong przez nas procedurg. Ze wzgledu na jednorodnoé¢ pola
odksztalcen mozna wprowadzi¢ tylko Jeden element, w ktorym

B
: o ) Ox a
{Au} = [N] {5}, [N}= T
. 0. L
: T b
_ . | 5 "-1—’_‘0—
(56) {As}=[3]{5x}, [B1=|" 1tb
g : o ' ’ 0, b

' 0
[€] = [ J (zpo+Aax)[0 0}

szyjé;to nastgpujace dahe do obliczen: a/b = 10- Apfpo =0,1, E/ps =
=10000, v =025, h = 3000.

Korzystajac ze wzoréw (4.8) oraz (3.15) ‘obliczono kolejne wartosci M3 /a

oraz M8 /b dla N =1,2,3. Okazalo si¢, ¢

3) (2)
b _ aé — 27431663102,

a
(5.7) @5 O - ‘
by - byz —2,6770659- 1073,

. Scisle rozwiazanie (5.4) daje wartosci
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‘Z‘ =2,7432111- 1073,
(5.8) 5
_BL= —~2,6771095- 1073,

Blad wzgledny w tym przypadku wynosi 1,63- 1075,
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PE3aromMmE

TEXHHKA BOJIBHIVX IIPMPOCTOB B VHPYIO-TLTACTHUYECKOM AHAJIM3E

fTpennoxern croco6 pacueTa YMPYTO-iUCTAYECKHX 32044 METOMOM KOHEYHBIX JTeMEeHTOs.
ADMYCKAKOULIM HPHEAITE §o1blK UpHpOCTOB BpeMeHH. [IpEruman coraacno Mak Muxnury
u Paiicy [7] cootnowrenns [lpannrua-Peiicca, obobuicnnnie ma cayvail Gompmmx fedopManmi,
NpeobpasoBaNyl OHM K NATPaAKEBOMY OHHCAMHIO, A4 34TeM CHCHHGHIHPOBAHEL AN MAJBIX
Aeopmanpif, DTe Ja0 BOIMOKHOCTE Y4€Ta BAHAHHS JIOKANHHOTO BPAINGHES TACTHI[ HA W3-
MeHeHHe ONPENCJSIOMErO OIEPATOPA, CYUIECTBEHHOTO TAKKE B 3TOM [OCIAEAHEM Clyvae.

BemeseHHbe 10 3TOMY OYTH OHpPeflefISIONISe YPABHCHHE B OPHPOCTAX NPEINONATAET
JUHEHHYI0 TIEPEMEHROCTh BO BPCMCHH [ONCH NepemelneHdii W fedopMamuil, HO NONycKaer
BPOU3BONBHYIO NEPeMEHHOCTh noja Hanpsxepul. [Ipeamomaras, YTo mome HanpsKeHHH, kax
(YAKUAS BPEMEHH, ABIACTCA MHOTOWIEHOM CTENeHH # = 1, 2, 2, ... HONYYaeM HHTEPALHOHHBIM
IYTEM OYEPERHBIC NPHOIMKCHNS OIEPEAENAIONIErO OIepaTopa. I[Jm n=1 HMeeM CTaHAAPTHBIH,
NMuHeHHni ToAxom B EpupocTax. Jus n= 2 oNpeacsMIOAT MATPHIA ABIMETCS CPELHEM
4pHMETHYIECKEM MATPHIThL B HAUaNe H B KOHUE PACYCTHOrO luard. ITOT ROCHENHHH CiIyuai
COBIafIAET C NPEIATAGMEIME PaHbIUEC BHOAMM omnpejenstoniedl Matpuusl (2 m 3],
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SUMMARY

LARGE INCREMENTS TECHNIQUE IN THE ELASTIC-PLASTIC ANALYSIS

The method of solution of elastic-plastic problems is proposed, based on the application
of finite elements and taking into account large time increments. Following the paper by
McMzexiNG and RiCE [7], the Prandtl-Reuss relations generalized to finite deformations
are transformed fo the Lagrange description, and then specified to the case of small
deformations. It makes it possible to take into account the effect of focal particle rotations
on the constitutive operator. The incremental constitutive equation derived in this manner
assumes linear time-dependence of the displacement and deformation fields, the stress field
variations being arbitrary. By assuming the stress ficld to be the n-the degree polynomial,
n=1,2,3 .., the iteration method yields the comsecutive approximations of the constitutive
operator. Case 1 = | represents the standard incremental approach. With n = 2, the constitutive
matrix is an aritmetic mean -of the matrices at the beginning snd end of the program
step. The latter case -coincides with constitutive matrix forms proposed before [2 and 3]

POISKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

- Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 28 kwietnia 1982 r.






