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OSIOWOSYMETRYCZNY QUASI-STACJONARNY RUCH TORUSA
W OBECNOSCI $CIANKI W PRZYBLIZENIU STOKESA

ANNA KUCABA-PIETAL (RZESZOW)

Praca dotyczy wyznaczenia ruchu opadajacego torusa, ktory porusza si¢ w kierunku
prostopadiym do {cianki, ze stala predkoicia U, przy malej liczbie Reynoidsa. Przeplyw
Jest quasi-stacjcnarny, osiowosymetryczny oraz majs zastosowanie rownania Stokesa. Obliczono
wspdlezynnik bezwymiarowej ity i poréwnano Z- wynikami ofrzymanymi przez Ganalosa,
Weinbauma i Pfeffer (1980) [11 diz kuli. -

1. Wstep

Badania ruchu ciata w poblizu $cianki rozpoczeto juz na poczatku na-
szego stulecia. Lorenz (1907) [8] badat poprzeczny ruch kuh pomigdzy
dwiema $ciankami. Do poczatkow lat siedemdziesiatych powszechnie stosowang
métodq do rozwiazania tego typu zagadnien byla metoda odbié zwierciadlanych.
Wymagala ona dobrania takiego ukiadu wspotrzednych, aby osia symeétrii
byla Scianka, a jedna ze wspoirzednych opisywala brzeg ciala, Narzucato to
ograniczenic na klas¢ badanych obiektéw i lownym przedmiotem badan
byly kule. Rozwigzanie ta metoda rozpatrywanego w pracy zagadnienia
wydaje si¢ bardzo trudne ze wzgledu na niemoznosé znalezienia odpowied-
niego ukladu wspdirzednych dla torusa. :

Gruckman, Prerrer i WEINBAUM (1976) [3] oraz LEICHTBERG | PFEFFER
1 WemNBAUM (1976) [7] zastosowali do wyznaczenia ruchu kuli i ukladu
kul w obecnosci $cianek; dla ktorych znane jest rozwiazanie métoda odbid,
analityczno numeryczna metode kolokacji. Polega ona na przedstawieniu
pola predkosci i cisniei w postaci. sumy zaburzen pochodzacych od $cianki
i rozpatrywanego ruchu ciala. Warunek brzegowy na $ciance pozwala wyrazié
nieznane wspolczynniki w wyraZeniu na zaburzenie wywolane $cianka przez
szeregi opisujace ruch ciala, stosujac odwrotny transformaci¢ Fouriera—Bessela.
Do wyznaczenia wspolezynnikéw tych ostatnich ykorzystuje sig warunek
brzegowy w punktach kolokacji na ciele. Metoda ta-zostala wykorzystana
w ponizszej pracy. Odwrotna transformacja Fouriera—Bessela, ze wzgledu
na niemoine$¢ wyznaczenia jej w sposob analityczny dla funkcji toroidal-
nych, zostala dokonana numerycznie, co znacznie wydluzylo czas obliczen.
(komputer RIAD 32, 4 godz) : -
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2. MATEMATYCZNE SFORMULOWANIE

- RozwaZany jest quasi-stacjonarny, osiowosymetryczny ruch torusa w lepkiej
cieczy, ktory porusza si¢ ze staly predkodcia U w kierunku prostopadiym
do plaszezyzny znajdujacej si¢ w danej chwili w odleglosci b od $rodka
torusa (rys. 1).
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Rys. 1. Uklad geometryczny problemu

Przyjeto, ze liczba Reynoldsa Re == ave jest tak matla, ze wyrazy bez-
H

wladnoéciowe w rownaniu Naviera-Stokesa moga by¢ zaniedbane, czyhi
ze przeplyw opisany jest réwnaniem Stokesa:

Q.1 aVv="Vp, divv=0,
gdzie v,p sa odpowiednio predkoscia i ciénieniem oraz i wspolczynmk

lepkosci.
Warunki brzegowe be;dq spelnione, jesli na $ciance

{2.2) v=0
a na torusie '
2.3} v=U; w nieskonczonoéci v = 0.

Z warunkéw geometrycznych wynika, ze wygodnie jest wprowadzi¢
cylindryczny r, 8,z oraz toroidalny uklad wspélrzednych 5 6, n zwiazany
z cylmdrycznym wzorami nastgpujacymi:

. csinh ~ esin
(2.4) r=————-j———, zﬂ__mj__
cosh y—cos & cosh y—cos £
Powierzchnia # = 5o okrefla w tym ukladzie torus o kolowym przekroju,
kiérego promiefi zewngtrzny wynosi a = c¢ cosech o wewngtrzny za§ R =
= ccothn,.
Poniewaz réwnania Stokesa (2.1) sa llmowe przeto pole predkosci

" i cidnien mozna rozlozyé na dwie czgdci

2.5 ' p=10,4+0v,, P= p,—i—pw
Dla wyznaczenia v, p,, wygodnie jest wprowadzi¢ funkcje pradu:

(2.6} i, = }0 [A{0) e +B(0) e “+C (o) 0ze™+D (ﬁ) aze =} 1y (o) da,
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Rys. 2.. Uktad wspdlrzednych toroidatnych

okreslajaca zaburzenie wywolane obecnoscig $cianki, spelniajaca (2.1), gdzie
A (@), .., D(x) sa nieznanymi funkcjami zmiennej «,J, funkcja Bessela
pierwszego rzedu, pierwszego rodzaju {2]. Rozniczkujac (2.6) ofrzymujemy
Uyes Uy {pOr. Dodatek). .

Czgs¢ v,, p, przedstawia rozwiazanie (2:1) dla osiowosymetrycznego, ustalo-
nego ruchu torusa w kierunku osi symetrii z [4], vy, v, sa skltadowymi
tej predkoéci w eylindrycznym ukladzie wspdtrzednych oraz v,,, v, — skla-

dowymi v,,: 4 '
o p.=pUQ/c,
(2.7) ' Ve = UrQf2c+y),
v, = U(zQ/2c+ W),

gdzie ¢ oznacza stalz ukladu wspolrzgdnych toroidalnych. Wystepujace
w (27) funkcje x, Q, sa postaci [4]

x=(coshn—cos &2 3 A, Pl (coshupsinng= 3 A, 4, (1, &),
n=1 n=1

@8 Q= (coshn—cos &} i B, P, 1 (coshn)sinné = ' B, B (. &).
n= n=1

Y=(coshn—cos &}t ¥ C, P,y (coshn)cosnt = 3 C, C,fn, ).
n=0 : n=0

Ponadto spelnienie rownania ciaglosci (2.1) naklada nastepujacy warinek
na wspolczynniki 4,, B,, C,:
29  5B,—0,5(2n— DB, 14+052n4+1) B,y i —(n+0,5) (24 3m) +
: +{@n*—1) 4,+0,52n—3) 2n—1) Ay~
—@2n-1)C,_,—(2n+1) Cop1+40C, =0, n>=1.
Warunki brzegowe v,, v, = 0 (2.2) wzdtuz §cianki z — —b beda spelnione,
jesli v, = —v,, v, = —u, czyli jedli

| B —b)od, @) da= —U (22(@ . ~8) 4, b)
@19 ° | | | .
[ Fla, —b)ao @) da= —U(—b/2¢(Q ¢, =)+ (r, —b)),
0 .
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gdzie funkcje E(x,z) i F{(x,z) sa nastgpujacej postaci {por. Dodatek)
dla z;= —b:

E{a, ~b)= — A () @+ B (@) &*— C (3) (1—ab) &+ D () (1+ab) &*,

@11) F(x, —b)= A (0} 7"+ B(fx) ¢ — C () ba# — D (@) be™.

Wystepujace tu funkcje A (w), ..., D (@) zna]duja sic w {2.6}.

Prawa strona rownan (2. 10) pisana jest juz. tutaj we wspolrzednych
cy]mdrycznych i okre§la zaburzenie wywolane ruchem torusa “odczuwane”
na $ciance z = —b. Jest ona jedynie funkcja r. Stosujac odwrotna transfor-
‘macj¢ Hankela (poniewaZz nieznane funkcje E 1 F sa transformaqq tychze

zaburzen), otrzymujemy

Ea, —b) = — | Ut (tQ/2c+7) J () dt
2.12) " |
- Fia, =)= — | Ut (—bQf2c+y) Jo () dt;

0 .

Q=0(,-b, x=x10¢ -b) w=w(t —b).
Wykorzystujac (2.8) mozna“ wyrazi¢ E'1 F przez. wspolczynmkl Ay, B,,, _
C,i funkc;e okres}ajqce ruch torusa (A, By, C}): :
B, —b)= Y, [ByBE (@ —b)+ A, AF (0, —B] U
(2.13) "=
F (d,‘ _b) = Z [Bn B,T* (OC,'—b)'l‘C“ Cr (0:, _b)} U:
n=1" . .

gdzie

Br? (OC: _b)= _—5 B’n (ts "'_b) t2 Jl (Gt)dt (chu)'_la
’ 0

C# o, =by= | C,(t, —b) tJ, (ar) dt,
0
A3 (o, —b) = — | Ay (¢, =b) t; (@) dr,
» 3 A
B+ (a, ~b) = | By (t, —b) thJo (ot) dt (2ep) .
S ; 0 _ .

Poniewaz (por. Dodatek)
“Ef{a,2y=(1—0)e " E(«, —b)+oe °F {a, ~b),
Fx,2)= ~ce " E(a, —b)+(1+a)e” " F(x, —b),
: ' o= (z+b)a, . ‘

(2.14)
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wykorzystujac wige (2.13} i (2.7) mozna przedstawié pole predkosci w do-
wolnym punkcie przeplywu {r, z} w postaci

00,5)=U Y B, [B:. (2 2) =+ Buy (r,z)]+A,, [4, ¢, 2)+
n=0, ]

(2.15) + 41 (r, 214+ Cpy (r, 2),

z
2c

v, (riz)=U i B, [BI, {r,2) + By, (r, Z)]+Cn [C. (. 2)+
=0

+Cn2 (?’, Z)]+An AHZ (1‘, Z)- .

Wystepujace w (2.15) funkcie B,,, Byyy Agty Ay, Coy, C,2 5a okreslone w spo-
s6b nastepujacy:

Bnl (?’, Z)-. 0 B:xk (OL', _'b)L Brf* (OL, _b)
nl (?‘,Z) = j v (—O') A:f ((I, _b) +al0 1je™’ 0""1 (Dﬂ“) dOt,
- C1 (, z)_‘ 0 ( 0 J C¥ (o, —b) ) .
(2.16) )
B, (r, Z)_ 0 —Br? («, '_b)-
w2 (F, 2)1= IU_((I—O') At (o, =b)|+(1+0)
Cua(r,2)| ° 0 ] .
Bi* (, —b)]\
0 e " oy {or) do
G (@, —b) |/ ‘

i uwzgledniaja one wplyw $cianki. Zgodnie z (2.5) skladowe predkosci vy,
pochodzacej z oddzialywania $cianki mogg byC teraz wyrazone nastepuja-
cymi wzorami: '

Dyyp (ra Z) = U Z, Bn Bnl (T", Z)+An Anl (1‘, Z)+' Cn Cnl (r: Z),

2.17) o -

sz (?’, Z) =U Z Bn an (7", Z)+An An2 (1", Z)+ Cn an (i‘, Z)-
n=0 : '

Pole predkosci okreslone przez nieskorficzone szeregi (2.15) bedzie okreélone
w dowolnym punkcie przeptywu po- wyznaczeniu wspélczynnikéw A, B,
C,. Stosowana megoda kolokacji zada pelnienia wrunku brzegowego (2.3)
w skonczonej liczbie punkiow nalezacych do brzegu torusa. Ze wzgledu
na osiowa symetri¢ zagadnicnia, kazdy punkt ‘reprzentuje okrag. Jezeli
warunek brzegowy o '
v {r, z) = 0, U (r,z}=U,

jest spelniony w M+1 punktach, to ograniczajac szeregi (2:15) do M
-wyrazow i korzystajac ze zwiazku (2.8) pochodzacego z réwnania ciaglosci,
otrzymuje si¢ uktad 3M: liniowych algebraicznych réwnan na 3M wspolczyn-
nikéw A4,, B,, C,. ' '
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3. WYZNACZENIE SIE DZIALAJACYCH NA TORUS

Ze wzgledu na osiowa symetrie sila dzialajaca na torus poruszajacy
si¢ w kierunku prostopadlym do $cianki z predkodcia Uk, w cylindrycznym
ukladzie wspolrzednych ma sktadowe (0,0, —F), gdzie

(3.1) F = { kR, dS,
i

R, jest za§ wektorem naprezeh w punktach powierzchni torusa Zwigzanym
z kieruikiem normalnej do powierzchni. Rowniez sita —ze wzgledu na
(2.5) —moze by¢ przedstawiona w postaci sumy:

(3:2) | : F=F,+F,

Do wyliczenia F uzyto ¥, (2.6) i wynosi ona {por Dodatek) F, =0
natomiast - {4]

a2

(3.3) S F,=4/2n Uc  (nB,—C,).

Wielkoscia charakteryzujaca wplyw scianki na sile oporu F jest wspélczyn-
nik 4, . ‘ o
(B4 ' Ay = F[Fg,

edzie F, oznacza site oporu dzialajaca na torus poruszajacy si¢ w nieogra-
niczonym obszarze z predkoécia U, skierowana wzdiuz osi symetrii.

4. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Obhczono wspbtczynniki 4, dla kilku polozen torusa przy roznym stopmu
jego wypehnema k: wielko$¢ k okresla si¢ w sposéb nastegpuiacy:’

@ - . k=Rja,

gdzie R oznacza promien zewnetrzny torusa, a — promien wewngtrzny
(rys. 1) ‘
Uklad réwnaf otrzymany ze spelnienia warunku brzegowego w M+1
punktach torusa zostal rozwiazany numerycznie. Catki podwojne postaci
(2.16) wystgpujace przy obliczanit macierzy wspOlezynnikow tegoz ukladu
roéwniez zostaly policzone numerycznie. Pomewaz funkqa podcaikowa Wwyste-
pujaca tam jest oscylujaca ze wzgledu na zmienne zardwno ¢ jak i a,
przéto do obliczen wybrano metodg catkowania pomlcdzy zerami fonkeji
Bessela. Czas obliczeds na EMC RIAD-32 wynosi dla M punktow M2
27 minut, dlatego tez ograniczono si¢ do obliczen dla M o = 10 '
Dla torusa charakteryzowanego parametrami a = 1, k= ko obliczone 1,
"dla tych odlegloéci by = b/{a+ R), dla ktorych znane sa wyniki 4, dia kuli [1].
_ Wartoéci F, uzyte do obliczen A, pochodza z pracy GORENA i O'NELLLA
- [4]. W tablicy 1 umieszczono wyniki. otrzymane z obliczen 1, dla wybranych.
wielkosci o, k, w zaleznoéci od iloéci uzytych punktdéw kolokacii. :
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Tablica 1. Zbieinos¢ metody kollokacji dla torusa
a=1, k=14 a=1, k=10

M by = 1,13 by = be = 10 by = 1,13 by =4 by = 10

2 1,3782 0.8792 09794 1,3437° 1,0687 1,0724

4 3,4237 0,9764 0,9987 1,9863 1,1524 1,0726

6 4.8794 1,1963 1,0983 2,2964 1,1629 1,0726

8 51263 1,2321 1,1024 2,124 - 1,1630 —

10 53,2463 1,2397 1,1027 2,3162 1,1630

Dla kuli zbiezno$¢ metody zalezy jedynie od jei odlegloéci od écianki.
W przypadku torusa zalezy ona takze od stopnia wypelnienia k. W tablicy 2
zawarto zestawienie otrzymanych wynikéw obliczen.

Na wykresie 1 zostaly przedst

torusow, ‘

Na podstawie przedstawionych obliczeri moina stwierdzi¢, ze metoda kolo-
kacji moze by¢ stosowana do wyznaczenia sity dzialajacej na torus poruszajacy
si¢ prostopadle w kierunku S&cianki. Charakter zmian Ay w zaleinoéci
od odlegloéci od $cianki wykazuje podobienstwo z 4, dla kuli [1].

awione zaleznosci 4, od b, dla poszezegélnych

Tablica 2. Wyniki obliczeit wspilczyrnika oddiiﬁlywania scianki dia torusa cﬁarakteryzowanego
parametrami a = 1, k dla odleglosci od $cianki b, = /{1+R)

1,13

Kby 1,54 4,0 6,13 10 20
14 5,2463 23,5642 1,2397 1,1701 1,1027 . 1,0573
2,0 4,1623 2,3366 1,2004 1,1653 1,0946 1,0521
4,0 3,0321 2,0654 L1921 1,1441 | 1,0857 1,0414
10,0 2,3162 1,7786 | 1,1630 1,1212 1,0726 1.0299
80,0 22464 1,5476 11529 1,0866 1,0350 1,0251
Y |

| I 1 l i | ] 1 I

7 5 0 b

Rys. 3. Wspolezynnik A, oddzialywania $cianki dla wybranych torusow



158 ANNA KUCABA-PIETAL

5. DoODATEK

1. Skiadowe p'r@dkosci v,, okreslajace zaburzenie przeplywu wywolane
obecnofcia $cianki zwiazane sa .z funkcja pradu ¥, (2.6) wzorami na-

stepujacymi:

oo

1 2w,
O (7, 2) = _""r— iz ﬁJ. E(m,2)J, {or) oo,
(5.1) m",
Vyoz (r: Z) = i a‘Ilw = -[ F (a: Z) -IO (Oﬂ‘) oo,
ro 0z

. .0 _

Po wykonaniu rézniczkowania i skorzystaniu ze wzoru

dJ (x)
dx

52 - @ ()

otrzymuje si¢

CE(w,z)= —A@ e +B@) e *—C () (1+az) e —D (o) (1 —az) e,

C) F =A@ et Bee =t €@ met+D (o) e,

I. WyrazZenia (5.3) napisane dla z= —borazz=c¢ tworza uklad czterech
rownan na okre§lenie funkcji A(x), B(x), C(x) i D(x). Dla ¢— o roz-
wigzaniem sa funkcje:

, A(d)= C(a‘)=0,
(3.4) D (2) = [F (a, —b)—E (&, —b)] e,
B0 = [F (&, ~b}+ab (F (@, ~b)~F x, )] ™.

Przyjmujac otrzymane rozwiazanie (5.4), (3.3) ‘przyjmuje nastepujaca postaé:

(5.5) Elo,z)= ,(1_6) e ® E{x, —by+oe " F{a, —b),
F(a,2)= —ce " E(x, —b)+(1+0)e " F (a, ~b),
gdzie 6 = (z+b) .
ITL. Sita dzialajaca na torus pochodzaca od zaburzenia wywolanego §cianka
moze by¢ napisana w postaci

- o { E*¥,\ -
{5.6) F, = unjr s ( 3 ) ds,
5

gdzie dS oznacza element powierzchni § torusa oraz n normalna zewnetrzna
do S.
Wykorzystujac wzory (2.6), (52) i (5.4) znajdziemy
(9 18 @ )

_ py (S _ 1 ¢ %Yy _
(57). ¥ (ar F 6r+62) v

= pn

o=—-a8
Qe g

(E (0, —b)—F (t, ~ D)} e™oF ard y (wr) dt dor.
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F4 ﬂ i QQQ"
&
1 -

Rys. 4. Lokalny biegunowy uldad wspolrzednych

Wygodnie jest wprowadzié¢ lokalny, biegunowy uklad wspélrzednych o, 8,
(rys. 4), zwigzany z ukladem cylindrycznym (r, @, z) wzorami
(5.8) z=gsinf;, r=R+gcosb,.

© W tym ukladzie ¥, ma postaé

m oo 2% . .
G Fu=pn[ [ [ {E @ ~b)—F @, ~b)ti (R+g, cos 0,) (g sin 8,) x
: 00 . ‘
% g~ teorind, [2-]1 (05 (R+Q0 COS 91) (COS 91)+(R + 94 cos 91)) Jl. (CC (R+
€0 €08 03) (sin 01)~Jo (o (R+ g cos 0y) (cos 0)1} da e o).

Stosujac wzor [5]

‘ C guoay - V
610 [ e, 090,09 dx= i L 2ot on 5
0 ' ' " ' '
: T'(A+p+v+2m) 7> A%
. m! I (u+m-+1) XF( " o, L, i 4o ) 7

do (5.9) otrzymujemy

3 -
Fw="’!n‘z Fy,
k=1

w© 2z

) ’ X 1 w-?n til . , o0 o . w“’Pk
511) F, = : 27" (sin 8,)% Cim ¥ —5—¢os 0, 4
(_ ) ¥ f f I (s) ‘ 1 g‘::o wlczo::ofk" zh k '
6 0 N :
| Lm0y S i, a0y
+ - (277 (sin 8 ) C; o t,
' I (s ! km=0 kmku;o k ng !
gdzie w = R+go cos 04, z, = g sin 6,
'im+1) T (m+-1)

km = km =

m! I (m+ay)’ m! T (m+ay)’

oraz 4, I.h Sks l}‘u a;n I;n S;rs ilﬂ W, Wp;w Fr, Q‘;n p.;( Oznaczaja: Stales ﬁ(o 5f1:'[, WSpbi-

czynniki szeregu hipergeometrycznego.
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Po przeksztalceniu dostaje sig¢

] Zﬂ:l

(5.12) —n,uf j G (Cosgl))qk 40, dt =0,

gdzie ¢, py, g, sa stale, poniewaZ nie zachodzi przypadek, aby réwnoczesnie
Py 1 gy byly parzyste. _ , ' -
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PE3IOME

OCECHMMMETPHYHOE KBASHUCTAIIHOHAPHOE JIBMXEHHWE TOPA
B MMPUCYTCTBUK CTEHKHM B MMPUEAMMKEHHMHM CTOKCA

PaGoTa xacaeTcs onpeReNeHuA ABHMEHAR NAJALOHETO TOPA, KOTODLIH HBHXETCA B HAIpa-
BREHMH DEPHEHANKYIADHOM K CTCHKE C HOCTOSHHOH CKOpOCThIO U, ©HpH Makom wicie
Peiinonnaca. Teueame Xpa3uCTANHOPADHO H OCECHMMETPHYHO, A TAKKE WMEIOT NPHMEHEHWE
ypaprennsn Crokca. Buuucnew xosddumument Ge3pasMepnolf CHIBL ¥ CpaBHEH OH ¢ Pe3ynbTa-
Tamu, nonydeHHbiMu [asartocom, Beiinbaymom u Ildeddepom (1980) {1] ans mapa. ‘
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SUMMARY

AXI-SYMMETRIC QUASI-STATIONARY MOTION OF A TORUS
IN THE PRESENCE OF A WALL; THE STOKES APPROXIMATION

The paper is concerned with motion of a falling torus which moves in the direction
perpendicular to a wall, with constant velocity U, at small Reynelds numbers. The flow is
assumed to be quasi-stationary and axi-symmetric, consistent with the Stokes equations.
The coefficient of dimensionless force is calculated and compared with the results obtained
by Ganatos, WEINBAUM and Prerrer (1980) [17 for a sphere.
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