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DRGANIA BELKI NIESKONCZENIE DLUGIEJ WYWOLANE LOSOWA
SERIA SIL. RUCHOMYCH

PAWEL SNIADY (WROCLAW)

W pracy rozpatruje sig¢ drgania belki nieskoriczenie diugiej spoczywajace] na sprezystym
podioZu typu Winklera obcigZonej nieskoficzonym ciggiem sit skupionych poruszajacych sie
w jednym kierunku z jednakowa predkoscia.  Przyjeto, ze sity oraz wzajemne odleglodci
migdzy nimi s3 zmiennymi losowymi. Podano rozwiazanie ogdlne dla wartoici oczekiwanej
i funkcji' korelacyjoej ugigcia belki, gdy odleglosci miedzy sifami tworza. niestacjonarny
i skorelowany zbi6r znnennych losowych oraz wyprowadzono wzory - dla przypadkow
"szczegdlnych. : : . Co

1. WsTEP. . . P

- Cz¢stym  zjawiskiem w Konstrukcjach - inZynierskich - jest wystgpowanie
drgafi wywolanych poruszajacym si¢ obciazeniem. Zagadnienie to wystepuje
m. in. w dynamice mostoéw, szyn kolejowych, drog, pasow startowych lot-
nisk itd. Z tego powodu problematyka ta podejmowana byla w wielu pra-
cach, a bogaty przeglad literatury zawiera znana monografia Frysy [1].
W wigkszoéci wypadkoéw problem drgaf konstrukcji wywolanych ruchomym
obciazeniem rozpatruje sie w kategoriach deterministycznych. Stosunkowo
nicliczne sg prace, w ktorych stosuje si¢ podejécie probabilistyczne. Frysa
[2] rozpatrywal drgania losowe belki swobodnie podpartej wywotane ruchem
pojedynczej sity, Knowwes [3] drgania belki nieskonczenie dlugiej obciazonej
sita skupiona, ktérej poloZenie na -belce okresla proces stochastyczny
Wienera, natomiast TUNG [4 i 5]—drgama mostdw poddanych dzialaniu
ruchu drogowego.,

W niniejszej pracy rozpatruje si¢ drgania belkl nieskoficzenie dluglej
spoczywajacej na sprezystym podiozu typu Winklera obciazonej nieskoficzonym
ciagiem sit skupionych poruszajacych si¢ w jednym kierunku z jednakowa
predkoscia. Przyjgto, ze wielkodé sil oraz wzajemne odleglo§ci miedzy nimi
sg- zmiennymi losowymi. Praca zawiera rozwiazanic ogélne dla  wartodci
oczekiwane| i funkcji korelacyjnej ugiecia belki, gdy odleglosci miedzy sﬁa.m1
tworza niestacjonarny i skorelowany zbiér zmiennych losowych. Opicrajac
si¢ na rozwigzaniu ogdlnym wyprowadzono wzory szczegélowe, gdy tzw.
strumien sit spelnia nastepujace warunki: 1) jest stacjonarny i nieskorelowany,
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2) niestacjonarny o harmonicznic zmiennej intensywnosci sif i nieskorelo-

wany, 3) stacjonarny i skorelowany, przy czym funkcja korelacyjna jest
wykladniczo malejaca wraz z odlegloScia migdzy punktami. Podano réwniez
oszacowanie funkcji gestosci prawdopodobienstwa dla strumienia nieskorelo-
wanego. Otrzymane rozwigzania moga by¢ wykorzystane m. in. w analizie
drgan nawierzchni drogowej obciazonej ruchem drogowym.

2. ROZWIAZANIE OGOLNE

Niech drgania belki nieskonczenie dlugicj spoczywajacej na sprezystym
podlozu typu Winklera opisuje réwnanie :

4 2

2.1) EJE—%’X(%QMW (x,.t}+m—‘?—%:7x—’_t-)—=F(x.,t),

gdzie EJ oznacza sztywno$¢ belki na zginanie, k sztywnosé podioza, m masg
jednostkowa belki, w (x, t) przemieszczenie pionowe belki oraz F (x, £} obcia-
7enie bedace procesem stochastycznym. Przyjeto, Ze belka obcigzona jest
ciagiem sil skupionych poruszajacych si¢ w jednym kierunku ze stala pred-
koscia v {rys. 1). Sily oraz odlegloéci miedzy nimi sg zmiennymi losowymi.
Funkcje F (x,t) mozna przedstawi¢ w postaci

\4

‘Am : Aks

Rys. 1, |
2.2) Fix,t)= 3 A0 [x—xt+o0l,
k=—-a
gdzie § oznacza delt¢ Diraca. _ _
Sily A, (k= —o0..., =2, —1,0,1,2,..00) 5 niezaleznymi zmiennymi loso-

wymi, niezaleznymi rowniez od miejsca potozenia, o jednakowych charak-
sf. terystycznych probabilistycznych, przy czym przyjmuje sig, Ze znane sa
' wartoéci E [4,]=E[A]=const i E[A{]=E [A2] = const. Niech 2 (x, 1)
oznacza intensywnoéé rozktadu sil czyli wartosé oczekiwana ilosci sit na jed-
nostke dtugodci belki w punkcie x i w chwili & Funkcja A (x,t) musi mieé
posta¢ '

2.3) Alx,t) =4 (x—ot)

co wynika z faktu, Ze spelnia ona réownanie ciaglosci [6]: . |
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04 (x, £) +o 04 (x, 1) -—Ol‘

2.4)

at dx
WprowadZzmy nowa zmienng
2.5 ' E=x—1ut.

‘Niech N (&, &) i dN (§) oznaczaja odpowiednio ilo§¢ sit w przedzialach
- Zaklada sig, ze prawdopodobienistwo ‘zdarzenia, ze na odcinku o diugosci
d¢ znajduje sig sila, jest proporcjonalne do d¢, a prawdopodobienstwo
‘znajdowania  si¢ wigcej -niz jednej sily jest wielkoscia pomijalnie mala,
a wiec zaklada sig - Co o -
P{dN (©) = 1} = 1) d&+o0 (d),
26 : P{N (@=0}=1-1(§)dl+o(d0),
o P {dN (&) > 1} = o (dd).

7 powyiszych zwiazkéw wynikaja zaleznosci
| E[N ()] = A (&) d¢,
, E[dN* Q)] = A (2 dE,

Korelacjlg miedzy ' dwoma punktami &,, ¢, okresla ggstoj\éé dwuwymiarowa
@ (&, £) & wige .

ey  EEN@)INEI=eCna)dtdh.

en

a stad Wynika funkcja korelacyjha .
@9 - FlELE) =0 s, E)—AED A &)

Dla strumienia nieskorelowanego (f(€1,8) = 0) prawdopodobienstwo, ze na
odcinku (&;, &) znajduje si¢ n sif okresla wzor

(2.10) ©OP{NGE )= n) = f}_(i_!@ oA,
adzie . ,

A &)= | () dr.

A &

Niech H (¢, &) oznacza dynamiczna funkcje wplywu, tzn. przemieszczenie
ustalone belki w punkcie & od poruszajacej si¢ ze stala predkoscia sily
jednostkowej znajdujacej si¢ w punkcie &, ukladu ruchomego (2.5). Stad
przemieszczenie betki wywolane seria sit ruchomych okresla wzor

@.11) w ()= _I A(&o) H (€, &o) dN (Go)-

N wykﬂﬂlijéib né réwnamiu (2.11) operacje wartosci oczekiwanej i wykorzystu-
" jac wzor (27) otrzymuje sig o |
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@.12) EDw (@)= ETA] | HE &)1 do.

Przy wyznaczanin funkcji korelacyinej ugigcia‘_ belki w (&) _wykorzyst.uje sig
wzory (2.7) i (2.9). Orzymamy . '

@13) KuEu ) =E2[A) | H(Er&a) H (Gar £ [ (Eas Ea) dEs dEo+

— 0L — oD

+E F4%] —j H (¢4, &0) H (E2, o) A (Eo) 4o

Przyimujac &; = &, = &, ze wzoru (2.13) otrzymuje sie wyrazenie nd- wa-
riancje

214y ol ()= K, (£, ﬁf)-Ez [4] I I H (¢, 5)H(¢ 2) f (&4, Ea)x

- a0

xd¢, déz.+E[A2] I H? (£, Eo) 4 (o) ddo.

Dla belki opisanej rownaniem (2. 1) funkqa wplywu H (£, £, ma postad

(op. 7)) o
1 e“g““’t o8 3 ({-—&o)  sind ('f—'fo)J
EJk £ A
. dla é ‘3 éﬂ:
215 H(E, &)= ' -
(215} H (£, &0} 1 e-ﬂ*ﬁ"-fo’[ cos 8 (—Lo) , sind (g—f:(,)J
4 JEJK 4 d
- dla &2 &,

gdzie

2 2
.\/Z/I_mfz_ o [1-(2)
_ EJ EJ . Ui /
- 2 - 2

1 \/ ko m? a-\/ ( B \?
= | [ _9
o 2 \/EJ | EJ 2 1+ vk,) ’
a'_\-/z\/z.' - .;\/.4’6EJ
= EJ ’ Vg == mr

3. ROZWIAZAN]A SZCZEGOLOWE

Opierajac si¢ na wzorach (2 12y 1 2.14) i wykorzystu;ac funkc:jg wplywu
(2.15), wyprowadzono. wzory na wartosc oczeklwana 1. warlanqq uglqma
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belki dla nastgpujacych przypadkéw szczegdlnych, gdy strumien sit jest:
1) stacjonarny i nieskorelowany, 2) niestacjonarny i nieskorelowany, a funkcja
intensywnoéci ma postaé¢ A (£) = A, +4, sin p¢, 3) stacjonarny i skorelowany,
przy czym korelacja maleje wykladniczo wraz z odlegloscia migdzy punktami.
Przypapex 1. Przyjeto, ze A (€)= A = const i f(¢,&,)=0
Wartos¢ oczekiwana i wariacyjna ugigcia wynoszi

Ew@l= A

2 2
EWL (g )
32k JEJk €\ €
Jak wynika ze wzoréw (3.1} zardwno warto§¢ oczekiwana jak 1 wariancja
przemieszczenia sa stale na calej dlugosci belki. '

PrzypaDEK I1. Przyjeto, ze A (&) = A, + A, sin pé (A = Ay) i f(&q, &) =0,
a wigc strumiefi jest niestacjonatny o harmonicznej funkcji 1ntensywnosc1

1 nleskorelowany
Odpowiednie wzory maja postac

(3.1)
o5 (&) =

E[A]4,  EfA]lA .' ' 26— |
Elv @)1= = s 4?ﬁfy+
L 2+p J
. IaiiamE I
62 2 & +(3+p)
_ E[4114 8\, E[4]4, {2(32+52)
0= Elke ( ) T R o

5% —&*+ 4 (206—p) + P —e24+ 8 (20+p)
4e24-(26 — p)> 4+ (26 + py*

W tym przypadku wartos¢ oczekiwana i wariancja zmieniajg si¢ widhuz
dtugoéci preta w poséb harmoniczny podobnie jak funkcja intensywnosci

PrzyrApek III. Niech strumfieri sil jest stacjonarny i skorelowany, przy
czym funkcja korelacyjna jest wykladniczo malejaca wraz z rdznica odleglosci
migdzy punktami, a wigc ma postac

(3.3) [, &)= a? e7fr4l,
Po podstawieniu (3.3) do (2.14) otrzymuje si¢

2 E[AR]A l(- ﬁ) ¢ E*[A]
B =0 JEIk & e 32k JEIk

205674 8% & [+ )P (4@ 4209 425° (57 —eo)] + 166° {62 +37) Qo+ )
& {(s-i«oc)z-I-éz]z [{s a)* + 6%

—2e% [(s+cx)2+5_2]}.
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w _szczeg()l-nym przypadku, gdy wzajemna ‘korelacja nie zalezy od odle-
glo§ci miedzy punktami, a wigc gdy a=0 ze wzoru (3.4), otrzymuje si¢

. -2. _E[Azjll( fi)'..o.zEz[A]
(3.5) oL (&)= —_mgzk \/m? 5+ _“32 +,“__;k2 g,

We wzorach (3.1), 32) i 34) wystepuje wyrazenie

1 82 2 1+n2)
6 Flym —{ 5+ )= —=—=1[5+ ,
(3.6) 2F (o) = ~ ( + 32) i ( o~

w kibérym parametr n = v/, okrefla stosunek predkosci sil do predkosci
krytycznej belki. Na rysunku 2 przedstawiono wykres funkcji F (v) zaleznie
od zmiany parametru 7, ktéry zawarty jest w przedziale [0, 1). Wykres
funkcji F (v) odzwierciedla w odpowiednicj skali zmiang wariancji ugigcia
belki dla strumienia stacjonarnego i nieskorelowanego zaleznie od predkosci
poruszania si¢ sit. W przypadku # =0 otrzymuije si¢ rozwigzanie dla belki

obciaZzonej statycznie silami, ktérych potozenie na belce jest losowe.
b 7 _

Fim) A
16/a

e

2fa

Rys. 2

4. OSZACOWANiE FUNKCIT GESTOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA

Niech'p.(w, i u, E)‘ anaczaja odpowiednio funkcje g@étoéci prawdo-
podobienstwa i funkcje charakterystyczna zmiennej losowej w (£). Miedzy
funkcjami- tymi zachodza zwiazki
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PO | 0w B,
@y . e

¢ w, &)= E[e™@]= { ™ plw,&dw.
Wykorzyst“ujac wzor (2.11), funkcjg charakterystyczna qo'(u, &) mozna pl;z_edsia-
wi¢ w postaci S : S o

@) ewo=Elew(u | ACIHE EINCN.

Zalozmy, Ze odleglosci' miedzy ‘sitami tworza - zbidr Mienn)?ch nieze.tle;zn'yc'h,'

a wige f (&, &)= 0. W tym przypadku funkcja ugiecia belki, jak wynika
ze wzoru (2.11), jest sumg nieskoniczenié wielu niezaleznych zmiennych loso-
wych. Stosujac’ metode poiniezmiennikow [8], ktore okreslone sa_ wzorem
@3) o=y 2 @y

. k=1 k! o
i postepujac podobnie jak w przypadku «szumu érﬁtowego» 197 (a takze
[10]),-otrzymuje: sig ' ' o

ay o m@=EM | B EACdE
oraz funkcj¢ géstoééi prawdoi)odobieﬁstwa. w postaci sze'i"'egu?i
. : : '—.4 o ‘ —5 .

@O0
+ 73 +.s

sdzie

2= OTE =@, E@=n@

Ie_ieli A~ oo dla wizystkich £ 'w taki sposob, Ze-iloczyny 2{&) ELAX]
(k=1,2,3,.) majg wartosci skoniczone, to polzmienniki . (£) daza do zera
(1 (&)= 0) dla k= 3,4, .., a funkeja gestodei prawdopodobienstwa  ugigcia
belki {4.5) dazy ‘do rozkladu normainego. Stad .wynika wniosek, ze dla nie-
skoficzenie ggstej serii ‘sil* o nieskoficzenic - matych amplitudach funkcja
gestofei prawdopodobiedstwa dazy do rozkladu normalnego.- -«
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5. WNIOSKI

W pracy wyprowadzono na drodze analitycznej wzory na wartosc
oczekiwana i funkcjg korelacyjna ugigcia belki nieskonczenie diugiej, obcigzo-
nej strumieniem losowych sil poruszajacych si¢ ze stala predkoscia, ktorych
wzajemne odlegloéci tworza zbidr zmiennych losowych.

Pokazano, Ze ‘jesli nieskorelowany strumien sil dazy do nieskorczenie
gestej serii sit o nieskoriczenie matych amplitudach, to funkcja gestosci
prawdopodobiensiwa ugigcia dazy do rozkladu normalnego. Jak wynika ze
wzoru {3.1) wartoé¢. oczekiwana - ugecia belki obciazonej strumieniem stacjo-
narnym nie zalezy od sztywnosci belki i predkosci ruchu sit i jest réwna
ugigciu statycznemu belki obciazonej réwnomiernie na calej dlugoéci, pomimo
ze przemieszczenie od. pojedynczej sity zalezy od tych parametréw. Przed-
stawiony sposOb wyznaczania charakterystyk probabilistycznych . moze by¢
stosowany w analizie drgan takich dzwigarow nieskonczenie dlugich jak plyty
i powloki poddane obcigZenin omowionemu W tej pracy. ' '
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KOJIEEAHUS BECKOHEYHO IAMHHON BAJIKY BBI3BAHHBIE CIAVYARHON
CEPHEH IMOABWXHEIX CHA '

B pafore paccMaTpupaloTcs KOACGaHES Geckoneuno MauMHHOH Danxd, Raxoasmedcs Ha
_yHpyroM ocHOBAHRH Tana BuHEsepa, HarpyweHHol GecroHeuHOHN NOCTEXOBATEABHOCTRIO COCPE-
TOTOMGHHHIX CHJI, ABMXYIWACK B OJHOM HANPABNCHHM ¢ OJWHAKoBOW ckopoctho. TIpuHito,
qTo hgﬁuqﬁi{é'cuﬁ i BIAMMITHIE PACCTONHEN MEKAY HHMH SBISOTCH CIyialifBIMu NepemeH-
upivm, Jaetcs obmee pemzeHue QA MATEMATEHECKOrO OXH/IAIHA- U BAPHASLIHY nporuba Gamxy,
KOIiA PACCTOSHAA MEKIY CHIAMA 0Gpa3yloT HECTAIMOHAPHOS U KOPPE/IHPOBAKIOE MIOKCCTAO
CRY9aHEBIX NEPEMEHHEIX, 4. TAKKE BRBGACHK (OPMYUIHL, ONpeIENRIOIIAE NEPSHCTERHbIE THo-
GabmiiicTuseck e XAPAKTEPHCTHRY JUIS HIOPAKHBIX HBCTHHIX cayaen, T
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SUMMARY -

RANDOM DYNAMIC RESPONSE OF AN INFINITE BEAM TO A TRAIN OF MOVING
FORCES ‘ -

An infinite beam resting on a Winkler-type elastic foundation is subjected to vibration
under an infinite train of concentrated forces moving at a constant velocity. The force
and their spacing are assumed fo be random variables. The general solutions for the
. expected value and variance of beam deflections are given in the case when the distances
between the forces constitute a non-stationary and corrclated sets of random variables;
the formulae are derived determining the probabilistic characteristics mentioned above in
a number of particular cases. '

POLSTECHNIKA WROCLAWSKA
NSTYTUT INZYNIERII LADOWEJ

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 16 sierpnia 1982 r.
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