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DYSKRETNY OPIS GIEINYCH DRGAN PRETOW Z WIEZAMI
ZALEZNYMI OD CZESTOSCI

JANUSZ KEOLENDA (GDANSK)

Praca dotyczy obliczen gigtnvch drgad dyskretnych modeli pretdw z wigzami zaleznymi od
czgstoscl. Spregyste, inercyjae 1 thumizce wlasnodci wiezdw opisdno funkeja zespolong, reprezentu-
jgca dynamiczng sziywnosé wigzow w dziedzinie czgstoscl. Wykorzystanie tej funkeijl przedstawtono
dla ukladu o dwoch stopniach swobody. Rozpatrzono wymuszone i swobodne drgania tego ukiadu,

1. Wstep

Sprezyste, inercyjne 1 thumigce whasnofel wigzdw zaleznych od czestodci moga
by¢ opisane przy pomocy funkcji zespolonych reprezentujgcych dynamiczng sziyw-
noéé wiezéw w dziedzinie .czgstosci. Sposéb wyznaczenia i wykorzystania tych
funkeji do analizy gigtnych drgan preta jako ukladu ciaglego przedstawionoe w pracy
[1]. W przypadku dyskretnych modeli analogiczne funkcje stosowano do opisu
wlasnofcei amortyzatoréw przeznaczonych do elastycznego posadowienia maszyn
oraz podainych fundamentéw w punktach podparcia maszyn {2 i 3]. Niniejsza praca
dotyczy gietnych drgah dyskretnego modelu preta z dwustronnymi wiezami o wlas-
nofciach zaleznyeh od ezgstofci. Ograniczono sig przy tym do modelu o dwdch
stopniach swobody. : o

2. OPIS ROZPATRYWANEGO UEKLADU

Rozpatrywany jest uklad ktérego dyskretny model skiada sie z dwdch mas
skupionych m; i m, oraz z niewazkiego preta o stalych parametrach spreZystych
(rys. 1). Masa m, polaczona jest z wigzami o wlasnosdciach zaleznych od czestodci.
Uwzglednienie podatnoéci wigzdw i preta na zginanie skrecanie 1 rozciaganie pro-
wadzi do modelu, w ktérym masy skupione maja po sze§é stopni swobody. Wigzy
zalezne od czgstoel mogg byé w tym przypadku scharakteryzowane przy pomocy '
macierzy sziywnosei dynamicznej w dziedzinie czgstodci [1]. W ukladach pr@towych:
poddanych dzialaniu sit poprzeczaych szezegolnie istotne sa poprzeczne drgahia
mas skupionych w plaszezyZnie dziatania wymuszed, ktére w* pierwszym pfzybli-
zemiu analizowane sg z pomini¢ciem drgan innych rodzajéw. Uproszczeme 10’ za-
stosowano w niniefszej pracy, ograniczajac sig do wyznaczenia poprzecznych prze-
mieszezeh ¢, 1 #, obu mas skupionych. Miara odkszta}cen gietnych preta sa wzglqdne
przemieszezenia obu mas

2.1 M= —u,.
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Przyieto, Ze sztywno$é preta na zginanie jest stala i odpowiada ugigein preta u przy
jednostkowej sile poprzecznej P, przyloZone] na koficu preta. Sztywnosé ta dla pretéw
pryzmatycznych wynosi
3ET

B’
gdzie F oznacza modut Younga materiatu pre¢ta, J moment bezwiadnosci przekroju
poprzecznego preta, ] dhugo$é  preta.

(2.2 e=

P
c ¢ ‘ a) EJ b) £ 2F
— — — T O ~ o~
: X o~ [ c
"T)—f | m2 - F S ]
u, U, r
: . r W
] "
Rys. 1 Rys. 2

Sprezyste, inercyjne i tlumiace wlasno$ci wigzéw moga by¢: okreflone przy po-
mocy sztywnodci dynamicznej. Sztywnosé dynamiczng wigzéw na zginanie, podda-
nych dzialaniu stale] sily poprzecznej ‘

(2:3) Fo=(m+m;) g
(g oznacza przyspieszenie ziemskie) oraz harmonicznie zmiennej sily
(2.4) : = I, cos (@, 1+8)
mozna zdefiniowaé zgodnie z [1] i z rys. 2a jako
Fi

2.5 - ct""z—};"'—;kt"‘ﬂu
gdzie

' Fy=F, exp (je,), w, =, exp (%),

P 8y, L=t 3
1 W, cos (&;—%), t= W, sin (g, —%),

PIZy CZYInt OZNACZONO Przez F,, g; rzeczywisty amplitudg i fazg sily F, j—]/ 1w, &
rzeczywista amplitude i faze przermeszczen WIiCZOW W, wywoianych wymuszeniem (2.4).
Wiclkos¢ (2.5) jest miarg sziywnosci dynamicznej wiezéw na zginanie przy
wymuszeniu (2.4) 1 stalym obcigzeniu (2.3), odpomadaj@cym cigzarowi obu mas
skupionych przy poziomym usytuowaniu preta.
Charaktérystyki sztywnodci dynamicznej wigzéw na zginanie przy czgstofei w;

(2.6) w,=f(F,), Fi=const,
2.7) wy==f (F}),  Fy=const
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sg z reguly nielinlowe. Wynika stad, Ze pomiary sztywnodci dynanticznej nalezy
przeprowadzi¢ nie tylko przy takich wartoSciach Fy, jakie obciazaé beda badane
wigzy w ukladzie rzeczywistym, lecz takZe przy warto§ciach F, zblizonych do eksplo-
atacyjnych wartoéci amplitud zmiennych sit wymuszajacych, Przy pomiarach ko-
rzystne jest odcigZenie Zrédla zmiennych wymuszed od stalej sity F,. W tym celu
zastosowaé mozna uldad przedstawiony schematycznie na rys, 2b,

W niniejszej pracy przyjgto, ze w rozpatrywanych przedrziatach zmiennofci
amplitud przemieszezen wiezéw w zaleznoé¢ (2.7) jest dla w=q, liniowa (lub zline-
aryzowana), tzo. warto§é ¢, traktuje sie jako staly dla danej wartodei I, i oblicze-
niowego zakresu zmienno$ei F,. Pozwala to wykorzystaé liniowa teorig drgan.
Przyjeto takze, ze wolyw czestosel na sztywnosc dynamiczng wigzow jest istotny, tzn.

(2.8 . . eFCy, T 0.

Oznacza to konieczno$é wykonania pomiaréw przy odpowiednio duzej liczbie
réinych czestosei. Liczba ta zalezy od zakresu czegstofci, w ktdrym badane sg wy-
muszone i swobodne drgania preta, od charakteru zmienno$ci dynamicznej sztyw-
nofci wigzéw jako funkcji czestosei oraz od pozadancj doktadnosci, Jesli przy danej
wartosct F, wyznaczono z pomiardw wartoScl ke, kyy oo Ky s Ky oraz fo, 1y, o0 1, o
vy Iy dla czgstosel @=wg, @1, vy @y, ...y @y, to Na podstawie znanych formut inter-
polacyjnych [4] mozna utworzyé wielomiany co najwyZej m-tego stopnia

kE(@)=a, ta, o+a, . a, @
2.9
i(m)=b0+b1 (1)+b2 wz'l' "‘+bﬂ a)"-
spefniajgce warunki
(2.10) k(w)=k:, {o)=l.
Analogicznie do (2.5) mozna utworzyé funkcje

(2.11) . L & (@)=Fk (@) +jl (w).

Funkcja &(w) okrefla sztywnofé dynamiczng wigzéw na zginanie w dziedzinie
czestoéci. Dokladnodé aproksymacii sztywnodci dynamicznej wigzéw w dziedzinie
czestosci wyrazeniem (2.11) zalezy od stopnia wielomianéw i zgodnie z twierdzeniem
Weierstrassa moze by¢ dowolnie wysoka, Funkeja &{(w) pozwala napisa¢ zwigzek
pomiedzy transformatami Fouriera F(w) i W (w) sily poprzecznej przylozonej do
wiezow 1 ugiecia wiezdw:

(2.12) F(o)=¢&(w) W (0).

Analogiczna zalezno$é pomiedzy transformatami Fouriera R () i #, (w)-xeakeji
dzialajacej ze strony wiczéw na mase m, 1 przemieszczenia masy w1, ma postad

(2.13) _ R(w)y=—¢(w) i, (w).

Sposob wykorzystania funkcji & (o) zilustrowano poniZej.
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3, WYMUSZONE DRGANIA G].ETNE PRETA

W przypadku dzialania na maseg my sily poprzecznej P(t) wymuszone drgania
popizeczne masy mty opisujg si¢ réwnaniem

(3.1) _ My 1 e (g —up)=P.

Ze wzgledu na Wyraienie sztywnoéel dynamicznej wigzow w dziedzinie czestoSei
korzystne jest przedstawienie réwnan ruchu mas skupionych réwniez w tej dzie-
dzinie. W wyniku zastosowania transformacji Fouriera do réwnania (3.1) otrzy-
muje sig _ ‘

(3.2) - - ? my f e (fh —i)=F,

gdzie #,+F oznaczaja transformatory Fouriera wielko§e! #, i P. Analogiczne réwna-
nie ruchu masy m, mozna z uwzglednieniem (2.13) napisaé w dziedzinie czgstoSci
nastepujgco:

(3.3) '—ﬂ)2 iy ﬂz"}“'c (172—171)‘;‘5&2:0 .

Tezeli sila wymuszajaca P jest funkcja okresowy
(34 P= Z Pyexp (o, 1),
P .

w ktérej oznaczono
Py=P exp (jp).

B,, 1, o, sa odpowiednio rzeczywista amplitudg, faza i czgstoscia k-tej skladowe;j sily
P, to réwnanie (3.2} przyjmuje postad

(3.5) —mw? my ﬁ1+c(ﬁ1—ﬁ2)=2n Z Pka(ﬂ')'_wk).
k

Prawa strona réwnania (3.5) jest ciagiem impulséw okrelonych dystrybucjz Diraca g,
zatem moZe ono byé spelnione jedynie wéwczas, gdy funkcje i, 1 #, sq réwniez
ciagami impulséw:

ﬁ1=27€ Z Uy 5 (a)—(ﬂk),
(3.6) o h
ﬁ2=2?€ 2 Yo J (CO'—COI;) .
E

W wyniku podstawienia (3.6) do réwnar (3.3) i (3.5) otrzymuje si¢

— o My u1k+c(u1k"ﬁzk)=f’k: -
G.7)

2 —
0} My Usy+© (ag— Uy + C =0,
gdzic '

(3.8) Ge= ().
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Poszukiwane drgania poprzeczne mas skupionych okrelone sg wzorami

G - wm= 2 ug oxp (o 1), wp= Z tz €XP (Joy 1)
Na podstaWIe (3.7 WIGIKOSCl iy 1 oy wynoszg

L ctgmy0f e co
(3.10) uik"TPk, U= B, P,

By=(c+c,—my 0F) (c—my oF)~c2,

Wymuszone drgama gietne prgta okreSione 53 wzorami (2 Di(k9, czyh

. Cp My W7
(3511) ) u-——;' TP" exp (joy 1).
Z zaleznodei (3.11) wynika, Ze jesli w rozpatrywanym ukladzié tak dobraé¢ wartodci
¢ i m, (aby spemione byly warunki) *)

(3.12) =y, OF,
(313 . B, #0,

to drgania glgtne prota o czgstosei wy nie wystapia pomimo istnienia wymuszenia
o tej czestodel. Na podstawie (2.8) 1 (3.11) mozna réwniez wnioskowad, ze w ukla-
dzie z wigzami o sztywnosci zaleznej od czestodci mozliwe jest dynamiczne thumienie
drgan w szerszym zakresie czgsto§ci. Warunek (3.13) oznacza %e przy wymuszeniu,
o czestodci wy, nie wystepuje rezonans z zadng cze;stoéciq digan swobodnych ukiada.

W przypadku wymuszen meokresowych stosuje 31@ 'transformac_]@ Laplace’a
réwnafi Tuchu, co daJe o

§2my o (i =~ i) =P,
3.14)
8% my iy + ¢ (i, — iy )+ Cily==0.

gdzie oznaczono przez &, i, P — transformaty Laplace a funkc_]l Uy, ty 1 P,
oraz §-— zmienng Laplace’a, é=¢{w)|pe-g).

Z réwnan (3.14) wynikajg wzory

. etérstmy, L e ctsim,

t _————— . =} ———

(3.15) * B
B=(c+&+my 8% (e +m1y s2)—c2,

Numeryczna inwersja wyrazen (3.15) umozliwia wyznaczenie drgan uktadu w dzie-
dzinie czasu.
Funkcje

1
Ll (w)=E (C+5+ﬁ12 Sz)is=jcw Lz [CO)=
(3.16) ]
L(@)= (+mosDsmo

(") Warunki te odpo“ﬁadaja, koncepeji dynamicznego thunienia drgad [S].
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stanowia funkcje przenoszenia, przy- pomocy ktérych wyznaczy¢ mozna lospwe
drgania ukladu przy wymuszeniach stochastycznych. Jesli poprzeczna sila Wymu-
szajaca P(t) stanowi stacjonarny proces stochastyczny o wartoécl oczekiwanej
réwnej zero i o gestofel widmowej G (). to gestoscl widmowe U, (@) 1 Us {w)
drgat popr zecznych mas skupionych m, i m, orazdr gah gigtnych preta U () wynoszg
317 U, (@)=|L, (@*G (@), U (@)=|Lz (0)|’G(®),

‘ U@=IL @6 (@)

4. SWORODNE DRGANIA GIETNE PRETA

Funkcje przenoszenia (3.16) staja si¢ nieokreslone, gdy zeruje sig ich mianownik

(41) . -Blsmjmmos
czyli _
“4.2) [+ & (@) — o my) (c—a? my)—c2=0.

Pierwiastki réwnania (4.2) sq czestosciami w; (s=1,2, ..., n+2) swobodnych drgafi
poprzecznych mas skupionych m, i m, oraz swobodnych drgan gigtnych preta.
Dla opisania swobodnych drgan ukiadu w dziedzinie czasu mozna dokonac od-
wrotne transformacji Fouriera réwnania (3.3). W. wyniku otrzymuje sig, z uwzgled-
nieniem (2.9) i (2.11), réwnanie

(4.3) Hla ﬁz'[“c (uz ‘”"uj_)'i'Huz:O,

w ktérym H jest liniowym operatorem rézniczkowym

4.4 | H=h '“1h.d+"2k dz-l- +j7"h &
( . ) = 0+J 1 at J 2 dtz L dtfg
o wspdlezynnikach

(4'5) o h0=aﬁ +Jb0 E hi':al +jb13‘ 100y hn=an +jbn .
Z réwnania (3.1) otrzymuje sig dla P=0

ny

(4.6) Uy =1y +—€—ii1.
W wyniku podstawienia (4.4) i (4.6) do (4.3) otrzymuje si¢ réwnanie
@D houitjt h1%+(m1+mz+ hof”l‘+j‘2ﬁ2)l+
dt : ¢ dt?
Py "y
N

Przy zalozeniu, ze wszystkie czgstosci , sa rézae, mozna rozwigzania rownania
(4.7) przedstawié w postaci

nt2

.8) up= D o exp (jo, ).

g=1
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Aby wyznaczy¢ wspolezynmiki «, nalezy znaé nastgpujace wartodei poczatkowe:

du, ' d5tt oy,

@9 wleo=wo | =i i

1)
—--H_[o .
=0

Na podstawie (4.8) i (4.9) otrzymuje si¢ réwnanie macierzowe

4.10) - n,=Wuat,
w ktérym oznaczono
[ u10 ] 1 1 1 ]
Joi 7 jos Jy 4z
ill() [ W= (.]a)l) (jmi’.)z (jwu+2)2
u('“'” l ozn+z] (103‘1)"+1 (sz)"* (Joone2)"* 1
Wyznaczmk gtéwny macierzy W wynosi
n+1
(4.11) det We=j" ¥, Ne= )'n.
n=1
V jest wyznacznikiem Vandermonde’a,
1 | A |
Wy @Dz ... Wy

e Z 2 2
Vesl w0f @5 ... w5, |

nel w1 net
O @3 @yl
Przy braku krotnych czgstosci w, wyznacznik Vandermonde’a jest rézny od zera,

tzn. macierz W jest nieosobliwa i wspélezynniki o, moga byé wyznaczone ze wzorn
(4.12) a=W-1y,

swobodne drgania poprzeczne masy m, oraz swobodne drgania gictne preta sa
zgodnie z (2.1), (4.6) i (4.8) okreslone wzorami:
nt2 mry
— ; — —— a2
uZ_Z ﬂs eXP(Jﬂ)s t)) ﬁs‘—“s(l ¢ ws)s
413 s=t b -

H+2

u——ﬁ—Z o, o exp { jom, t)

5. UwWAGI KONCOWE

W ogdinym przypadku drgania poprzeczne mas skupionych w ukla.dach:pi_fg-
towych moga by¢ sprzezone z drganiami innych rodzajow (np. z drganiami'o'br_ot'_o—
wymi mas skupionych w plaszczyZnie drgari poprzecznych). Sposéb rozwiq_ian_ia
zagadnienia sprzezonych drgan ukladéw z wiezami zaleznymi od czestosci w opétrcih._
o liniowy model dyskretny oraz drgan vkladéw o wicksze liczbie stopni swobody*
jest analogiczny do przedstawionego powyzej. RPN
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W wielu ukladach mechanicznych na wiasnoSci wiezéw wplywaja czynniki nie
uwzglednione w niniejszej pracy. W odniesieniu do podktadek elastycznych i tozysk
glizgowych jednym z takich czynnikdw moze byé np. temperatura. Wiezy wykonane
z elementéw gumowych i gumopodobnych wykazuja niejednokroinie istotny roz-
rzut whasnosci w ramach wyrobdw tej same;j seril oraz podlegaja procesowi starzenia.
W takich przypadkach wspotezynniki funkcji reprezentujacych sztywnosé dynamiczng
wiez6w w dziedzinie czgstosci mogg by¢ traktowane jako wielkofci losowe.
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PeswowmMme

DVCKPETHOE ONVICAHHE W3TMEHBIX KOJIEBAHNY CTEPXKHREM C CBSI3SAMH 3A-
BRCSHIMMIL OT YACTOTHL

PaBoTa KacaeTcd pacieToR MarubHEBK romeGanmi TECKPETHRIX Mopenei CTepiHell ¢ CBA3AMA
3 ABMCHHIAME OT YACTOTHL. VIpYIye, AHCPIMORESTE K TeMITHpYOMIHG CBOMCTBA CBASEH ONACEIBASTCH
KOMIIICKCROH (yHKITHOH, TPeACTARTLIFONE ! IEHAMIECKYIO )KECTKOCTS CRASel B 9ACTOTHOH OGIECTE.
Vicnons3osanne 3Toll GyHKIEM YRASEBACTCA Il CHCTEMBI ¢ meyMa crenicusvm cpobonpt, PaccMa-
TpHBAETCS BLINYRICHEEE W cPOBOHEe KONEOAHhA JTOH CRCTEMEL

SUMMARY

DISCRETE DESCRIPTION OF FLEXURAL VIBRATIONS OF BARS WITH CONSTRAINTS
DEPENDING ON FREQUENCY S

The paper deals with the calculation of flexural vibtations of discrete bar models with con-
straints depending on frequency. Elastic inertial and damping properties of the constraints are
described by the complex fumction representing the dynamical stifiness of the constraints in the
frequency domain. The application of this function is presented for the system of two degrees of
freedom. Forced and free vibrations of this system are considered.
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