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“UOGOLNIONY PRZEPLYW COUETTE'A
PLYNU MIKROPOLARNEGO DRUGIEGO RZEDU
W PLASKIM KANALE

EDWARD WALICKI i JANUSZ ZACHWIEJA (BYDGOSZ(Z)

Przedstawiono rozwiazanie réwnan _opisujgcych ruch plynu mikropolarnego drugiego rzedu
w plaskim, nogélnienym przeplywie Couette’a. Dokonano analizy wplywu dodatkowych wspot-
czynnikéw lepkosci na ksztalt profili predkosci i mikrorotacji. Wyniki przedstawione zostaly
w postaci wykresdéw i tabel. ‘

WSTEP

- Badania nad mechanicznymi i reologicznymi wlasnodciami zawiesin, emul-i '
sji, ptynnych krysztatlow a w szczegOlnodci krwi oraz plyndw fizjologicznycll
dokonane m.in. przez Kringa, ALLENA, DE Swve [1] i Armmana [2] wy-
kazaly, 7e odbiegaja one znacznic od wlasnodci przewidywanych na podsta-
wie newtonowskiego modelu ptynu. Celem usunigcia odkrytych niescistodci

. ERINGEN "[3] wprowadzil dla analizy roznych problemow przeplywowych
plynow z mikrostruktura wewnetrzna model plynu mikropolarnego, dyskutujac
w pracy [4] ogfaniczenia dla wspolczynnikéw lepkosci.

Od tego czasu przeprowadzono wicle -analiz” teoretycznych przepltywu
tych pltynéw w ukladach o roznych ksztaltach. KiLINE i SANDBERG [5] ba-
dali ustalone przeptywy plynow mikropolarnych w. prostych kanatach'i ru-
rach kolowych, rozpatrujac jednoczeénie zagadnienie istnienia wzglednej sily
oddzialywania mikrostruktury na otaczajacy ja osrodek oraz zjawisko migracji
.czastek w strumieniu plynu. Przemieszczanie si¢ czastek spowodowane jest
ich bezwladnoscia i wystepuje nawet wtedy, gdy efekt bezwladnosciowy wy-
daje si¢ nieistotny, jak o ma miejsce w przypadku deformacji czastek.
W zaobsérwowanym przez SEGRE'A | SILBERBERGA [6] tzw. efekcic cylin-
drycznym czastki, ktore byly réwnomiernic rozmieszczone w ofrodku, pod-
czas ustalonego przeplywu w rurze o promieniu R wedrowaly do polozenia
rownowagi oddalonego o 06 R od osi rury. Osiowg migracj@ i istnienie
polozen réwnowagi zaobserwowali rownies TAKANO, GOLDSMITH 1 MASON {71
w przeplywie oscylacyjnym w rurze.

Ruch plynu mikropolarnego opisuja dwa giowne wektory: predkoséci linio- _
wej przeptywu i mikrorotacji. Aumapi, Kod i GoLpscuMIpT I8 | 91 dowiedh,
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7e w nicktorych oérodkach mikropolarnych ruch ten wyznaczaja trzy wek-
‘tory: predkosci przeplywu oraz dwoch mikrorotacji. Poza wymienionymi pra-
cami oraz ogolny teoria AHMADIEGO [10 i 11] przedstawiajaca model takiego
oérodka, do chwili obecne] nie ma szczegotowej analizy dos$wiadczalnej, jak
rowniez brak jest rozwigzan rownan ruchu w przypadku bardziej zlozonych
przeplywow. :

Celem pracy jest analiza uogélnionego przeplywu Couette’a w plaskim
kanale. W dalszych rozwazaniach pojeciem zwyklych plynéw mikropolarnych
okreslane beda klasyczne plyny Eringena, natomiast osrodki, w ktérych mikro-
ruch jest opisywany dwoma wektorami rotacji zostang nazwane za Ahmadim
plynami mikropolarnymi drugiego rzedu

1. ROWNANIA RUCHU

Réwnania ruchu siescisliwego plynu mikropolarnego drugiego rzedu przyj-
muja postaé.[10 i 11]: - _

(1.1) div V=0,

dv . .o
(12) ¢ e of—grad p+(4,+ ) grad (div VY4 u, rot v—(u,+
: +x,) rot (rot V),

' v dV - -
a3 e (j S z') = 0y —7, TOt (rot T+ (@, + B+ ) x
x grad (div ¥)+ x, rot V—2x, v—fip rot f,

3. 4V _, _ _
(14 je—= ofa+2 (Bo—n,) B+ —Bo) rot v+
13 [0t + &ty + ) grad (div i} —a; rot (rot w1,

gdzie przyjeto nastgpujace oznaczenia:

wektor prediosci przeplywy,
gestosdd,
ci$nienie,
wektor mikrorotacji pierwszego rzgdu,
wektor mikrorotacji drugiege rzedu,
wektor sil masowych jednostkowych,
wektor jednostkowych momentow masowych pierwszego rzedu,
wektor jednostkowych momentow masowych drugiego rzedu,
wektor mikrobezwladnosd, :
gestosc mikrobezwiadnosci,
- wspodlczynnik lepkosa objetodciowe,
wspélezynnik lepkosci sprzeZenia,
4, wspdlezynnik lepkose scinania,
t,, Bon ¥, WspOlczynnik lepkosci obrotowych,
Oy, %y, %y, 1, dodatkowe wspotezynniki lepkosci.

R . e L e I

Z roéwnan i WZOrOW termodynamicznych wynikaja nastepujace ogranicze-
nia dla wspolczynnikéw lepkosci [10]:-
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30+ 243,20,  2u,43%,20, x>0,
5 3a,+29,20, —y,<f. <y 7,20,
SBoag+ 20, =0, —0y Koy Koy, 020,

- MtBo20, 8y, (Bo+n,)= (Bot+p,—B.)

2. KonFiGuracia PRZEPLYWU

Rownania (1. 1)—{1 4) zostana uzyte do zbadania przeplywu plynu mlkro-
polarnego drugiego rz¢du w plaskim kanalé (rys. 1)

W przyjetym ukladzie wspohrzednych wektory V, v, maja nastepujace
skladowe:’ -

VAY Vv (0), Vv, (0), B~ p ()
yi
h . Vv
X
B g
Rys. |

Réwnania ruchu (1.2)(1.4) przy pominigciu sit i momentéw masowych oraz
uwzglednieniv rownania (1.1) sprowadzaja si¢ do uktadu nastgpujacego:

dp d*v, dv
_ R _* Z = ()
(2 2) dx + (nuv + j":1:) dyz + Kv dy ?
' v, - dv, dpt, :
2.3) T ‘:in““%u (—d§‘+2vz>+ﬂo dy = Q:
' dv, d* p,
(2.4) 2o et 0u— ) 30 R

Rozwiazania réwnan (2.2)-2.4) powinny spetniaé nastepujace warunki brze-
gowe: -

ve=Vdlay=h, ov,=0dlay= —h;

25)
@3) v,=p.=0dlay=+h.
3. ROZWIAZANIE ROWNAN RUCHU

W wyniku rozwigzania réwnan (2.2)42.4) przy warunkach brzegowych
(2.5) otrzymujemy uklad funkc;l opisujgcych pole przeplywu:

1 X
3.1 . L |2 -
31y le 2u,+x, dx ( v+ o+ 5, [qu (cos hg)h cos hpy)+
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‘ - Vv v cC ., D
(3.1) +E (cos hyrh—cos hijry) t+-—5— i ‘:w— sin hpy-+—-sin h.t/;y}i—
. ' . ~  42(C cos hoh+D cos hph) y,
. i dp - 7
: = Asinh i S -
(3.2) Vz sinhoy + B s_mhu,by Y7 pr

— C {cos heph—cos hjry)— D (cos hfrh —cos lfry),

(3.3) p = wvy—"ﬁo— [% (a® — ?) (cos hph—cos h(py)ﬁ-}% (@ —y?) %

x (cos hfrh—cos infy) -{—% {(a® — @?) (sin hoph —sin hgy)+

+% (a? /%) (sin haph —sin hy y)]-?

gdzie

1 dp
—h— B

sin hoh

2

2

1 d d%
—E- [t!/h (@ — %) cos hoh — b“ sin hqoh:|

B 2u,+x, d
o (@ —yr?) sin heoh cos hjrh— i (@* — @?) cos hoh sin jrh ’

% ¢ (@) sin hjh |
a® — 2y cos hoh sin hyh— (a® — ¢2) sin hoh x _ ’

1 2
cos hthE " +% (o>~ )slnh

-
T4 (a*—?) sin hoh

34 D= —
34 _ ¢ (a2 — ) sin jh cos hq)h W {a® — @?) sin hoh x >

T 2 2Y et : ;
X cOs hyrh Zh Py {@* —*) sin hoh sin hijh

{a® 4 b*—d*+ [(@° + b* —d? —4a® P* 11},

Mib—-

Y = % (@4 b —d*—[(&* + b* —d*V —4a® bZ]"ﬁ’} ,

a* = Hy (z.ud"'xn) h? = 2 (nv ﬁo) d2 = BO (ﬂv—yv) )
Yo (ﬂu+ %v) , 3052 B 30"'2 Yo
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4. "DYSKUS}A WYNIKOW

W celu rozwazenia wplywu wartoéei- wspolczynnikdéw lepkoéei na ksztalt
profili predkosci i mikrorotacji wprowadzono nast@pumce zmienne bez—

wymiarowe:
_ X - ¥
X = ) a3 3
‘ h J Y h
_ U v, h o h
4.1 = Y, = I o
( ) vx U vz U 3 !’Lx U b
= p
p:

oU*

. Liczby podobiefistwa wyrazaja odpowwdme stosunki wielkodci charak-
terystycznych “dla rozwazanego przep%ywu do stalych materialowych. Tak

wigc mamy
hU '
Re = Qﬁt newtonowska liczba Reynoldsa,
ehlU . .
Rem = Py mikropolarna liczba Reynoldsa,
\ _ ohU . ' o . .
Rint = liczby Reynoldsa oddzialywania pomiedzy pred-
: ?‘;v "~ kocia przeptywu i mikrorotacja,
Rw = e’ U mikrorotacyjna liczba Reynoldsa,.
Vo
4.2
“2) Lpl = 3oh* U
4-(1,— o) )
3ph* U
LR =
th"U ” - dodatkowe liczby podobiefistwa,
Lp3 = '
p 200,
Bo

gdzie U jest pewna charakterystyczna predkoscia rowna sredniej predkosci
przeplywu plynu newtonowskiego o tej samej liczbie Reynoldsa.

Dla przeanalizowania wptywu warunkéw Couette’a i Poiseuille’a na prze-
plyw uogdlniony wprowadzono wiclkosci bezwymiarowe « i f pozwala]qce
chdraktcrystyczna predkos¢ wyrazi¢ w sposdb nast@pugacy

1 dp

V
= .._m'[l_—-_———h,
4.3) O = U 287 P Jue dx _
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gdzie

d d
o = i ./( p) , B=ViV,

dx / \ dx

Zaleznosci te sa poprawne wobec 'przngcia statego wydatku cieczy, co czyni
a+f = 1. Wielkosci (——'2) i V,, sg odpowiednio gradientem cisnienia w prze- -

plywie Poiseuille’a oraz pf@dkoéciz_; scianki kanalu w przeplywie Couefte’a. -
Rozwiazania (3.1}43.3) w postaci bezwymiarowej maja forme

3o Rem | A
4.4 7 _32 a _ o
| @4 o= e {1 Ve im [ 7 (cos hip Cf)S hpy)+
B C
+T (cos hl,b cOos hg[;)‘z):l} \:1 *g% (@ sin hpy -+

D — —_ —_—
+ 7 sin hl,[;y) +2 (C cos hp+ D cos h'fl) yis

4.5) ¥, = 3—— [7—A sin hqoy B sin hiy]— B [C (cos hip —cos hpy)+
+ D {cos Infr—cos jry)],

@6 =~y %‘—[ @) (cos hp—cos 157

+§ (@ —*) (cos ¥ —cos h%ﬁ)}ﬁ% [% @ —p% x

x (sin ho —sin hpy)+ % (@ —¥?) (sin hyy —sin hu,l_;y)] ,
gdzie '
_ A - B ~ Ch _ Dh
A=——o——, B=-——r—"— C=—, D=—r,
h__ 4 h_dp 4 4
2p,+x, dx 2p,+x, dx 2 2
§ = 92 It = (PP [@ 5 —d)—da ),
@n P =viE= g @+ -T-[@ 2 B3 -4 B},
72— Rw ~ Rem ) B2 _ Lp3 o2 _ Rw Lp3
Rint Rint Lpl’ Lp2 Lp4

Z warunkow (1.5) wjmikéja relacje pomiedzy liczbami podoblenstwa

1 Rw 3 1 \? 8 1 4
(4.8) = + , < .
Lpl 6 \2Lp2 Lp4 3Lp4 Lp2 = 3Rw
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Jak dotad brak jest szczegolowych analiz doswiadczalnych pozwalajacych
na okreslenie dopuszezalnych wartoéci dodatkowych liczb podobienistwa
Epl, Lp2, Lp3 i Lp4. Zostaly one podobnic jak wartosci liczb  kryterial-
nych Rem, Rint i Rw przyjete na podstawie wynikow prac ALLena i KLinga
[12] oraz Arimana, TURKA 1 SYLVESTRA [13], dotyczacych lepkosci plyndw
mikropolarnych pierwszego rzedu. Dodatkowe liczby podobienstwa spebniajg
naturalnie ograniczenia (4.8). .

Profile bezwymiarowej mikrorotacji drugiego rzedu, wyznaczone z zalez-
nosci (4.6) przedstawiono graficznie ma rys. 3-6. Analiza formul {4.4)-{4.6)
oraz prezentowanych wykreséw prowadzi do nastqpujacth wnioskow:

L. W poréwnaniu z profilami bezwymiarowej predkoéci przeplywu new-
tonowskicgo, profil bezwymiarowej predkosci liniowej ptynu mikropolarnego

17){

20

18 4 K

15 : ﬁ\ //
b | T g

14 iy

r 7 g y ‘ ‘\

10 v A

08 L% I

06 |— £ /’O// N \

gz 7/ %4 \ 2 \'\

Y el '

Re Rem | Rit | Rw | Lp7 | Lp2 | Lp3 | Lp4
g1 | gos2s 00833 | o1 001 01 01 a1

Rvs. 2. Prolile liniowei predkosci przepltywu plynu newtonowskiego (1) i plynu, mikro-
polurnego drugiego rzedu (2}

Tablica 1. Liczby podebiefstwa uiyte do okre§lenia ksztaltn- profili predkosci i mikrorotacji
pierwszego rzedu

| Numer E ‘ 7Licxrh_\. -E:L-l-;vh;n;lsilr\\'n '
kodumny Re - Rem Rint. Rw Tpl Lp2 Lp3 Lpd:
IR X 00625 | 00833 [ 00 00101 o1 J00

2 0,1 0.0625 0,0833 01 002 01 0. 0.1

3 01 0,0625 . 0.0833 L0 | 001 0.15 AOI 0.t
4 ol .0,0625 0.0833 0. - 001 01 015 01 |
5 J 0.t 0.0625 0.0833 : 0100100 0. l 0,15




84 EDWARD WALICKT 1 JANUSZ ZACHWIEIA

Tablica 2. Wplyw dodatkowych liczb podobiefistwa na profil liniowej ~predkofel  przeptywu
plypu mikropolarnego drugiego rzedu . -

f T

P ¥ ’ 1 2 3 4 3

~10 0,0000 00000 | 0,0000 0,0000 0,0000

08 01772 0,1770 0,1774 0.1771 0.1774

—0.6 0,3701 0,3697 - 10,3704 0.3699 0,3704

—04 05741 | 05738 0,5744 0,5739 0,5744

_ —0.2 0.7853 0,7851 0,7855 0,7852 0,7855
0.0 0,0 1,0000 -1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
02 1,2147 12149 1,2145 12148 12145
04 1,4259 1.4263 1,4256 1.4261 14256

0.6 1,6299 1,6303 1,6296 1.6301 1,6296

038 1.8228 18230 | 18226 18229 1,8226

1.0 2,0000 2,0000 2,000 20000 - | 2,0000

1D 0.0000 | - 0,0000 00000 | 00000 | 0,0000

08 0,2615 0,2614 02615 02614 02615

06 0.4980 04978 0,4980 0,4979 0.4980

—04 0,7030 0,7031 0,7030 0,7030 0,7030

, —02 08716 0,8718 08714 | 08717 0,8714
0.5 0.0 1,0001 10005 0.9998 1,0003 0:999%
0.2 1,0863. 1,0867 10859 .| ' 10865 .| 11,0859

0.4 C1.1289- 1,1293 1,1286 1,1291 1,1286

0.6 1,1279 1,1282 1,1278 1,1281 1,1278

0.8 1.0843 1,0844 1,0841 10843 1.0841"

1.0 11,0000 1,0000 1,0000 1.6000 1,6000

~10 | 00000 “0,6000 0,0000 0,0000 0,0000

R 01,3457 0,3458 0,3457 03458 |- 0,3457

0.6 0,6259 0.6262 - 0.6257 10,6260 0,6257

—04 0,8319 0.8324 0.8315 0.8321 0,8315

02 09578 0.0585 0,9573 0,958 09573

1.0 0.0 1,0002 1,0000 | 0,999 1,0005 0,9996
0.2 0.9578 0,9585 0,9573 09581 -1 09573

0.4 0,8319 0.8324 0,8315 0.8321 0,8315

0,6 0.6259 - 0,6262 0.6257 0,6260 0,6257

0.8 0,3457 0,3458 0,3457 03458 | - 0,3457

1.0 0,0000 0,0000 {,0000 0,0000 0,0000

.

drugiego rzedu w przeplywie Poiseuille’a jest bardziej ptaski, natomiast w prze-
plywie Couette’a odbiega od charakterystycznego, prostoliniowego ksztaltu
(I‘YS. 2}7 ' C

. 2. Zmiany dodatkowych liczb podobienstwa wplynely w nieznaczny Spo-

~ s6b na zmiang bezwymiarowej predkosci przeplywu i mikrorotacji pierwszego
- rzedu (tab. 1-3). \

3. Wzrost dodatkowej liczby podobienstwa Lpl spowodowal zwigkszenie

bezwymiarowej mikrorotacji drugiego rzedu w przeptywie Poiseuille’a i jej

wartoéci bezwzglednej w przeplywie Couette’a {rys. 3). W przypadku liczby
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o Y 1 2 3 4 5
1.0 ~0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 . 0,6000"
08 —0,1202 -0,1201 - 10,1201 - 10,1204 —0,1201
0.6 —02090 | —0,2097 —0,2081 —0,2098 ~0,2081
—04 —0,2697 —0,2713 —0,2680 —0,2709 —0,2680
—0,2 . 0,3050 —0,3074 -0,3027 | —0,3065 ~0,3027
0,0 0.0 - 0,3166 —-0,3192 | —0,3141 —0,3181 —0,3141"
0,2 ~0,3050 —0,3074 —0,3027 | —0,3065 —0,3027
0.4 —0,2697 - 02713 —0,2680 | - 02709 —0,2680
0,6 —0,2090 - 10,2097 ~0,2081 - 10,2098 ~0,2081
0.8 ~0,1202° | —0,1201 -0,1201 ~0,1204 | . -0,1201
1.0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1,0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
-0.8 —0,1091 —0,1095 — 10,1087 ~0,1093 ~0,1087
-0,6 —-0,1690 { 0,700 | —0,1679 —0,1697 | -0,1679
—04 —0,1907 ~ 10,1923 —0,1893 -0,1917 ~0,1893
-0, —0,1843 ~0,1859 —0,1827 | —0,1852 —0,1827
0.5 0.0 —0,1583 ~0,1596 —0,1570 - 90,1591 —0,1570 !
0,2 - 10,1208 —0,1215 —0,1200 -0,1213 —0,1200
04 | —-0,0790 —0,0791 —0,0787 ~0,0792 ~0,0787
06 | —0,0400 — 10,0396 —0,0402 ~0,0401 | —90,0402
08 | —0,0111 - 0,086 —0,0114 ~0,0111 —-0,0114
1,U 0.0000 0,0000 0,0000 0.,0000 0,0000
~1,0 0,0000 0,0000 0,0000 - 10,0000 0,0000
—~038 —0,0979 ~ 0,0989 ~0,0973 -0,0983 | 00973
~0,6 ~0,1289 —0,1304 ~0,1278 —0,1297 —0,1278
-04 -0,1117 —0,1132 —0,1106 —0,1125 —0,1106
—0.2 —0.0635 | —0,0644 —0,0627 | —0,0639 - 90,0627
1,0 0,0 0,0000 —0.,0000 01,0000 0,6000 0,0000
0,2 0,0635 0,0644 0,0627 0,0639 0,0627
0.4 10,1117 0,1132 01106 | - 01125 0,1106
0,6 0,1289 04,1304 0,1278 . 0,1297 0,1278
0,8 0,0979 0,0989 ¢,0973 0,0983 0,0973
1,0 0,0000 | . 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 .

Lp3, wigkszym jej wartosciom odpowiadaja wigksze wartosci bezwzgledne
bezwymiarowej mikrorotacji drugiego rzedu w obu rodzajach przeplywow
(rys. 5). | _ o

» 4. Wigkszym liczbom podobiefistwa Lp2 i Lp4 odpowiadaja mniejsze war-
tosci bezwzgledne bezwymiarowe; mikrorotacji drugiego redu w przeplywic
Couette’a i Poiseuille’a (rys. 4 i rys. 6). Relacje te zachodza dla ' prawie
wszystkich punktéw ptaszczyzny przeplywu.
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PE3IOME

OBOBIIEHHOE TEUYEHUE KY3TTA MUKPOIOISPHOM JKUAKOCTH
BTOPOTO MOPAIKA B MIOCKOM KAHATIE

TIpencTaBNeNo PEICHUe YPABHEHMH OTMCHIBATONIAX NBIKCHUE MHKPONOMAPHON KUAKOCTH

BTOPOTO LOPSIKA B TUTOCKOM, ofobmennoM Teuenum -Kyyera. Ilposenen ananus BAMSHUA
[OTIOMHATEABHLIX KoIPhUIMEHTOR BI3KOCTH HA HOPMY npo@uﬂeﬂ CKOPOCTH H MUKPOPOTAIHH.
Pesynbmrm OpSACTABNEHH B BHAE rpadmros u Tabnmm.

SUMMARY

GENERALIZED COUETTE FLOW OF SECOND ORDER MICROPOLAR
_FLUID IN A PLANE CHANNEL

" The paper deais with the solution of equations describing the motion of second order
micropolar fluid in a place, generalized Couette’a flow. Analysis presented of the effect
of additional coefficients of viscosity on the form of profiles of velocity and microrotation.
The resulis are illustrated on diagrams and tables.
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