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EFEKTY BRZEGOWE W RURACH O PRZEKROJU PROSTOKATNYM

JERZY MOSSAKOWSKI (WARSZAWA)

Rury o przekroju prostokatnym, u’ywane iako elementy konstrukcyjne (prety kratownic,
stupy) pracujy zwykie w prostym jednorodnym stanie naprefen. Stan ten zostaje zaburzony
w miejscach polaczed i podparcia. W przedstawionej pracy proponuje sie metodg wyznaczania
tych dodatkowych efekiéw wystgpujacych na brzegach - rur, Podaje sig sposdb wyznaczania
funkcji wlasnych dla rur o przekroju prostokatnym. Kazda z tych funkcji okresla w rurze
samozrdwnowazony stan naprezed rgieciowych i tarczowych. Rozwigzanie przyjmuje sie w po-
staci szeregu nieortogonalnych funkeji wlasnych. Nieznane wspotezynniki szeregu wyznacza
si¢ ‘stosujac zasade dopelniajgeych prac przygotowanych. Jako przykiad podano rozwigzanie
dla rur o przekroju kwadratowym. Proponowana metoda daje sig uogdlni¢ na dowolne
poligonalne przekroje zamkniete, a takse na przekroje otwarte,

1. WsTEep

Rury o przekroju prostokatnym sg czgsto stosowanym elementem kon-
strukcyjinym (stupy, prety kratownic). Powodem coraz szerszego ich stoso-
wania jest przede wszystkim prosta technologia ich wytwarzania oraz dobre
charakterystyki wytrzymalosciowe. Rury takie jako elementy konstrukcji pra-
cujg zwykle'w prostym stamie naprezen. Stan ten ulega zaburzeniu w miejscach
polaczent i podpor. W pracy tej podjeto probe podania metody pozwalaja-
cej na wyznaczenie tych. zaburzen, - ;

Zakladamy, Ze materiat rury jest izotropowy i podlega prawu Hookea.
Grubo$é $cianki h jest jednakowa na wszystkich bokach rury. Przyijcto, ze
dlugos¢ rury jest tak duza w poréwnaniu do jei wymiaréw poprzecznych,
iz zaburzenia z jednego -kofica rury nie przekazuja sie na drugi. Mozna
wigc rozpatrywad efekty brzegowe w rurze pohieskonczonej. Podzielono rurg

~ na pdéhieskoticzone pasma polaczone wzdluz krawedzi. Kazde z takich pasm
pracuje niezaleZznie jako tarcza i jako plyta, a wzajemne sily oddzialywan
poszczegolnych tarcz i plyt przekazuja sie tylko wzdtuz péinieskosiczonych
krawedzi rury. Zalozono wreszcle, 7e stan naprezen tarczowych nie wplywa
na ugiecie elementow zginanych. Jest to réwnoznaczne z przyjeciem, ze row-
nania dla tarczy i plyty nie sg ze soby sprzgzone, jak ma to miejsce
w rownaniach Th. Kdrmdna. : :

Podstawg wyjsciowa stanowi¢ wiec beda klasyczne réwnania i zwiazki
teorii tarcz i plyt. W przypadku braku obciazenn na obszarze plyty roz-
wigzanie dla tarczy i dla plyty sprowadza si¢ do wyznaczenia' rozwiazania
jednorodnego réwnania biharmonicznego.

N
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(LD : . 2 VZF (x,2)=0.
Calke takicgo rownania dla 0 < x<a i 0<.z< o0 mozna przedstawi¢ .
w postaci :

(12) . F(x,2) = e [A cos x,+B sin x,+ Cx; €08 X+ Dx 8in %, ],

gdzie x, =4, x a 4,B,C,D sa statymi calkowania. Parametr 4, jest tu -
dowolna rzeczywistg lub zespolona staly rozdzieleniazzmicnnych. Wprowa-
dzajac na te stala ograniczenie '
(1.3) ' Re i, <0
uzyskamy rozwiazanie o najwigkszych wartosciach dia z =0 zanikajace dla
2 — 0.,

Rozwazame (1.2) mozna przedstawi¢ w zapisie macicrzowym w sposob
nastepujacy:
(1.4) o F(x,z) =€ {A; B; C; D}-C, (x),

gdzie transponowana jednokolumnowa macierz CF (x) ma posta

CT (x) = {cos xy; 81N X4 X4 €O8 X3 X 8iN X5} = {¢% (%)},
x;,=/1kx, &',=1,2,3,4.
Rézniczkowanie funkcji F (x, z) wzgledem zmiennej z sprowadza si¢ do mno-
' zenia jej przez parametr A, W zapisie macicrzowym rdézniczkowanie wzgle-
dem x sprowadza si¢ do prostych dzialari na macicrzy wspotczynnikdw

_oF = J, & {B+C; D—4; D; —C} c,,(x)

15
( ) aZF 2 _7 .
L A 2D—A; —B-2C; —C; ~D} G (%),

Podobnie prosto mozna wyznaczy¢ calk¢ nieoznaczona wzgledem Zmien-
nej x: .
(1.6) [Fx,z)dx= A te {C—B; D+ A; —D; C} Cy (x).
We wzorze tym i nastgpnym pominigto dowolna funkcje calkowania zaleZna
tylko od zmiennej z. Wzdr (1.6) mozna wykorzysta¢ dla prostego wyznacze-
nia w rekurencyjny posdb nastepujacej catki
(17) [ x"{4; B; C; D} Cy (x) dx = x" | {A; B; C; D} C; (x) dx~

' : —{nx""* [f {4; B; C; D} Gy (x) dx] dx.

" Wreszcie catka oznaczona w przedziale (0, a) jest roéwna

19 j{A B; C; D} Gy (x) dx =
=ik '[{C-B; D+ 4; —D; C} Gy ()—(C-B)],
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gdzie
 CF ={C0S 13 SN Py P COS Vi Py SN 7y
oraz gdzie v, = A a.
Dla uproszczema zapisu wzorow, tam gdzie nie bedzie to powodowalo
niejasnosci, bedzie opuszczony indeks k. przy parametrach A i y.

2. ROZWIAZANIE DLA POLPASMA PLYTOWEGO

Jako zadanie pomocnicze podamy rozwiazanie dla pOlpasma plytowego
(rys. 1), na ktorego polnieskonczonych krawedziach dane sg nastgpujace
warunki brzegowe:

dla x=0
@1 w (0, z) = w, exp 1z,
' ow(x, z) :
Ty | = erexpdz;
x=0
dla x=a

wia, z) = w,exp Az,
dw (x, z)
dx

= (0, eXp Az.

xX=4q

Stale w, 1 w, s3 ugieciami nafoiy polpasma plytowego, a ¢, i ¢, katami
obrotu narozy. Na rysunku 1 pokazano dodatnic zwroty tych ugie¢ i obro-
tow. Warunki brzegowe (2.1) sa spelnione przez funkcje

1 .| n : ¢ . .
22 wa= [wr (2: [0 D +h G [~ 6=k ) f 0 =T )1} +
' ' +w, (03T 0)=h 01, L9 O+h 0L Lf 0+ 0 +
{‘ R-f W+ 0L I 0 -7 0L [—h(v) g1+

)];'[_—f =1 3 [k (?) ~g (v)]}] Cr (x).

=¥

r
wel/f . wix,0

Ws
o
Rys. |
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W]ﬁrowadzone tu funkcje parameiru y = da maja postad

o siny Py S

' SO= e T0= T

, “ 1--cosy R I—cosy

2.3 = — =—,
(2.3} g yTeny g »—siny )

1+cosy N 1+cosy

hiy)=—-—my H) = ——.

. 7+ sm y y—siny

‘Wprowadzone powyzej pomocnicze funkcje parametru y nie sa niezalezne.
Facza je zwiazki. wymka}aCe z ich szczegolnej budowy oraz wlasn0501
funkcji trygonometrycznych, np.:

g ) k()= FO1 gMhim=a0ht=Ff670),
h—h(y) =2h@) [ O) =280 ).

Wykorzystanie tych wzoréw moze byé celowe przy niektorych przeksztal-
ceniach. :

Ze wzoru (2.2.) przez proste rézniczkowanie i wykorzystujac (1.5) mozna
wyznaczy¢ sity i momenty w dowolnym punkcie polpasma plytowego, a takze
na krawedziach x =0 i x = a. Przyjete dodatnie kierunki sit i momentow
dzialajacych na krawedziach pokazano na rysunku 2. ' '

Rys. 2

Ze wzglgdu na dalsze zastosowania rozpatrzymy przypadek, gdy wy-
muszone ugigcia plyty na krawedziach sg symetryczne. Zachodzi wtedy w, =
=W, 013z @, = —@,. Ugi@cie polpasma da si¢ ' wtedy opisaé wzorem

] Ck (x)

24 wix,z)= [ {19 &) —q(?) f ?)}+

Momenty zginajace i1 zastgpcze sily tnace na krawq;dmach qua rowne:
dla x=10

2 62 '
2.5 M, = —D[a W +v——W—J | =
x=0

ax* . 8z?
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| -y |
L VEP {wr [f ) ——51]— 2 (m}. |
(2.5) : -

{cd ] R.,=—D [ﬂ_[_{z_v) jw_:l

x> ax 0z% |-,

1_
= 2D e {wr fg 1- (i" [f - 2v

dla x=a _ '
' 0w 0% w
/Y IR L I Y
2.6) M [3362 e La &
‘ 0w > w
R,=-D| ¥ ipn_ - R,
Sr l: axa +(2 v) ax azz ]xzo Rrss
gdzie
Eh?
b=1 (1—v3) "

We wzorach powyiszych pierwszy indeks oznacza krawedZz, na ktorej
wystepuje sita lub moment, indeks drugi zas pokazuje kierunek, w ktérym
rozcigga si¢ pdlpasmo. ' A

Dia przypadku, gdy ugiecie plyty jest antysymetryczne,-a wigc gdy za-
chodzi wy= —w, i ¢, = ¢, mamy : : : .

27 wix,z)=¢" [wr{l;ﬁ(uf); —he); =FoN+

V4

+ A’ 0; 147 (); —F &) —am}] Cr (x).

Momeflty zginajace i zastgpeze sily tnace na krawedziach dane sg zwigzkami

.. 1—
Ml*s = 2DA% " {W,. [f (V)+%]+ (ir [g (}’)]} =M,,

. i—v
l:f(?)+ 5 ]}stﬁ-

3 RozwiAZANIE DLA POLPASMA TARCZOWEGQ

(2.8)

~ Rozwazmy péipasnio tarczowe o szerokosci a i grubodci h (rys. 3). Zaléz-
my, z¢ dla x =0 i x = a rozwigzanie ma spelnia¢ warunki brzegowe:
dla x=0 .. - _ :
(3.1)- u0,z)=u.explz, v,z = U, €Xp Az;
dia x=g '

u(@, z) =uexpiz, v (d, Z) = v, ¢xXp Az.
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z ﬂ_

Rys. 3

Stale u,, u,, v,, v, 53 tu przemieszczeniami narozy tarczy. Warunki te sg spel-
nione przez funkcje

1 23—y '
uix,z)= ;v e"”[u, {m; 1+: [—pM+ia(L -+

—ayl; [m (v)+ﬁt(?)]}+us {0; ::;: fp)+a@mlL—p—

_ g .
=AML E-m+m (1»)}}+vr {0; —m+ 1+: {m(y)+

-' +#t (y)]; [-m(v)—ﬁi(v)];.[—n(v)+ﬁ(v)]}+ v, {0; 1+: X

x {m (v)_—ﬁ% 1 [—m )+ (v)]_; [—n(n—P (v)]}] Cy (x);

62 iy, 2 3—v _
b{x,z) = 5\ 0; i iy [m)+m ) [—mG)-

. J_vy'
—m); [py)— (}’)]}+us {0; T& [m (y)— (y)]; [m ()=

L 2 3-
| —m(y)];[—p(v)—ﬁ(y)]}w,{m; Feall

—p L n)—P L [—m ()~ (?)]}Jrvs {0; 1+_:' x
x [n @)+ 0)1; [n )+ &)1 [—m )+ (?)]}] Ci ().

" Funkcje parametru y wproWafizone we wzorach (2.3) majg postac:

sin ¥ i (3) = | sin y
3—vysiny—(E+v)y 7= (B—v)siny+(1+v)y’

mr(?) =1




!

.EFEKTY BRZEGOWE W RUR.ACH O PRZEKROJU PROSTOKATNYM 95
(3.3) " () {—cosy A 6) I—cosy
. 1 = T — = A 1)
y_ B—vysiny—(1+v)y "= (B—v)siny+(1+v)y
1+4cos y N l+cosy -
p(y)= . Pl=

(B—v)siny—(1+v)p’ (—v)siny+{1+v)y’

Funkcje podane w (3.3) nie sq niezalezne i mosna dla nich wyprowadzi¢
podobne zwiazki, jak dla funkgi wystepujacych w rozwiazaniu dia plyty.
Znajomos¢ rozwiazania (3.2) pozwala wyzhaczy¢ w dowolnym punkcie tarczy
naprezenia 1 sily. Nie bedziemy zajmowaé si¢ przypadkiem ogolnym lecz
podamy rozwiazania dia przypadkow, gdy przemieszczenia sa symetryczne
lub antysymetryczne wzgledem osi symetrii tarczy x = a/2.

Dla przypadku symetrii przemicszezen, a ige gdy u, = —u,, v, = v,, otrzy-
mamy
~uix, )= (1%v)e" | u, : - : s (YY) 4+
__ 7 T Ty PO imby

S R Y
+ v, {o;er H’: mAy); —m (y); -n(?)}] C (x),

G4 1 I—v

1+v - 14v

v(x,z)=(1+v)e* [ur {0; m(y); —m (); p(v)}Jr

i 3
+0, {m, I——I—vv— n{y); niy); —m (}’)}] Cp (x).

"Na pélﬁieskoﬁczonych krawedziach tarczy wystepuja sity normalne i $ci-

najace. Ich dodatnie kierunki zaznaczono na rysunku 3. Przyjmuja one
wartoéci:

Eh ou v
Nes = 1—v? [E;+v'EJ¥EO o
. | .
= 2KAe” {“r [AP (?)]'i_vr l:m (?)"7]} = Nsrs
T Eh —%-I— dv B
T 24w | 0z ax |yee

= 2KAe” {%;m (w)]-lr v, [n (v)]} = -7,

(3.5)

L

gdzie K = Eh/1+v. ‘
Dila przypadku, gdy wymuszone przemieszczenia tarczy sa antysymetryczne,
a wiec gdy u,=u. i v,= —p,, to '
1 I—v
——#
1+v " 1+v

(3.6) uu,ﬂ=41+ﬂe”[m{ (n;—ﬁwxmcw}+

¢
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~1  3- .
- +0, {0; mfrrzﬁi(v); — i (v};ﬁ(y)H'Ck (x),

(3.6) 1 3—v

[cd ] v(x,?)=(1+V) e [ur{o;m— oy o —ﬁ’t(y);'—ﬁ(?)}+

r - 3 ' ‘
J””{TLT; 1+: P );wﬁ_(v);—m(y)ﬂc,,(x)._

Sity na poélnieskonczonych krawedziach tarczy przy antysymetrycznym.
stanie przemicszczen bgda odpowiednio réwne: -

N,, = 2KAe"* {ur [ﬁ W1+, {rﬁ (v)—%}} = —Ng ,

T, = —2KAe¥ {u, [ﬁq (y}——lm]+v.. [p (}’ﬂ} =T

Dla dowolnych przemieszczen narozy ogolne wzory na s1ly kraWdemwe
mozna wyprowadzw z (3. 2} przez roézniczkowanie.

(3.7)

4. POLNIESKONCZONA RURA O PRZEKROJU PROSTOKATNYM

Wyprowadzone uprzednio zwiazki pomiedzy silami i przemieszezeniami,
pohnieskoniczonych krawedzi tarcz i plyt wykorzystamy dla zbudowania ukia-
du rozwigzan wlasnych dla polnieskonczonej rury. Niech h bedzie gruboscia
§cianki rury oraz a; = a-+h, by =b+h j& zewnetrznymi wymiarami (rys. 4).

-z Ca . -

>

3
u ’J
Rys. 4

Podzielmy rure wzdiuz krawedzi na pélnieskoﬁczone _pasma. Kazde z pasm
bedziemy traktowaé niezaleznie jako tarczg i jako piyte. Zaktadamy takze,
ze katy proste przekmju po odksztalceniv nié ulegna zmianie. Przekroj
prostokatny ma dwie osie symetrii x =a/2-1 y = b/2. Dowolne wymuszone
przemieszczenia narozy -przekroju mozemy wiec rozlozy¢ na przemlcszczema
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symetryczne i antysymetryczne Zajmijmy si¢ przypadkiem, gdy wszystkie
przemieszczenia narozy sa symetryczne. W taknn przypadku moZemy ogra-
nlczyc si¢ do rozwazania pasm 1+2 i 2+3. Nadajmy krawedzi 2 prze-
mieszczenia U expiiz, Viexp Az, Wexp Az 1 obrét @ exp Az. Przyjete kierunki
tych przemieszczen pokazano na rysunku 5. Po Wykorzystamu symetrii mo-
zemy wyznaczy¢ odpowiednio przemieszczenia i obroty krawqdm dla po-
szczegblnych tarcz i plyt. Tak wiec

dla pasma 12

(41) Uy = _u2=Us - UI=UZ=V5
_ Wy =wy =W, —Qr=@;=®,
dla pasma 2+3 _
“2) Uy = —Uy =W, 0y = vy =V,
h wy=wy=U,  @,=-¢3=0.

Tak wymuczonym przemieszczeniem odpowiadaja na krawedziach plyt
i tarcz sily, ktore okrelimy ze wzorow (2.5), (2.6) i (3.5).

Rys. 5

Pasmo 1+2: sily i moment na krawedzi 2 (r = 1;5 = 2)

1_
M, =2DA%e" {?_V [f (),)__T"]JF% [ (v)]},

Ry :mﬂe”{w [y (y)]+%[f(w— 1“’]},

@3 =
N,y = 2KAe” { Ulp ( )] + V[m (}’)—_]}
Ty = 2K3e" | ~U B—m o |-voonl.
gdzie “ o

7= Aa.

Pasmo 2+ 3: sily i moment na krawedzi 2 (r = 2; 5 = 3)
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My = Azmzeh{v[ﬂs)— lng—fEh (en},
ro-12 )
N,y = 2KAe¥ {_W[p &1+V [ }}

T3 = 2K e {—W[m (s)—7 +Vin (8)]}

Rpy = —2D4° e""{U Lg (8)]——[f

(4.4)

gdzie
e=lb= yb/a

Na krawedzi 2 momenty isily z pasm 1+2 i 2+3 musza spelniac
warunki rownowagi:

RZI_NZJ = Oa —N21—R23 =0,
Ty3—T,, =0, My;+M,;; =0

Po uwzglednieniu zwiazkow (4.3) 1 (44) w roéwnaniach (4.5) otrzymamy
uklad czterech jednorodnych rownan, w ktorym niewiadomymi beda U, V, W
i ®/1. Uklad ten bedzie mial niezerowe rozwiazania dla kazdego z, gdy

beda istnialy réine od zera-rozwiazania ukladu rownan .

[w® g ()+p @)1, 1 2| g 17V
| 0, [Tmm(s)], ® [f( 3 ]
- 1-‘—“
0, [w?® g (8)+p ()], [%—m{v)], —wz[f( zv]
(4.6) . | . ' x
[zwm(a)], [?wm(v)],' [n(y)+nE)], -0
11—y 1—v |
[ “2 } —[f( 5 ] 0, [A ()4 )] |
dwon )
gdzie wprowadzono oznaczenie
,_ D ., B2 1 W
CEEN T B0y T 20—y @&

Pomnozenie ostatniego z rOwnan przez w* doprowadziloby macierz do
pelnej symetrii wzgledem gléwnej przekatnej. Nalezy w tym miejscu zauwazyc,
7ze metoda otrzymania ukladu rownan (4.6) jest bardzo podobna do znanej
w mechanice budowli metody odksztalcen w zastosowaniu do wyznaczania
drgatny wlasnych lub sit krytycznych w ukiadach ramowych.
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Uklad rownan (4.6) bedzie mial niezerowe rozwiazania, gdy jego glowny
wyznacznik bedzie rowny zeru:

@.7) ' Aly) =

Z warunku tego otrzymamy nieskonczony ciag, na ogot zespolonych',
warto$ci wlasnych

(4.8) w=da=totif, (k=1,2,.)

Zgodnie z zaloZeniem (1.3) mozemy stosowaé tylko te wartodci wlasne,
ktorych czgd¢ rzeczywista jest ujemna. Zakladajac, ze dla danego v, (np.
niewiadoma W, = 1), mozemy z ukladu réwnan {(4.6) wyznaczy¢ pozostale
niewiadome Uy, V,, &,/4,. Wartosci liczbowe tych niewiadomych podsta-
wiamy do réwnan (4.1) i (4.2) i wyznaczamy przemieszczenia narozy pasm
1+21 2+3. Mozemy teraz przystapi¢ do wyznaczenia rozwiazan wlasnych
dla poszczegdlnych pasm, na ktore podzielilismy rure. I tak dla pasma 1+2
ze wzoru (4.1} mamy

uft = Uy, o’ = Vi,
(49) (k) (ng) @k
= W,, =X
Wiy k> 7, 7

Podstawmy w{® i ¢{’/4, do wzoru na ugiecie plyty (24) i pomndzmy
J¢ przez odpowiednie macierze wspolezynnikow. Macierze te sa takie ma-
cierzami liczbowymi, poniewaz dla kazdego 7, moina wyznaczyc liczbowe
wartoéci ich elementow. ‘ _

Po wykonaniu mnoZenia moZemy zsumowa¢ macierze wspdlczynnikow
i wyrazenie na ugigcie doprowadzi¢ do- postacr

@10)  wilx,2) =% {SE 871 8E; 58 Gy ().
_gdzie elementy macierzy wspolezynnikow Sj ( J=1,2,3,4) Wynosza

S.’l ('}) ) = W(lk) = Wka
(i'r)

Sy () = wi g (yi) — [1 f(?k)] = Wyg (?k)—— [1 —f vl
4.11) '

AVARS ¢

)= MQMFTWW&

M
Sy {p) = wt

) =W, (1) + — h (vi)-

Podobnie postawiajac u”" i o z (49) do (3.4.) i sumujac macierze
wspolczynnikéw, otrzymamy wzory na przemieszczenia w tarczy 1+2

e (x, 2) = e {4 AF AR AR} Cy (A x),

3

(4.12) . L
v {x, z) = g“z{—Af—m A;?;Aé““m/‘lﬁ; —Ag; A;?} Cy (Ag 3?),
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gdzie

Ai iy = v = Uy,

A )= — U [B=v)p 1+ Vi [-1+B—v) m (p}],
AR () = U [A49) p )] = Vi [ 49) m ()]

Az () = U [(LAV) m ()] =V [+ v) m ()]

Dla pasma 2+3 ze wzoru (42) wyznaczymy

(4.13)

=W, o =V,

@14 - - g .,
# ) w(k) = U P2 — dsk )

2 k> Ak j«k

Post@pujac podobnie ]dk w przypadku pasma 1+2 ugiecie plyty przed-
~ stawimy wzorem

(4.15) wi (¥, 2) = €% {8i;S7:57; 84} G (A4 y)x

Pasmo 2-+3 ma szeroko$¢.b, a wiec funkcje wchodzace w sklad ele-
mentéw macierzy beda funkcjami paramet\ru & = Ay b=y, b/a. Tak wigc

Si &) =w =U,,
57 @) = Uy )+ “Z[l ~f @,

S}? (Ek) = ...

W -analogiczny sposdb wyznaczamy przemieszczenia w Ay, 2) 1 v (y,2).
Przy rozpatrywaniu najbardziej ogdlnego przypadku wymuszonych odksztal-
cefi narozy rury prostokatnej tok postepowania jest identyczny. Nalezy
wtedy odpowiednio korzysta¢ ze wzordw (2.2) i (3.2) dla wyznaczania ugieé
i przemieszczen narozy kazdego z pasm.

Zgodno$¢ przemieszezen na krawedziach pasm oraz spetnienie warunkow
‘rOwnowagi pozwala traktowaé rurg jako jeden spoiny element. Powierzchnie
boczne rury sa nieobciazone. Na brzegu z = 0 dziala uklad sit i momentow,
 ktory mozemy uwazaé za zewngtrzny ukiad  obciazen wymuszajacy wyzna-
czony powyzej stan przemieszczen i ugieé. Uklad tych obciazeri jest samo-
zréwnowazony. Dla catego przekroju wypadkowy wektor momentu i wypad-
kowy wektor sit s3 rOwne zeru. Kazdej wartosci wlasnej y, przyporzadko-
wane jest rozwiazanie wlasne. Funkcje opisujace to rozwiazanie sa w ogodl-
nym przypadku zespolonymi funkcjami zmiennych rzeczywistych x i z
Funkcjc wlasne nie sg ortogonalne, co stanowi niewatpliwie pewne utrud-
pienie w ich stosowaniu.

Omowiono powyzej przypadek, gdy osie symetrii przekroju x = a/2 iy= b/2
byly jednoczeénic osiami symetrii dla wymuszonych przemieszczeri, W po-
dobny sposdb mozna wyznaczy¢ warto$ci wlasne i rozwiazania wlasne, gdy
Jedna z osi przekroju jest osia symetrii wymuszonych przemieszczen, druga

"
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za$ jest osia antysymetrii. Rozwigzanie takiego przypadku bedzie konieczne,
. gdy bedziemy cheieli wyznaczyé clekty brzegowe w rurze o przekroju
prostokatnym poddanej zginaniu.

5. WARUNKI BRZEGOWE

Rozwigzania wiasne otrzymane za pomoca zaproponowanegj powyzej me-
tody nie moga spehié¢ §cigle dowolnych warunkéw brzegowych na brzegu
z=0. Dla speinienia takich warunkéw nalezy zastosowaé jedna z metod
przyblizonych. Wydaje sie, ze najlepsza bedzie tu metoda uzupelniajacych
prac przygotowanych [1]. Przy pominieciu sit masowych ma ona postaé: .

(5.1) fegohdV—furds=0 (,j=1,2, 3),.
id 3 ' .

gdzie S (w; j+u;,)/2, symbol u; oznacza rzeczywiste przemieszczenia, uf
przemieszezenia na brzegu ciala, oj; stan naprezen przygotowanych spelnia-
jacych warunki réwnowagi’ oraz warunki brzegowe, t; = gy; #1; naprezenia na
powierzchni brzegowej S oraz V obszar zajmowany przez cialo.

Po uwzglednieniu w (5.1) zwiazkéw teorii tarcz i plyt oraz wykonaniu
catkowania po grubodci dla kazdego z pasm OfTZymamy:

(5.2) Z [Li (w; W)+ L (u, v; 0/, v)] = Z (Z] (w*; W)+ Zf (¥, v*; o, v)].

gdzie suma wzgledem j odnosi sig do wszystkich pasm, z jakich sktada
si¢ rura, operatory zas wysigpujace pod znakiem sumy sa nastgpujace:

TV 5 md ([ 2w, vl 2w
(53) Lp (W, W) = —1-2(1—_“1)2—)- zZ ox2 i ) C 9l I azg -
: 0 0

Fw w Fw 2w Pw w,
S Y R N AL AL L E
. V)[ ox* 0z * dz?  ox? :l+ A= ox oz ax oz

(54) t{u,v,u,v)% I_VZ Z’ Fxm aZ ax. aZ . .
0 o]

- _'1 du o v ou wl'_l~v ﬁu-_l_ﬁ au'+_qei I
B [Pl =i Pl e Sl I | B el 922

(55 Z W w)= | [w* () R. (x, 0)+ 0% (9) M. (x, 0)] dxt
’ Fwh R4k R,
(56) - Zi (¥, 0% 0, v) = | [u* () Nl (5, 0) 0% () N?, (x, 0] dx.

0
We wzorach powyiszych u, v, w oznaczaja przemieszezenia Jj-tej tarczy

i ugiecia plyty, u*, o*, w* i ¥ wartosci brzegowe, jakie speinia roz-
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wigzanie (@F¥ jest katem obrotu plyty wi 1 wy przemieszczeniami narozy
plyty). Wielkosel ze znakami «prim» odnosza si¢ do wirtualnych przemiesz-
czed i zwiazanege z nim ukladu sit i momentéw dzialajacych na brzegu
;—0. Tak wiec N, ozpacza sil¢ normalna, N.. sie §cinajaca, R; za-
stepczq sile tnaca oraz M:, moment zginajacy. Sily dzialajace w narozach
plyty sa tu réwne nie podwdjnym momentom skrecajacym, lecz pojedynczym:

R.= M, (0,0) oraz R{=My(,0).

Przyjmijmy przyblizone rozwiazanie w postaci

. w " Wy
(57) if = Z Xk Wy
v k=1 Uy

gdzie przez\ Wy, U, Up oznaczyliSmy przcm_ieszczenia k-tego rozwiazania
wlasnego dla rury, X, zas sa nieznanymi wspotczynnikami liczbowymi. Roz-
wigzanie to ma przyjmowad na brzegu rury wartodci u* (x), v* (x), w*(x),
@F (x). : .

Jako rozwigzanie wirtualne przyjmiemy ciag rozwigzaf sprzezonych do
rozwiazan wiasnych:

w W,
(5.8) wh=1il (=12,
v’ ﬁl

Po podstawieniu tak przyjetego stanu wirtualnego do (5.2), otrzymamy
uklad rownan

(59) Z Xk 5’(1 =510 (I = 1,2,.‘.,71),
E=1
gdzie
(5.10) S (s 70 = Z [L] (Wi, W)+ L (g, 05 5y, 81,
j
(5.11) d10 (771) = Z [Z}’: (w* ; W)+ Z{ (u*, v* ;i o]

J
Sumowanie wzgledem j przebiega po kolejnych potpasmach.

Wartosci liczbowe wystepujacych . tu calek wyznaczamy =z (5.3)-(5.6)..
Przeprowadzenie kazdorazowo rézniczkowania pod znakami catki i nastepnie
catkowania celem wyznaczenia wartosci Jy byloby bardzo pracochlonne.
Ze wzgledu na przyiety zapis rozwigzan (4.10) i (4.12) operacje te mozna
przeprowadzi¢ w ogolnej postaci. -

SposOb wyznaczenia tych calek omdéwimy na przykladzie j-tej plyty.
Po wykonaniu operacji rézniczkowania pod znakiem catki we wzorze (5.3)
btrzymamy

4.
(512)  Lhwow) =Y

BBl | e gz | () of () dx.
4] .0 .

e

=
Il
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gdzie Bj, Bf_; sa liniowymi kombinacjami wspolczynnikow S2, ST",’; e (x), cf (x)
kolejnymi elementami macirzy Cy (x), C; (x), a za$ jest szerokoscia j-tej tarczy.
Po wykonaniu catkowania wzgledem zmiennej z otrzymamy

fra)

j\ eﬂﬁ)ﬁ)z dz = — 1 -
, At Ay

. 0
Wykonanie calkowania wzgledem zmiennej x daje nam macierz calek.
Przyktadowo podamy tu jeden z elementéw tej macierzy:

/] a

Jc,%(x)c} (x)dxzfsinlkxcosx,xdx=
0

0

mg[l cos (- 7) | 1~ COS(}’k+'}'1)J, ve= A a.
Vet Yt
Jak wida¢ w wyniku calkowania otrzymali$my wyrazenia, w ktorych
wystepuja funkcje trygonometryczne argumentéw v, i 7. Funkcje trygono-
metryczne tych samych argumentow wystgpuja takie we wzorach na S§

i g'mf wyznaczonych ze wzoréw (4.11). Po wykonaniu w {5.12) sumowania po
a i f# oraz pracochtonnych. lecz elementarnych przeksztalcen, wynikajacych
z wiasnosci funkg¢ji trygonometrycznych otrzymymy dla j-tej plyty:

: Eh hN* yivE
(5.13) LJ (wys W) = L (?ks?z) ( ) : —X
R — 1 | ~ _
X{ 1+v [S: SF+8% 81— 1+v‘ — [S3 St St 81+
Vet f"v Y=

- - 2
+———[S¢ SF—5¢ S?J-_— [Si S7 +S4 571~
P 1)
2
- -—”'—[Sk 5383 S4]+—M—[S3 545t S?}}
e —1)’* (re— 1)’
gdzie wprowadzono pomocnicze ‘oznaczenia
G14 $3=82+82, SS=8I-8, p=klL
Dla j-¢j tarczy otrzymamy
. S 2Eh -7
(518)  L{ ner v, 5) = L (470 = —I——n-i’!‘l_‘—x
' Ty 'Vk+'}’i
-y 1 1 _ -
X — [A? A} — [47 A — A% A7+
{ I+v VetV I_H Ye— M
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- _ 27 ~
— [A] AT —A¢ A?]——————- (A} AP+ A% A7]~

+
Ve f =)
4
__ [Af A3 4 AF A4]+w———vk " Lap A — A A3]}
e~ (re—7)°
gdzie
2 2 _
(5.16) A= A2+ Ty S A, A=A Tov Ay, p=k L

We wzorach powyzszych y, = Aca, v, =4 a. Wzory te sa prawdziwe
dla y,# v, oraz dla 5 i A; (uw=k,l,a=1,2,.,6) wyznaczonych nie tylko
ze wzorow (4.10} — (4.13), co odpowiada symetrycznemu odksztaleeniu plyty
i tarczy, lecz takze dla przypadku ogolnego, gdy wyZnaczamy je ze€ WzZorow
(22) i (3.2). Wzory (5.13) i (515 traca swa wainoé¢ dla y, =7y, co
zachodzi np. w przypadku gdy warto$é ‘wlasna jest rzeczywista, a wigc
‘gdy k=1 mamy y, =y,=7,. Dla y =17 element macierzy dy lezacy na
glownej przekatnej nalezy wyznaczy¢ stosujac ponizej podane wzory. I tak dia

J-tej plyty ‘
. Eh B2 (1) '
(5.17) L x» ?k)‘= —m' (E) ?% {T [Sﬂ Si+SE Sﬁ"sr? Sﬂ“‘,
9 (S5 + (5921 + 2 ”" [S1 53+ 52 S“]}
a dla j-tej tarczy

—(1—v - . )
1(+v ) [A A3 AR AP — A7 AT+

‘ o Eh
(5-1,8) LI (yy, 70 = W.(1+v) {

+7x [(Ak)2+(‘46)2]+ {Ak AR+ AR A‘*]}

gd21e Y= Ay a.

Stosujac wzory (5 13) i (5.15) moZna w prosty sposob wyznaczy¢ ele-
menty macierzy &, gdy znane sa macierze wspolczynnikéw rozwigzan wilasnych.
Macierz &, jest macierza hermitowska, zachodzi wigc dla iej zwiazek
Sy = 0. Elementy lezace na gléwnej przekatnej macierzy sa rzeczywiste.
Rzeczywisty i rdZny od zera jest takze wyznacznik gldwny macierzy.

~ Wielko$¢ 8y, wyznaczamy ze wzorow (5.11) i (5.5) oraz (5.6) oddzielnie
w zaleznosci od danych warunkéw na brzegu rury. W wielu przypadkach
warunki te beda dane’ w postaci wielomianow. Dla takich przypadkow
- mozna przy calkowaniu wykorzysta¢ wzory (1.5)— (1.7), co znacznie uprosci
obliczenie calek. Po wyznaczeniu & dalsze uproszczenia mozna otrzymac,
wykorzystujac zwiazki wynikajace z réwnan réwnowagi (4.6).
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Po wyznaczeniu liczbowych wartosci 8y i 8, uklad réwnan (59) mozna
rozwiaza¢ stosujac - skrocony algorytm Gaussa. W podanym przez No-
WACKIEGO [2] schemacie zastosowania skréconego algorytmu Gaussa do roz-
wigzania ukladow réwnan o symetrycznej macierzy nalezy wprowadzié
zaleno$¢ oy = 8. Uklad réwnan (5.9) mozna rozwiazaé takie metoda
iteracji zwyklej lub iteracji zwrotnej [2].

Nalezy podkresli¢, ze wzory (5.13) i (5.15), a takze (5.17) i (5.18) maja
ogolny charakter i sq prawdziwe nie tylko dla polpasma stanowiacego
cze$¢ skladowa rury o przekroju prostokatnym. Zachowuja one takze swa
poprawno$¢ dla dowolnego polpasma, ktore jest czeicia skladowa bardziej
zlozonego przekroju.

Po wyliczeniu X, mozemy ze wzoru (5.7) wyznaczyé wszystkie przemiesz-
czenia, a nastepnie’ odksztalcenia i naprezenia. Uzyskalismy jednak w ten
sposdb nie jedno lecz dwa rozwigzania przyblizone. Przyblizonym rozwia-
zaniem jest zaréwno cze$¢ rzeczywista, jak i cze$¢ urojona otrzymanych
zwiazkéw. Nalezy wiec podaé kryterium, ktore z tych dwu rozwigzan jest
rozwigzaniém ,blizszym” do rozwigzania $cistego. Zagadnienie to bedzie
bardziej szczegdlowo -omowione w zamieszczonym w pracy przykladzie licz-
bowym. Tu zajmiemy si¢ jedynic wyprowadzeniem pewnych zwigzkéw ener-
getycznych. ‘ o

Pomnoézmy réwnanie (5.9) stronami przez X, i zsumujmy wzgledem [:

(5.19) : XY XiXdy=Y X,
1=1 k=1 =1 ‘

Mozna wykaza¢, 7e lewa strona tej rownosci jest podwojona praca sil
wewnetrznych. PoniewaZ rozpatrywany uklad jest uktadem Clapeyrona, przeto
prawa strona rownosci jest podwojona praca sil zewnetrznych. Wyrazenia
po obu stronach réwnodci sa rzeczywiste. Suma po prawej stronie rownoéci
jest latwa do wyznaczenia i moze stanowi¢ pewien sprawdzian dokladnosci
obliczen. :

Zasada prac wirtualnych,. ktora -doprowadzita do otrzymania réwnania
(5.9) w rozwazanym przez nas zagadnieniu, jest rdwnoznaczna z warunkiem
minimalizacji energii potencjalnej ukladu [3] Kazde z przemieszczeni (5.7)
‘mozna rozdzieli¢ na cz¢s¢ rzeczywista i czes¢ urojona np. (w+w)/2 1 (w—w)/2i.
Jezeli oznaczymy energi¢ potencjalna czesci rzeczywistej rozwiazania przez
Uy czgscl za$ urojonej przez Uj, to mozna wykazad, Ze

- 1 - n _ n _
(5.20} UR+U[=2UO+§Z Z Xk-Xlékl_Z XI-(SEG'
=1 k=1 i=1 )
gdzié U, jest energia potencjalna ukladu w stanie nicodksztalconym i moze _
by¢ przyjeta dowolnie (np. U, = Q).
- Suma energii potencjalnych Uy + U, okreSlonych przez wzér (5.20) osiaga
extrernum, gdy spelniony jest warunek (5.9), ktory otrzymaliémy z zasady
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prac wirtualnych [3]. Zasada ta minimalizuje w tym przypadku sumg energii
potencjalnych czeéci rzeczywistej i czgéci urojone] rozwiazania.

Po wykorzystaniu réwnosel (5.19) mozna wzér (5.20) doprowadzi¢ do
- postaci ' :

15
(521) R UR+ UI = ZUQ_E Z XI 5!0.

1=1
~ Dla réznicy eﬁergii potencjalnych Uy — U, btrzymamy zwigzek

n "

|
(5.22) Up—U; = AiRe[Z 2 Xi X byl

I=1k=1

gdzie elementy macicrzy by = 8y (Y1, 7)) Wyznaczamy ze wzorow (5.10) 1(5.13)—
(5.18). We wzorach tych zamiast wartosci sprz¢zonych ¥, At.., S} ... nalezy
odpowiednio przyja¢ wartosci zespolone y;, A'..,St... Macierz [by] jest
macierza symetryczna o elementach zespolonych. Zachodzi wige zwiazek
by, = by. Takze elementy by, moga by¢ zespolone.

Ze wzoréw (521) 1 (5.22) mozemy wyznaczy¢

1 13 _ n
Ug= Uo“‘i [121 X, 6p+Re Y X, X)bul,

ki=1

(5.23)
1 L ' "o
Uy = UO*Z[E X, d0—Re E Xy Xy byl
=1 . kI=1 .

Jezeli dla n— oo rozwiazanie (5.7) dazy do rozwiazania Scislego, to
cze$é rzeczywista tego rozwigzania musi by¢ réwna jego czeSc urojonej.
Wrynika stad, ze roznica Up— U, — 0, energia zas jpotencjalna ukladu osiaga
absolutne minimum. Nastepnym wnioskiem bedzie to, ze dla encrgetycznego
kryterium zbieznosci [3] to rozwiazanic przyblizone bedzie «blizszen 1oz .
wiazaniu Scistemu, ktérego energia potencialna jest mniejsza. Pozwala to
na okredlenie ze -wzoréw (5.23), czy energetycznic blizsza do rozwigzania -
‘Scistego jest cze§é rzeczywista rozwiazamia przyblizonego czy czgsc urojona.
Zastosowanie kryterium energetycznego wymaga ‘dodatkowo wyliczenia ele-
mentéw macierzy [by] i nastepnic podwojnej sumy (5.22).

. Kryterium energetyczne jest kryterium catkowym i tak, jak inne kryteria.
calkowe nie daje odpowiedzi na pytanie, jak w dowolnym punkcie obszaru
rozwigzanie przyblizone rézni si¢ od rozwiazania Scistego. Ze wzgledu na
to ograniczone zastosowanie kryterium encrgetycznego nie przeprowadzono
scistego dowodun poprawnosci podanego powyzej rozumowania. Dowod taki
wymagalby zastosowania batdziej subtelnego aparatu matematycznego [3 i4],
co ‘wykraczaloby poza zakres tej pracy. -
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6. RURA O PRZEKROIU KWADRATOWYM

Podane powyzej wzory i zwiazki znacznie upraszczaja si¢ dla przypadku
rury o przekroju kwadratowym a=5 W przekroju takim przekatne staja
si¢ dodatkowymi ostami symetrii przekroju. Wyznacznik ukladu rdéwnan
rownowagi (4.6) da si¢ napisaé w zwartej postaci jako iloczyn dwdch
wyrazen ' :

(6.1) A(@) =41 (y) 4, (y) = 0,
gdzie '

2

R |
{6.2) Ai(}')tz—g(a) [(3+v)sinv+(1~v)?][(3—v}sinw—(1+v)v}%

+(1+cos y)?, |
’ - - B2
63) 4, @)= TlivT}(E) (1 -cos y)* +(y+sin y)2.

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze warunek 4, =0 odpowiada antysymetrycz-

nemu wzgledem przekatnych stanowi przemieszezen narozy (rys. 6). Zachodzi
wtedy

Rys. 6
U= -W, V=0,

¢ -1 m_ﬂ_ _{l=v)y—(1+v)siny
64) A h(y) [f(y) 2 ]W_ 2 (1+cosy)

Warunek 4, = 0 odpowiada symetrycznemu‘ stanowl przemieszczen narozy
wzgledem przekatnych (rys. 7) i daje zwigzki

2./

.

Rys. 7
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U=W, &=0,

o —131 (1+v)yy—(1—v)siny
V”nm[z ”}W‘ 2(i-cos)

Ze wzgledu na pokazany w dalszej czeici pracy przyklad zastosowania
omawianej metody, zajmijmy si¢ bardziej szczegblowo przypadkiem symetrii
przemieszczen wzgledem przekatnych. Warunek A, =0 mozna przedstawic
w postaci '

(6.5)

A _| y E y+58iny P Ewi pAsiny |
2= /3 (1—v?) a 1—_co$y /3{(1—v?) a 1—cosy
Rownanie to nie ma pierwiastkow rzeczywistych. Z warunku
Vi ﬁ-»i vy tsin gy
' JI3(—v) a  T—cosyy,

otrzymamy mnieskoficzony ciag zespolonych wartosci wlasnych y,. Sprzezone
wartodci wlasne y, beda spelnialy réwnanie

(6.6)

.j

_ S
i i Yoo sin 21
J3(1—=v¥) 4 1—cosy

Ze wzgledu na symetrie przemieszczeh narozy przekroju wszystkie roz-
wazania mozemy ograniczy¢ do pasma 1-+2. ‘Bez zmniejszania ogolnosci
mozemy przyjaé, ze dla k-tej wartoici wlasnej U, = W, = 1. Rozwiazanie
wlasne dia plyty (4.10) przy uwgzlednieniu tego warunku oraz (6.5) b@dzw
. miato postaé

6.7) = 0.

- (6.8) | wy (x, 2) = €% {Si ;8% 8% ; Sk} G ().
gdzie : . :
St=1,
: 1—cosy
SE=g@)=—mr,
69) Vi -+ SN
Si=—g )= —5,
. sin
St = =—
i =1 () Je -t Sin 7y

Wspolczynniki §¢ (8= 1,2,3,4) dla rozwigzania sprzgzonego dea miaty
odpowiednio wartosci sprzgzone do S% (w=1,2,3,4). Dla tarczy za$ zgodnie
z (4.12) i (4.13) przy uwzglednieniu (6.5) ‘

w (x,2) = e {A}: A7 AR5 AF} Cr (%),

6:10) - 5 3oy 3y o |
v (x,2) = " —Af“'m A Af— 1Ty Af; _—AﬂQArcs} Cy (x},
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gdzie .
AJ% == Uk= l:u ‘
Af = —(B=v) p () U+ [B—v)m (p)— 11V, =
(6.11) _A-G-vmw _ —2siny—(14v)
E 2n (yd) 2 (1—cos )
s d+v m(y) 14y siny
A2 = _ ,
"2 ny 2 1—cosy
T4y
4 _
Ay = 5

Znajac wartoéci wspélczynnikéw St i A7 mozemy w dowolnym punkcie
I pOlpasma wyznaczyé przemieszczenia oraz sily tarczowe i plytowe dla k-tego
rozwiazania wlasnego.

Przy poszukiwaniu przybhzonego rozwigzania w postaci szeregu (5.7)
dla przekroju kwadratowego znacznie uprosci si¢ zapis elementéw macierzy
dq w ukladzie rownan (5.9)

Poniewaz zalozyliémy symetrie przemieszczefi wzglf;dem wszystkich czterech
osi symetrii przekroju wiec wystarczy rozpatrzenie tylko jednego pofpasma.
Po wykorzystaniu zwiazku (6.6) dla y, i (6.7) dla ¥ operatory L, i L,
mozemy zsumowac i sprowadzi¢ do jednego wyrazenia. Otrzymamy '

¥ 1
(6.12) G (o 7 = Ly (0, IO+ Ly (4, 70) = — ER =221 71 { — x
v Uty

x[ $in yy + sin ; ] 1 [ sin y; sin v, ]-f-
l1—cosyy * 1—cosy, =y L1-cosy  1—cos7,

29 1 [ 2 in sin
Y [ b2 ( sin 7 7 )]
e L1=cosy 1—cosy gy~ 7 \1—cosy,  L-cosy

Dla y, =y,

Ehy in i1 1
S (Vs Y1) = Vit S0 By + Vi -
’ 2 l—cosy,  l—cosy {3 1—cosy,

7. PRZYKLAD LICZBOWY

Rozpatrzmy stlup o przekroju kwadratowym, zamocowany u podstawy
i obcigzony sita P = o, F (rys. 8), gdzie o, jest tu naprezeniem, F za$ polem
powierzchni przekrOJu nosncgo rury. Pod wplywem takiego obciazenia
shup zwigksza swoje wymiary poprzeczne. Roéwnomierny rozklad naprezen
zostaje zaburzony w poblizu podparcia, gdzie na skutek zamocowania shup
ni¢ moze zwigkszy¢ swoich poprzecznych wymiaréw. Koficowy stan od- -
ksztalcert shupa mozna otrzymaé jako superpozycje dwéch stanow (rys. 8).
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P=0,F

q d d
bt

Rys. .8

Stan pierwszy pozwala na natychmiastowe wyznaczenie przemieszczenn wywo-
lanych obciazeniem. Stan drugi dodany do pierwszego powinien skasowaé
przemieszczenia w zamocowanym przekroju. Ze wzgledu na lokalny charak-
ter zaburzen mozna przyjac, ze shup jest poinieskonczony, co pozwoli na
zastosowanie proponowanej metody.

Niech zewngtrzny wymiar kwadratowego przekroju rurowego b@dzxe rowny
a+h, gdzie h oznacza gruboé¢ écianki, a za§ obliczeniowa szerokoéé pol-
pasma. Dla obliczest przyjeto, ze hja = 1/10, v = 0,3. Swobodne rozszerzenie
shupa bedzie rowne 2d, gdzie

: : ‘ 0g 4
(7.1 d=v FECR

Drugi stan przémieszczeﬁ powinien wigc dla z =0 spelni¢ nastepujace

warunki brzegowe:
2x
#* ——
u* (x) = (1 p )d .

(7.2) , *x)=0, w*{x)=

. dw (x, )
qo:.f(x)=~—(g“l = 0.
2,

z=0

Rozwigzanie przyblizone przyjmiemy w postaci sumy funkcji wilasnych
(5.7). Dla przekroju kwadratowego odpowiednie stany przemleszczen okreslone
sa wzorami (6.8) i (6.10).

Przy przyjq;tych wartodciach h/a = 1/10 i v = 0,3 WYZNaczono z rownama
(6.6) dziesiec kole]nych wartosci wiasnych., Podajemy tu kilka z nich:

yy = —3,88178332 —i 246745660
vy = —10,03134361 — i 3,85236475
y3 = —15,55497306 — i 471656284
Yo = —20,95397713 — i 4,70133141
ps = —26,88177060 — i 4,38463008

Il

Il

vio = —38,08517657 — i 3,83319563
Uwzgledniono tu warunek Rey, < 0.
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Elementy &, ukladu réwnan (5.9) wyznaczono ze wzdru_'(ﬁ.lz). Oto
niektore z nich:

01y =3,1182544,  §5 5 = 121.3487143,
. b10.10 = 1760,896399,
ds1 = —0,2609353 + i 00202378,
d10,1 = —0,04818089 — i 001507741,
Bio.5 = — 577646856 — i 403665523,

Pomini¢gto tu mnoznik Eh. Jak wynika z podanych tu wartosci, elementy
macierzy lezace na gidwnej przekatnej sa znacznic wieksze od pozostatych
clementéw macierzy, co zapewnia dobra zbiezno$¢ prey iteracyjnym roz-
wigzywaniu ukladu rownan.

Wartosei 8, wyznaczymy z (5.11) podstawiajac warunki brzegowe (7.2)
do (5.5) i (5.6). o :
Jak wida¢ z warunkow brzegowych (7.2) do &, wejda tylko ponizej
podane sily przygotowane: ‘

-, _ Er |0 op
Now (6, 0) = 2U+w)[7kw+7551

o)

En _|. 2 ., < 2, L, -
- Ay At A A G

1+V 1+v
ER? 0% vy 3w,
’ - _ 5 oW _
Rz (x, 0) 12 (1—V2) l: 623 +( +V) 0z axg ]z=0
ER’ o fe 229 st w2y 2@ o5 o wa
=5 1) A {Sr B R 'i“ﬁ Si5 8787 G (x),

R.=R,=0.

We wzorach powyzszych Ay i S« (x=1,2,3,4) sa okre§lone odpowiednio
wzorami {6.9) i (6.11), lecz od sprzezonego argumentu 7, (t=12,.,n).
Po wykonanin w (5.11) calkowania wedtug wzoréw (1.7) i (1.8) oraz uwzgled-
nieniu warunku (6.3) otrzymamy -
S0 = 2 g,
!

Z powyzszego zwigzku wynika, 7¢ modul 8, bedzie malal dla kolejnych
warto§ci wlasnych ;.

Ukiad réwnan (5.9), z ktérego wyznaczamy niewiadome X w FOZWigzano
algorytmem Gaussa dla n=1,4,7,10. Ponizej podano wartosci kilku nie-
wiadomych X" dla tych kolejnych przyblizes (pominieto tu mnoznik -
1072 d). o ' '

XV = —23,536085 — i 14,960720,
X = —29,283662 — { 14,109117,
X{) = —~29,663205 — i 13,857173, -
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X9 = —29.708027 - i 13,814651,

X = 1757307 — i 0,712983,
X o = 1967726 — 1 2,288414,
X§9 =1,892210 — i 2,448089,

X =0,169982 + i 0008817,
X419 = 0227646 — i 0,107837,

X9 = 0035608 =~ 1 (,008909.

Z podanych tu wartosci wynika, 2e¢ wraz zc wzrostem liczby uwzgled-
nionych wyrazéw rozwiazania niewiadoma X, dosy¢ szybko stabilizuje sie.
Najwigkszym wzglednym bledem obarczona jest niewiadoma X0 Jest to
zrozumiale, poniewaz przyjmujac n = 10 nie uwzgledniamy duzego wplywu,
‘jaki ma niewiadoma X,; na X, i dalsze pominigte w przyjetym przy-
blizeniu, .

Po wyznaczeniu niewiadomych X, mozemy wyznaczyé wszystkie intere-
sujace nas wielkodci przemieszezen i naprgzen. Tak np. uglch plyty jest
nastepujace:

wix,z)= Y X, e*{S¢; 88888t} G ().
=

Jest to funkcja zespolona zmiennych rzeczywistych x i z. Otrzymali$my
wigc nie jedno lecz dwa rozwiazania przyblizone, poniewaz zardéwno c¢zgsé
rzeczywista, jak 1 cze$é urojona sa przyblizonymi rozwiazaniami postawionego
zagadnienia. Na rys. 9 podano wykresy ugie¢ dla z=0 1 0 < x < a/2 od-
niesione do wielkoséci d. Z warunku brzegowego (7.2) wynika, ze w* (x)/d = 1.

Aw/id am

i

Rys. 9

Moina wiec oszacowaé z jaka dokladnoécia otrzymane rozwigzanie spelnia
warunek brzegowy. Na nast¢pnych rysunkach pokazano jak uzyskane roz-
wiazanic spelnia pozostale warunki brzegowe (7.2). Niestety nie udalo si¢
znale?¢ obicktywnego kryterium, pozwalajacegd jednoznacznie okredlié, ktore
z otrzymanych rozwigzan jest lepszym przyblizeniem dla danych warunkéw
brzegowych.
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Omowione uprzediio kryterium energetyczne (5.23) pozwala pordéwnad
energi¢ potencjalng czedci rzeczywistej i urojonej, jednak podobnie jak inne
kryteria calkowe nic daje informacji o lokalnym zachowaniu si¢ rozwiazan.
Dodatkowa jego wada jest konieczno$¢ wyznaczenia elementéw macierzy [by,;]
oraz podwojne) sumy (5.22). Kryterium lokalnego maksymalnego odchylenia
nie daje mformacii, jaki wplyw ma przybiizone spelnicnic tego jednego
warunku brzegowego na rozklad sit i momentéw, okreslenie ktorych jest
wilagciwym celem w postawionym zagadnieniu. i

Wydaje sie, ze najbardziej celowe bedzie stosowanie w watpliwych przy-
padkach kryterium catkowego. Pozwala ono przy stosunkowo malym na-
kladzie pracy na subiecktywna ocene otrzymanych przyblizen. W wickszosci
przypadkéw do takiej oceny wystarczy przeprowadzenie analizy rozwiazaf.
PokaZemy to na naszym przykladzie.

Z wykresu w{x,0) wynika, 7e czg$¢ urojona (rys. 9) jest tu lepszym
przyblizeniem. Przeczy jednak temu wykres kata ¢, (x,0). Czes¢ rzeczywista
rozwigzania (rys. 10) jest tu ,w $rednim” blizsza dla danej warunkiem (7.2)
wielkosci @F (x) = 0. Takze cze$¢ rzeczywista przemieszezenia u (x,0) jest
lepszym przyblizeniem warunku brzegowego (rys. 11). Przemieszczenie v (x, 0)
powinno zgodnie z (7.2) by¢ réwne zeru. Z wykresu a rysunku 12 wynika,
ze catki z czgdci rzeczywistej i urojonej beda sie nieznacznie od siebie
roznily. Wybor lepszego prazyblizenia umozliwi w fym przypadku wykres

) @z% 7 ) Im
as |- — //"‘\.\
// ) \\‘___’/
/ —
04 :’_._—-’/
9z~
Re ’
o s Wi | P pedem— ‘...I.
e
o g5 x/a
Rys. [0




14 ' JERZY MOSSAKOWSKI

ok // Re
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‘Rys. 12
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//-— \N x/a
L, Re
/ .
-02F
- Rys. 13-

{rys. 13) napregen of, (x,0) = N, (x,0)/h. Jest oczywistym, Ze rozklad napro-
zen normalnych na powierzchni zamocowania stupa powinien mie¢ ksztah
podobny do wykresu naprezef pod stopa wciskanego sztywnego stempla.
Rz¢dne w narozach musza by¢ wieksze od naprezenia éredniego. Z wykresu
o, wynika, ze prawidlowa z fizycznego punktu widzenia bedzic cze$é rze-
cZywista rozwiazania, poniewaz w punkcie x =0 ma wartos¢ dodatnia, czyli
zwigksza naprefenia w stosunku sredniego napre¢zenia w o stupie. 0o. Na
rysunkach 14, 15 i 16 zamieszczono wykresy naprgzen g, = N_, (x, 0)/h,
% (x,0) = 6M,, (x,0)/h* oraz R, (x,O)/h. Wykresy te moga postuzyé do
dalszej analizy dwoch otrzymanych przyblizen. Koficowym wnioskiem bedzie
to, ze czgS¢ rzeczywista bedzie lepszym bardziej poprawnym fizycznic przy-
blizeniem dla danych warunkéw brzegowych. -

'* Gz /Gy
“ml
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AY
Dla poréwnania, czy powyzszy wniosck jest zbieiny z kryterium energe-
tycznym, wyznaczono podwoma sume (5.22) przyjmujac n=1,2,4,6. Tak
wige mamy '

(Ur—Un(Ux +Uj) = 0,1477,
(U —UnAUZ +UH = 0,1195,
(Ui - UDAUE+UHy = 0,1163,
‘ (UR—UDAUZ+ US) = 0,155,

Widaé¢ z powyiszégo, e ze wzrostem n rdznica energii potencjalnych
czgScl rzeczywistej 1 rojonej maleje, co jest warunkiem aby energic te
dazyly do wspélnej granicy. Roéznica ta jest takze dodatnia, co na pod-
© stawie wzordw (5.23) pozwala na wyciagni¢cie wniosku, ze U, < U, a wiec,
ze zgodnie z kryterium energetycznym cze$é rzeczywista rozwiazania jest
lepszym przyblizeniem.




_jest tu niecelowa. Poza dodatkowym wyznaczeniem macierzy odwrotnej
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Przy sporzadzanin wykresOw przemieszczett i naprezen przyjeto, Ze
Xo = X,, =0. Niewiadome te, jak to juz uprzednio podkredlano, sa obar-
czone najwigkszym bledem wzglednym, a pomnozone przez duze rzedne
rozwiazan wiasnych lub ich pochodnych znicksztalcaja obraz naprezen. Ma to

" szezegblnie miejsce w tych przedziatach, gdzie wartodci tych naprezef sa

bliskie zera. Zjawisko to najsilniej wystepuje na wykresie R, /6, it na rys. 16.
Sila tnaca R,, wyraza sig¢ przez trzecie pochodne rozw1azan .wilasnych
i zbieznos¢ wynikdéw jest tu najgorsza.

Wykresy przem1eszczen i naprezen na rysunkach 9—17 maja tylko charak-
ter jakoéciowy. Dla otrzymania oszacowan ilosciowych nalezy zwigkszy<
liczbe uwzglednionych rozwiazan wlasnych oraz dokladnosc obliczenn nume-
rycznych. Przedstawione tu wyniki liczbowe uzyskano wykonujac obliczenia
numeryczne na minikalkulatorze Texas Instruments SR-51A. Tylko tabela-
ryzacj¢ funkcji wlasnych wykonano na programowalnym i liczacym w liczbach
zespolonych minikalkulatorze Texas Instruments 59. '

8. UWAGI KONCOWE

Metode omoéwiono i zilustrowano wykresami na przykiadzie efektow :
brzegowych shupa poddanego éciskaniu osiowemu. W przypadku gdy stup
taki obciazymy momentem zginajacym, tok postgpowania bedzie podobny.
Jedna z osi symetrii przekroju bedzie osig symetrii, druga za$ osig anty-
symetrii (rys. 4). Dla tarczy i plyty 2+3 sily krawedziowe nalezy wtedy
wyznaczy¢ ze wzorow (2.8) i (3.7). Przemieszczenia w* (x) i v* {x) nie beda
funkcjami liniowymi, jak dla stupa $ciskanego. Wyznaczamy je rozwiazujac
przekrc')j jako zamknieta rame, w ktore] dane sa odksztalcenia poczatkowe
¢y = ve? (x), wynikajace z rozciagania i Sciskania wywolanego momentem
zginajacym w swobodnej rurze pdinieskoficzone).

Ubocznym rezuliatem tej pracy jest wykazanie, ze w niektorych zagad-
nieniach brzegowych tarcz i plyt moze byé celowe stosowanie ukladu nie-
ortogonalnych funkeji wiasnych. Tworzac odpowiednie liniowe kombinacje
tych funkcji mozna otrzymac uklad funkcji ertonormalnych. Uklad takich
funkgji, ktorych warunkiem ortonormalizacji bedzie zasada prac wirtualnych,
bedzie mial postac

Sl )= e ¥ B x.2),

gdzie przez @, (x,z) oznaczono ogdlnie I-te nieortonormalne rozw-iqzanie_
wiasne, a macierz [f;] jest macierza odwrotng do macierzy [d,]. Zachodzi
wiec zwiazek [fu] = [0u] " Widad stad, Ze ortogonalizacja funkeji wiasnych

[Bi] komplikuje ona wyznaczenie: wszystkich wielkogci fizycznych, ktore .
nalezy wylicza¢ z podwojnych sum.
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Przedstawiona metoda wyznaczania efektow brzegowych nie jest tak
uniwersalna jak metoda elementow skonczonych, jednak w niektérych zagad-
nieniach zastosowanie jej moze wymaga¢ mniejszego nakiadu pracy. Zaletami
jej sa: podobiefistwo do znanej z mechaniki budowli metody odksztalcen
i wynikajace stad fatwe wyprowadzenie rownan rownowagi na krawedziach;
mozliwo$é wyznaczenia naprezen w dowolnym interesujacym nas punkcie
brzegu i obszaru; prostc wynikajace z przyjetego zapisu operacje roznicz-
kowania i calkowania funkcji wiasnych; proste wzory na wyznaczenie ele-
mentdw hermitowskiej macierzy [6,] : '

Wady tej metody sg nastepujace: konieczno$é wyznaczenia wszystkich
elementow macierzy [d,|; konieczno$é uwszglednienia wiekszej liczby roz-
wigzah wilasnych w celu uzyskania wynikow -iloéciowych; zastosowanie
elekirycznych maszyn cyfrowych liczacych- w liczbach zespolonych; mata
liczba praktycznych rozwiazan, ktore wskazywalaby, jak zaleza JakoSciowe
i ilosciowe wyniki oraz zbieznoéé przyblizen od stosunkéw wymiaréw geo-
metrycznych takich jak h/a i a/b.

Przedstawiona metoda da sie uog6lni¢ na dowolne wielokatne przekroje
zamknigte (rys. 17). Dla p-kata, bedziemy mieli 4p wymuszonych obrotéow

" 1 przemieszczen krawedzi oraz 4p warunkoéw réwnowagi sit i momentéw

Rys. 17

wystepujacych na tych krawgdziach. Wykorzystanie symetrii i antysymetrii |
. przemieszczen moze znacznie zmniejszyé liczbe jednorodnych rdéwnan row-
nowagi, z ktorych wyznaczamy wartoéci wlasne. Dalsza mozliwosécia uogdl-
nienia jest rozszerzenie metody na przekroje otwarte (rys. 18). W tym
przypadku na swobodnej krawgdzi warunki rownowagi sprowadzaja su:, do
poréwnania do zera wystgpujacych na niej sit i momentow '

Rys. 18

Opracowanie odpowiednich rozwiazan i wzordow dla potpasma tarczo-
wego 1 plytowego ze sko$nym brzegiem [5] tworzacym kat « z krawedzia
{rys. 19) pozwoli na wyznaczenie efektébw brzegowych w rurach o prze-
kroju prostokatnym laczonych pod katem. Bardziej szczegdlowe rozpatrzenie
zagadnienia efektow brzegowych w rurach o przekroju prostokatnym mozna
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by przeprowadzi¢ wychodzac z réwnan teorii Reissnera dla plyt i tarcz [6].

Zachodzi jednak obawa, ze komplikacja rozwiazan i odpowiednich wzoréw
moze by¢ tak duza, e proponowana w tej pracy metoda dla teorii Reissnera

stanie si¢ nieefektywna.

Rys. 19

¥4
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PE3OME

KPAEBLIE 2®@QEKTEI B TPYEAX C HNPAMOYTOJNBHBIM CEYEHWEM

Tpydn ¢ TpapOYrONLHEIM CEUEHHEM, HCTIONR3YEMBIE KAK KOHCTPYKIHOHHBIE  3JIEMEHTEHL
{cTepucen hepm, cTonber), paboTaioT. 0GBIUHO B IPOCTOM OZHOPOAHOM HANPIKEHHOM COCTO-
SHHU., JTO COCTOSHHE BOIMYIHASTCA € MECTax CoeAMHEeRNH W oumpanHA, B npeacTasnennoi
paboTe npejsiaraeTcs MeTox OJIPERENICHES ITUX JOTOJHHTEALHEIX 3(PHhExToB, BEICTYIANOUIHK
Ha kpafx Tpy6. [laeTca cnocol onpefeieums cobCTDEHHRIX (yHKIME Ans Tpy6 ¢ npsamo-
YLOMLHBIM cewenuen. Kamjias m3 oTHx (QydKumi ompenenser B TpyOe camMoypaBHOBEIUCHIOE
COCTOMHE WITHOHBIX B AMCKOBRIX HATIPMiCHMA Peilende NPRHMMACICT B BHAE PARA HEOPTO-
ToHaABRBX cobcTeennbix qiynkiyi. Heumssectnnie xoadbounuents paga OIIPESISSIOTCH, HPH-
MCHAA NPHHIHN AOMOJHUTEIBHBX BUPTYARLHEIX paboT. Kaxk npumep npueeneHo periehne mis’
TPYOH € KBARPATHEIM cedenuem, TIpeamaraeMuil Metox gaeTcs oBoBIMTH Ha POHIBOILHELE
TOMMIOHARLHBIE 3AMKHYTbIE CEUCHHS, 4 TAKXKE HA OTKPLITBIE CCHEILKS. ‘

SUMMARY

BOUNDARY EFFECTS IN PIPES OF RECTANGULAR CROSS-SECTIONS

Pipes of rectangular cross-section used as- structural elements (truss rodes, columns)
are usually subject to simple uniform states of stress. This state is disturbed in the regions
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of ]omts and qupports A method of determining these effects occurting at the plpe edges

"is proposed. The method of determining the eigenfunclions for pipes of rectangular cross-
sections is given. Each of the functions determines a self- equilibrafed system of membrane
and bending stresses in the pipe. The solution is assumed in the form of the series of
non-orthogonal eigenfunctions. The unknown coefficients of the expansions- are determined
by means of the complementary virtual works prineiple. A pipe of square cross-section is
“presented as an example. The method proposed may by generalized to arbitrary polygonal
closed cross-sections, and also to open cross-sections.
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