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Wychodzac z funkcjonatu etergii potencjalnej uktadu wyprowadzono przyrostowe, nieliniowe
réwnania metody elementow skonczonych dla konserwatywnych, wicloparametrowych obcigzeit,
Podano rowniez kryteria wystgpowania réznych typéw. punktow krytyczaych.

Opracowano element zastepczy dla kratownicy plaskiej, polugajacy na przyjeciu w srodku
rozpietoscei preta sprgzyny o nieliniowej charaktetrystyce i palamctra.ch dobranych tak, aby dOb[ZB
przyblizyé pozakrytyczne ugiccia preta. s

Algorytm. wyznaczania granicy strefy keytycznej na powierzchni rdwnowagi oparto na metodzie
opisanej w [18], obliczania $ciezki réwnowagi w przestrzeni konfiguracyjno-przemieszczeniowej.

Jako przykiad liczbowy przeanalizowano kratownice dwupretowa. W szczegdlnodci wyzna-
czono dla niej strefe krytyczna i krzywe graniczne dla lokalnej i globalnej utraty statecznosci.

1. Wsrtep

Rozwéj teorii jak tez metod obliczeniowych i maszyn cyfrowych umozliwit
w ostatnich latach prowadzenie analizy stateczno$ci nie tylko elementéw, ale réwniez
calych uktadéw konstrukcyjnych. Ze wzgledu na algorytmizacj¢ obliczen ustroje
cigglte zamienia si¢ na uk{ady o skonczoneJ liczbie stopni swobody, stosujac najczesciej
metode elementow skonczonych (MES). Istotna zaleta tej metody jest unifikacja
algorytmow na poziomie ukladu. Poszczegdlne typy konstrukcji réznia si¢ doborem
i umiejscowieniem uogdlnionych stopni swobody oraz' aproksymacja pola prze-
mieszczen wewnatrz elementéw skoriczonych (mamy na mysli wersje przemieszcze-
niowa MES). '

W obecnej pracy zajmujemy 31@ najpierw ogolnymi zalezno$ciami a nastepnie naj-
prostszymi ustrojami, za jakie mozna uznac kratownice ptaskie. Dzieki temu otrzy-
mujemy stosunkowo prosty model do analizy zjawisk zachodzacych podczas
utraty statecznoéci konstrukcji. W poréwnaniu z powszechnie stosowanym mo-
delem kratownic wprowadzamy dodatkowy, wewngtrzny stopien swobody umozli-
wiajacy uwzglednienie lokalnej utraty statecznosci (wyboczenie pr¢téw) oraz
wstgpnego wygigcia preta.

Przyjety model preta uogdinia modele stosowane w badaniu zagadmen l!mowych
utraty statecznosci [l 1 5]. W pracy zajmiemy si¢ opisem nieliniowym, umozliwia-
Jacym badanie globalnej utraty stateczno$ci kratownic.

(*) Praca zostala wykonana czgiciowo w ramach Problemu Wezlowego 05.12.
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Giéwna uwage poSwiecimy dziafanin obciazed wieloparametrowych, w szcze-
gomodci budowaniu powierzehni granicznych w przestrzeni niezaleinych para-
metrow obcigzen.

W zagadnieniach nieliniowych nie obowigzuje twierdzenie P. F. PAPKOWICZA
[12] o wypukloéci powierzchni granicznych. Badania teoretyczne i do$wiadczalne
konstrukcji pretowych [15] i powlokowych [7] wskazuja, Ze powierzchnie te moga
byé téwniez wkleste, Z licenych prac nalezy wymieni¢ przede wszystkim monografig
K. HuseviNA [9], w ktérej podano ogdéleg téorig, a rowniez szereg przypadkéw
szezegdlnych. Duzo uwagi poswigcono tukom, poddanym dzialanin obcigzen dwu
[3, 4 i 81 i tréjparametrowym [13 i 19].

Skorzystamy z wlasnodci funkcjonatlu enérg"ii potencjalnej ukladu, laczac je
7 przyrostowym sformutowaniem MES. Do rozwigzywania ukladu algebraicznych
réwnan nieliniowych zastosujemy metode iteracyjna Newtona-Raphsona w prze-
strzeni przemieszezeniowo-obcigzeniowej. W poréwnaniu z -[18] rozszerzymy te
metode na wyznaczenia strefy krytycznej na powierzehni réwnowagi. -

Analize numeryczng prowadzimy na przykladzie dwuprgtowej kratownicy
plaskiej o czterech stopniach swobody, poddanej dziataniu. obcigzenia dwupara-
metrowego. Dzicki takiemu prostemu modelowi mozna podaé latwo geometryczne
i fizykalne interpretacje uzyskanych wynikdw. SR ;

" Oprzemy sig na nastfgpu}qcych zatozeniach:

1. Obciazenie wicloparametrowe sg typu konserwatywnego, dzn;kl czemu mozna
postugiwaé si¢ tylke funkcjonalem energii potencjalnej uldadu i statycznym kry-
terium utraty statecznosci.

.2 Kratowmca obc:qzema i przemieszczenia lmuowe sq stale, w jednej plasz-
czyZnie.

3. Element skonczony preta e kratowmcy sklada sug ¥4 dWOCh prostohmowych
prt;tow__o module sprezystosei £, i powierzchni pola przekroju 4,. Prety sg sztywne
na zginanie, polaczone przegubem wewnetrznym ze sprezyng spiralng o sztywnosci
k,. Sztywnoéé tej sprezyny oblicza si¢ tak, aby mozna bylo liczy¢ stan pozakry-
tyczny jak dla preta ciaglego o momencie bezwladnosci przekroju poprzecznego /..

4, Przyimujemy, e w pretach jest jednorodny, jednoosiowy stan naprezef
Przyjmujemy teorie. malych odksztalcern lecz skoficzonych przemieszczen.

2. PODSTAWOWE POJECIA T ZALEZNOSCI

Bedziemy zajmowali si¢ ukladem o N stopniach swobody, ktérym odpowiada
cigg uogdlnionych przemieszczen {g;}, ktdre tworza macierz jednokofumnowa
(wektor) przem:eszczen )

@y ' q#{q;,-.-,qN}eR”-_-

(' W dalszym ciagu macierz ]ednokolumnowq nazywamy Wektorem plszac Jego skladowe
poziomo i wimujac j= w klamry.




NUMERYCZNA ANALIZA NIELINIOWYCH ZAGADNIEN .. 133

Obcigzenic zewngtrzne P, moga byé preykiadane jedynie w punktach wysiepowania
odpowiadajacych im przemieszezefi g;. ObcigZenia te sg funkcjami M niezaleznych
parametréw obciazenia A* (dla numeracji tych parametréw przyjeto gérny indeks
tak jak w pracy [9]):

P=P (\)e RY,

(2.2
A={A!, .., M} e RM.

Rozwazania bedziemy tez prowadzili w przestrzeni konfiguracyjno-przemiesz-
czeniowej R¥*M o wektorze wodzacym :

2.3 G={q, \}={q,) ¢ R¥*M

oznaczajac skladowe literami greckimi, tzn, a=I1, ..., N-+ M.
Energia potencjalna ukiadu wynosi

i
(2.4) V=" U(e) (‘l(e)Q 2 (e)) —P; 4,

#
e=1

gdzie U,y jest energia sprezysta pojedynczego elementn (preta), a powtarzajacy sig
wskaznik oznacza sumowanie. W energii sprezystej skladowymi wektora imperfekeji
3 sg skladowe wstepnych niedokladnosci: '

(2.5) . 3={3, ..., 9} € R*.

Z warunku stacjonarnofci otizymujemy ukfad N réwnad réwnowagi ukladu

oV
=0 dla i=1I,..,N.

(2.6) V. (g, 2, 9)= ”

Uldad (2.6) moze by¢ silnic nieliniowy, dlatego w obliczeniach postugujemy sig
czgéciej réwnaniami przyrostowymi, liniowymi wzgledem przyrostéw przemieszczefi
Ag;. Réwnania te otrzymujemy przez rozwinigcie funkcji V;(g;3) w otoczeniu
znanego punktu o wektorze q (przyjmujemy , za ustalone parametry, nie ulegajace
zmianie podczas odksztalcania sie konstrukcji):

. . . [ .
@7 Vilat44;9)= Vi (q;9) T Vil :9) 46.7+ 5 Vieg @ A Agy+....
Zachowujgc' po prawejrstronie wyrazy liniowe wzgledem Ag, 1 przyrownujac lewa
strong do zera (zakladamy, ze w punkcie o wektorze wodzacym q -+ 4q konstrukcja
ma byé w réwnowadze), otrzymujemy uklad réwnan przyrostowych:

(2.8) Vi @;3) dg;=—V§ @;9) 475 -V, (§:9),
gdzie uzyto oznaczeft _
Vii@:2)= z V“ o
2.9) 09:04,
vV

vE (ﬁsa)?mi—k

q
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W réwnaniach (2.8) celowe zachowano po prawej stronie wyraz V; (q;2), gdyz

odpowiada on sifom residualnym, ktére nalezy «wyzerowac» w procesie ietracyjnym.

Uklad (2.8) odpowiada réwnaniom przyrostowym MES wyprowadzanym naj-
czedcie] z zasady prac wirtualnych [18]

3. STAN KRYTYCZNY KONSTRUKCIE

Jesli rozpatrywana konstrukcja znajduje sig w stanie réwnowagi, to wektor
sif residualnych ¥, =0 i réwnanie przyrostowe (2.8) przyjmuje postaé

(3.1) Vi dg=~VE Al dla i j=1,..N; k=l,.,M.

Korzystajac ze wzordw Cramera, vkiad (3.1) mozZna przeksztalcic do postaci

3.2) DAg,=d¥ Ai¥,

gdzie przez analogic do [14 i 18] postuzono sig¢ oznaczeniami
3.3 df= — oD Vi, D=det|V,

(_ 3) i v =det [V}

Rozwigzanie (3.2) wyznacza powierzchnié; rownowagi w przestrzeni RY+M,
Powierzchnie te nazywamy podstawowa [15], jesli przechodzi ona przez punkt
q=0 (rys. 1). W przypadku obciazen jednoparametrowych bedziemy mowili o Sciezee
réwnowagi. Na rys. 1a pokazano dla przyktadu éciezke réwnowagi w- przypadku,
gdy parametry obciazefi sa funkcjami A%(A!) dla s=2, ..., M.

Warunkiem koniecznym osiggnigeia stanu krytycznego jest zerowanie sig wy-
znacznika statecznoscei

3.4 o CDedet |V ==0.
Z rozwiazania (3.2) wynikaja nastepujace zaleznosci zachodzace w stanie krytycznym:
(3.5) ¥ 43 =0.

W przypadku obeigZen jednoparametrowych A= A4 w (3.5) wystepuje macierz
Jjednokolumnowa d i na podstawowej Sciezce rownowagl mozna wyrdznié dwa
typy punktéw krytyeznych [14]:

a) punkt bifurkacji

(3.6,) T Td=0, 405
b) punkt graniczny

Klasyfikacja stanéw krytycznych dla obcigZen wicloparametrowych jest znacznie
bardziej zlozona [9]. W przestrzeni RYt* warunek (3.4) bedzie okreélat strefg
krytyczna. Na rys. 1 pokazano przypadek obcigzenia dwuparametrowego M =2,
gdy te strefy sg krzywymi (micjsca geometryczne punktéw krytycznych),
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Strefa krytyczng

Powierzchnitt

Powierzchnia pobifurkacyjna

grapicznd

Podstawowa  powierzchnia
réwnowagi

o

Rys, 1

Jesh wszystkie skladowe macierzy d w zwiazku (3.5) zeruja sig,

(3.7) : A di=0,

ik
to taki punkt strefy krytycznej nazwiemy specjalnym (odpowiednik terminu ,,special
critical point”, stosowanego w [9]). Punkt specjalny odpowiada bifurkacji standw
réwnowagi (rys. la). ' :
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W ogdlnym punkeie krytyoznym (general critical point) niektore ze skladowych
df sa niezerowe. Jegli istnigje tylko jeden, rézny od zera minor macierzy d taki,
ze jej rzad wynosi

(3.72) . rz(@=M-1,

to bedzie istnialo jedno niezerowe rozwigzanie AA w rozpatrywanym punkcie strefy
krytycznej (rys. 1b).

Szezegdlnym przypadkiem ogdlnego punktu krytycznego jest punkt osobliwy,
w ktérym istnicje tylko rozwigzanie zerowe:

(3.7 AN=0,

W [9] wykazano, ze dla N=1 punkt osobliwy odpowiada symetrycznemu
niestatecznemu punktowi bifurkacii. W ogélnoéci (dla N==1) punkt osobliwy moze
réwniez odpowiadaé punktowi granicznemu. Taki przypadek pokazano na rys. 1b,

W zastosowaniach inZzynierskich szezegdlne znaczenie ma obliczanie granic
statecznoel, tzn, powierzchni granicznych w przestrzeni niezaleznych parametrow
obcigZen. Sa one brzegiem rzutu na podprzestrzen RY stref krytycznych obliczanych
w R¥*M_ Qkazuje sig przy tym, ze punktom specjalnym lub osobliwym odpowiadaja
linie lub punkty nieciaglosci (zebra lub naroza) na powierzchniach granicznych
{(rys. 1b).

Nie bedziemy dokladniej badali rodzajéw nieciaglodei na granicy statecznogc,
gdyz wymaga to postugiwanie sig wyZszymi pochodnymi energii potencialnej,
Rowniez ze wzgleddw numerycznych nie bedziemy dokonywali diagonalizacji
macierzy V), co jest atrakcyjne w rozwazaniach teoretyczaych [9 i 15].

4, ZASTOoSOWANIE MES DO NIELINJOWE] ANALIZY STATECZNCSCT KRATOWNIC PLASKICH

Przyimujemy, ze kratownica sklada sie z ciagu m pretéw o indeksach e=I, ..., m.
Prety sa niewazkie, wstepnie wygiete. Poczatkowy ksztalt osi aproksymujemy dwoma
liniami prostymi o kgcie odchylenia od cigeiwy wynoszacym flo, (parametr wstgpnej
niedokladnosci). Pret ma staly przekrdj o powierzchni A4, i jest jednorodny o module
sprezystodci E,. Wiasnodci gigtne preta sg modelowane spr@zynq o nieliniowej
charakterystvee k, (g.), gdzie przyjeto oznaczenia

(41) ' Qe=ﬁe'—ﬁ0e .

Pozostale oznaczenia pokazano na rys. 2.
Energia sprezysta pojedynczego preta wynosi

1
(42) U= E Ao, (2)"+2 f ke(@) dodi,  dla 0<g.<q..

- W dodatku D.1 obliczono pochodne V. =U, ), Stanowiace skladowe macierzy
sztywnos$ci (macierzy stycznej) przyjetego elementu skonczonego. Oznaczono je
przez Ko =U,;/(Eo Ay), gdzie Ey A, jest poréwnawcza sztywno$cia na rozcig-

v
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Rys, 2

ganie. Obliczenia wykonano wzgledem globalnego uktadu wspolrzednych przyjmujgc
nastepujace uporzadkowanie przemieszezenni weriow:

(4.3) : qe={ui5 ‘U(-, uj: 'Uja qe} .

Zgodnie z zaloZeniami przyjeto, Ze obciqﬁenie zewnetrzne more byé przvkia-
dane tylko do wezldw gléwnych, skad wynika praca tych obcigzen:

(4.4) : . L=-P,gq.  dla r=l,.,n.

Wspolczynnili ¥V} po prawej stronie réwnan (2.8) liczymy od razu dla calej kra-
townicy. Po podzieleniu przez pordwnawcza sztywnodé E, 4, otrzymujemy:

4.5 P —
@ By Ay " Eydy T

Sity residuaine V), sa rdznica obcigzen zewngtrznych i sit wewnetrznych (wyni-
kajacych z energii sprezystej):

Ay B, P Th

4s o

W dodatku D.1 podano wzory na fy., dla przyjetego elementu skoficzonego,

We wzorach na fi., wystgpuje bezwymiarowa sztywno$¢ sprezyny spiralnej

) _ 2k, (Q'e)
4.7 _ | Ke (ge) = Fo Aol
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W D.2 wyprowadzono wzér przyblizony dla preta prostego (dla f,,=0) na zaleznos¢

e (fBe):
(4.8) Ke— Koe 2 ﬁ 45 s

gdzie rg,=s, 2% Lj(212, A,). Wzor ten dobrano tak, aby pret zastepezy z rys. 2
dobrze przyblizal w stanie powyboczeniowym pret ciggly o stalym przekroju i mo-
mencie bezwladnosci I, (rys. D.1).

Stosujac wyprowadzone oznaczenia otrzymujemy po skupieniu elementow
ukiad réwnan przyrostowych MES réwnowazny ukfadowi (2.8):

4.9) K,; (q;0) dg;==pf M) A} +r, (3 A, 9),

gdzie zgodnie z (4.6) sity residualne wynosza r;=p; (M) —/f; (q; 3).

W poréwnaniu ze standardowym zastosowaniem MES (wielomianowe aproksy-
macje pola przemieszczeti w elemencie skoficzonym) nie rozdziela sig macierzy
stycznej na skladowe macierze [18]. Proponowane przez nas podejécie, w ktorym
postugujemy sie funkcjami trygonometrycznymi i algebraiczaymi przy liczenin
elementéw macierzy K;; oraz f, wymaga dtuzszych czaséw obliczei na komputerze.
Istotna korzyécig jest mozliwosé liczenia skoficzonych przemieszezef ukfadu kra-
towego, ktére dzigki aproksymacji (4.8) bardzo dobrze przyblizajg przemieszczenia
ukladu zlozonego- z pretéw cigglych.

5. OBLICZANIE STREFY ERYTYCZNLJ

W pracy [18] przedstawiono rézne metody iteracyjne obliczania $ciezki rowno-
wagi i punktéw krytycznych. Metody te mozna dalej stosowac przy ustaleniu wartoSci
parametréw obciazenia (wykonania odpowiednich przekroi w przestrzeni RY*™)
z wyjatkiem jednego parametru, np. A, W ten sposob mozZna stosowaé metodg
obliczania §ciezki rownowagi w przestrzeni R¥*! poslugujac sig nastgpujgcym
ukladem réwnan:

Ki; Aq;—p; AV =ry,
(5.1)

t; dq;+ity,; A=A,
gdzie 1 jest parametrem §ciezki réwnowagi, a z, sktadowymi wektora jednostkowego
zapewniajacego nieosobliwoéé macierzy gtownej ukladu (5.1). W [18] wykazano,
se jesli wektor jest bliski wektorowi stycznemu do $ciezki réwnowagi, to dla gladkich
$ctezek otrzymuje sie szybko zbieizne algorytmy wyznaczania $ciezki, przy czym
ilo§¢ iteracji nie ulega zmianie w okolicy punktéw granicznych.

W poréwnaniu z [18] modyfikacji ulegaja tylko wspdlezynniki p; oraz r; w réw-
naniach (5.1),, gdyz dla ustalonych wartoSci A'=const dla /=2, ., M bedzie
pi (A5 AN, pt (A4 2D,

Przy postugiwaniu si¢ réwnaniami (5.1) kolejne punkty strefy krytycznej moina
obliczaé jako cigg punktéw krytycznych dla ustalonych wartodci przyrostow pa-
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Y

Rys. 3

rametru obciazenia 44' Takie podejécie [8] moze byé trudne do realizacji oblicze-
niowej. Widaé to na rys. 3, gdy granica statecznoscl jest niejednoznaczna wzgledem
osi A>. W takich przypadkach, jak tez dla obliczania punktéw lezacych na liniach
niecigglofci, lepiej jest postugiwaé si¢ promieniowymi $ciezkami (rys. 3) [9 i 13]:

(52) Pi=1‘§5

. gdzie I, sa ustalonymi wspdiczynnikami kierunkowymi linii obmazema W prze-
strzeni RM. :

Opisana metoda jest uciazliwa, zwlaszeza dla M >2. Pewnym postepem moze
by¢ obliczanie linii warstwicowych na strefie krytycznej. Metoda polega na przyjeciu
dwoch niezaleznych parametréw obcigZzenia np. A' 1 A% przy ustalonych wartosciach
pozostatych, tzn. A’ =const dla /=3, ..., M i obliczaniu nastepujacego ukladu réwnan
w przestrzeni RY¥*2:

Ky dgs~p; AV —pi 40t =r,,
(5.3) tAG ity ARty AN =AT
D; 4q,=-D (q; 3).
Ostatnie réwnanie otrzymuje si¢ z rozwinigcia wyznacznika w otoczeniu punktu g

i podobnie jak r; wytaz —D (q;3) po prawej stronie (5.3); pelni funkcje residuum.
Przy analitycznym obliczanin pochodnych wyznacznika statecznosei

éb éD

DjE a

5.4 e
(5.4) T

KI'SJ

konieczne jest postugiwanie si¢ trzecimi pochodnymi macierzy sztywnoéci. Z tego
wzgledu wzdr (5.4) jest przydatny dla kratownic o malej liczbie stopni swobody W.
Obliczanie wspolezynnikéw D; jest nieco ulatwione prrez pasmowa budowe ma-
cierzy K, oraz zrézinicowane stopnie swobody przyjetego elementu kratowego,
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Réwnania (5.3) moZna uzywaé do obliczania ogélnych i osobliwych punktéw
krytycznych. Do oblicze mozna stosowaé standardowg lub zmodyfikowana metode
Newtona-Raphsona. Otrzymuje sig pelne rozwiazanie w postaci wektora

539 i @={a ), 2 (9, 2 @ 1),

gdzie A dla /=3, .., M sa ustalonymi wartoéciami, a v jest parametrem krzywej
na strefie krytycznej. Podzbidr {4 (z), A% (x), A'} wyznacza warstwicg na powierzchni
granicznej, Oczywitcie, obliczenia mozna powtdrzyé dla innych ustalonych wartoscl
parametréw obcigzenia. ‘

Uwzglednienie  wstepnych niedokladno$ei » powoduje znikanie specjalnych
punktéw krytycznych (jesli moga one wystapi¢c w konstrukcii idealnej); w ten
sposdb zakres stosowania réwnah (5.3) powigksza sig.

6. ANALIZA XRATOWNICY DWUPRETOWE]

Zastosowanie podanej teorii i metod obliczeniowych pokazemy na przykladzie
kratownicy dwupretowej, nazywanej w literaturze krata Misesa [5 1 11} Kratownica
stuzy czesto do ilustracji utraty stateczmodci przez przeskok [2 15 tzn. przez
osiagniecie punktu granicznego na podstawowej Sciezce réwnowagi. W pracach
[5 1 6] zwrocono uwagg, Ze dla wysokich kratownic pomimo symetril konstrukcj
i obcigzenia moze wystapi¢ niesymetryczna postaé utraty statecznodci, ktdrej od-
powiada punkt bifurkacji na podstawowej ciezce réwnowagi. Podobne typy utraty
statecznodci wykazuja tuki [16] oraz powloki kuliste lub panele walcowe [10].
W ten sposéb na przykladzie prostej kratownicy mozna przesledzi¢ zjawiska zacho-
dzgee w znacznie bardziej zfozonych konstrukejach.

Przyjecie elementu skoficzonego opisanego w p. 4 pozwala zbada¢ wptyw lokalnej
utraty stateczn()s’.ci, za jakg mozna uwazaé wyboczenie pretéw kratownicy ().

e

A T
l? N PZ 1 >
. hY . P
N ke

. to/ ) N\
/ a & \\
/4 &
AP

Rys. 4

(*) W [2] podano- uproszczone rozwiazania dla malo wyniostych kratownic Misesa zaklas -
dajac N=N,, dla pozakrytycznych odksztalcenn po wyboczeniu pretdw. '
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W dalszym ciagu zajmiemy si¢ kratownica o czterech stopniach swobody pokazana
na rys. 4. Dla zbadania wptywu wstgpnych niedoldadnosci przyjeto:

(6.1) _ a;—d;=39, ﬁ01_=31 s Poa=0.
Pozostate wlasnodci pretéw sa jednakowe:
(6.2) El Al '—_——"'-Ez Az =EO AD ’ fC] =](;2 .

Na rys. 5 pokazano ugigcie kratownicy idealnej (bez wstepnych niedokladnosci,
tzn. 3,=0, 3, =20) i wstepnym kacie nachylenia preta ey, =0y, =70°. Na podsta-
wowej Sciezce réwnowagi (linia ciggla 1) zazhaczono punkt graniczny A, jaki
mozna osiagnaé przy zalozeniu dodatkowej podpory zezwalajacej na symetryczne
odksztatcanie sig¢ kratownicy. W punkcie B nast¢puje wyboczenie pretéw. Poto-
zenie tego punktu zalezy od sztywnofci gietnej pretéw. Pobifurkacyjng éciezke
rownowagi 2 otrzymano dla zaleinosei (4.8) i 1y x,=0,25. Sciezka 2a odpowiada
UProszezonej zaleznoéci Ky =J2 =Kg. ‘

A PPy /€0 Ay

08 . A

a4

0z

Rys. §

Jedli usunie si¢ podpore przesuwng w wezle gornym to przy dostatecznie duzej
" wartoSci #, nastapi globalna, niesymetryczna utrata statecznodei w punkcie C.
- 'Na pobifurkacyjnej $ciezce réwnowagi 3 (dokladniej jest to rzut Sciezki na plasz-
-ezyzng p,,v) wysigpuje wtérny punkt réwnowagi D odpowiadajacy wyboczeniu
prawego preta. Linia kreskowane 4 odpowiada przyjeciu /, xo=025 w (4.8), a
4a stalej wartosci ¥ =1 =Ky. Dla niskiej sztywnoséci gietnej x, obcigzenie krytycz-
nie kratownicy odpowiada lokalnej utracie statecznodci. Punkt bifurkacji E oraz
krzywa 5 odpowiadajg /, x,=0.1.
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Na tym samym rysunku zaznaczono wykresy p, (v) dla kratownicy o oo==45".
W tym przypadku punkt bifurkacji moze wystapi¢ wylacznie w wyniku wyboczenia
preta kratownicy (punkt E’ 1 pobifurkacyjna §ciezka 5°). -

Znacznie bardziej zlozone §ciezki otrzymuje sig dla dziatania dwdch niezaleznych
obcigzen

(6.3) pi=(1—A) A,  p,=12 A,

Przyjeta parametryzacja odpowiada (5.2), jesli zatozymy &=, I, =1-4% L=2"
i dla 0<A?<1; umozliwia ona rozpatrzenie réznych kierunkéw dzialania sit (A2=0
tylko obciazenie poziome, A?=1 tylko pionowe).
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Wyniki obliczest wykonanych dla ustalonych warto§cr 22 =const pokazano
na rys. 6a, b dla krat o oy, =70°, 45°. Dla kratownicy o mniejsze] wyniostoéci
i A?=0,4 zlozony ksztalt krzywej A' (v) jest wynikiem rzutowania §ciezki réwno-
wagi na plaszezyzng (A1, v). Na rys. 6b liniami przerywanymi zaznaczono krzywe
pobifurkacyjne dla -/, 1,=0,05. Obliczenia wskazuja, ze dla 1>=0 wystgpuje sta-
teczny punkt bifurkacji. Dla A*==0.5 na icieice pobifurkacyjnej zostaje osiagnicty
punkt graniczny G. _

Celem dalszych obliczeft bylo wyznaczenie strefy krytycznej i krzywych granicz-
nych dla obcigZeri dwuparametrowych. Na rys. 7 gruba linia zaznaczono strefe
krytyczna przy zaloeniu, 7e prety pierwotne prostoliniowe nie mogg ulec wybo-
czenin, Obliczenia wykonano dla

(6.4) N

a - Pz:'Az ' ’ B'

Rys. 7
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Obliczenia wykonano najpierw dla Al=0, wyznaczajac za pomocg rownan (5.1)
na plaszezyZnie (A7, v) $ciezkg réwnowagi az do osiggniecia punkiu granicznego A.
Nastepnie korzystajac z réwnan (5.3} i z zaleznodei (5.4), wyznaczono strefe kryty-
czna A-B-C.

Ny rys. 7 pokazano tez rzuty strefy krytycznej na rézne plaszezyzny. Rzut na
plaszezyzng (A, A*) daje krzywa graniczng A’ -B'-C’, przy czym otrzymuje si¢ naroze
B’ odpowiadajace osobliwemu punktowi krytycznema B na strefie krytycznej.
Pozostala cze§é strefy jest miejscem geometrycznym ogolnych punktow krytycznych.

07 4
03

az

o1

Rys. 8

Na rys. § narysowano krzywe graniczne dla kratownic o réznych wyniostosciach.
Liniami przerywanymi zaznaczono krzywe graniczne, odpowiadajace utracie sta-
tecznosei ukiadu przez lokalne wyboczenie (pojedynczego preta).

Linia ciggla zaznaczona na rys. 8a jest podobna do krzywej granicznej fuku
bezprzegubowego, obciazona dwoma niezaleznie dzialajacymi sitami skupionymi [9].

Nieliniowy stan przedbifurkacyjny powoduje, ze krzywe graniczne mogg byé
wkleste (rys, 8b} lub wypukte (np. dla /; x,==0,25 na rys. 8a).
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N
Be=00 il -
o
a6 } otp=43
a1
01 -
| 1 . 1 _ —
-g008 -0004 ' 2004 0008 s,/h
Rys. 9

- Obliczenia wykonano réwnie dia kratownicy z imperfekcjami typu (6.1). Na
rys. 9 pokazano wyniki obliczen przy obciazeniu tylko sila pionowa. Widaé, ze
w zalezno$ci od wyniostodei i znaku niedokladnodei podstawowe obcigzenie kry-
tyczne moze male¢ lub wzrastad. Przy ustalonej wartosci globalney imperfekeji 2,
zmiana ,,wewnetrznej” imperfekeji powoduje zmniejszenie sie¢ obciazenia pfr, przy
czym kratownica bardziej wyniosta (2, =70°) jest czulsza na niedokladnosci (rys. 9a).
Dla ustalonych wartofci f, istotna jest zaréwno wyniostos¢ kratownicy, jak tez
znak imperfekcji globalnej 5, (rys. 9b). Na rys. 9a dla 3, <0 i matych wartoéci f,
obcigZenie osigga tak duZe wartodci, Ze nie namesiono ich na wykresach.

Wszystkie obliczenia wykonano metoda Newtona-Raphsona na maszynie CDC
CYBER 72 w firmie CYFRONET—Krakdw,

Rozprawy IniZynierskie — 2
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7. UWAGI KONCOWE

W pracy podali§my podstawowe koncepcje numerycznej analizy nieliniowych
zagadnied statecznoéci kratownic ptaskich za pomocy metody elementéw skoriczo-
nych. Opracowany element pozwala uwzglednié wyboczenia i pozakrytyczna prace
pretéw kratownicy. Dzigki temu mozna analizowaé interakeje globalnej i lokalnej
uiraty statecznosci.

Celowo ograniczono sig do obliczenia prostego przykladu kratownicy dwau-
pretowej, gdyz daje on mozliwo§é stosunkowo prostej interpreiacji mechanicznej
otrzymanych rozwiazan. Przykiad wskazuje, jakie aspekty zjawiska utraty statecznosci
mozna badaé za pomocy proponowanej metody.

Nie przytoczylismy szczegblow algorytméw ani mozliwoéci zbudowanego
programu na komputerze. Te zagadnienia jak tez przyklady obliczen bardziej zlo-
zonych kratownic bedg przedmiotem nastgpnej pracy.

Na koniec warto zwrécié uwage, e proponowana metoda moze by¢ stosowana
réwniez do innych konstrukcji pod warunkiem zbudowania odpowiednich elementéw
skoficzonych,

DobATEK

D.I. Macierz sztywnosci i sil wezlowych elementu zastepezego

Dla skrécenia zapisu pominigto indeks e oznaczajgcy numer elementu i przyjgto
kolejng numeracje stopni swobody w wektorze przemieszczen weztéw elementu (4.3):
(Dll) q'_'—"'{uia iy ujs‘vj’ ﬁ"ﬂ0}={q13 ey Qfa}

Odksztalcenie ¢ wystepujace w energii potencialnej (4.2) liczymy zgodnie z przyjetym
zalozeniem malych odksztaleen:

D.1.2 == b 1
(.12 e= 5L
gdzie nalezy podstawié liczby:
! Iy
- ] bﬂzt)
(D.L.3) cos f§ cos fi _
lo={(lo 008 fo-+ 41 —q3)* + (Lo sin fo+ g2~ qa)?]'2.

.. PrZy liczenii pochodnych energii sprezystej przyjeto oznaczenia stosowane

1 U ' 1 22U

S K= -
=4 a TR, A, g0,

D.14
( : )_ EA 2k (gs)

S Eady T 1
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Pierwsze pochodne f; wystepujace w wektorze sit residualnych (4.6) wynoszg -
 fhi=—fisfeosa,  fu=—fi=fsina,
Ss=—fl1g Bk (¢s).

Drugie pochodne odpowiadaja sktadowym macierzy sztywnodei K, :

(D.1.5) |

K1 =K;3=—K;3;=K(g—sin® «),.

- Ky =Ky4=—K,,=K (g—cos® cc);
Kiy=Kyy==Ky=~K;3=Ksin acos «,
(D.1.6) L
1 3q5 [}

K51 ='—K53=L2 COS %,
K52= _K54 ﬁLz Sin e .

Dla skrécenia zapisu postuzono sig w podanych wzorach nastepujacymi oznacze-

niami;
_ se s (l COSﬁg_)
B cosf  cosf\l, cosp ’
! cos
g=14ammr 2 Po,
Iy cosp’
s
“lcos g’ .
_ sl ( I 1+sin2ﬁ)
17 cos? f \ 1, cos fBy cos 8 /°
! smﬁ)
L= cos ﬂ(gﬁ lo cos ﬁo

Skladowe macierzy podano od razu w ukladzle globalnym x, y-(rys. 2).

D.2, Zastepcza sziywnos$é na zginanie

Celem obliczania przemieszezen pozakrytycznych ukfadu zlozonego z pierwotnie
prostoliniowych pretéw zastepezych obliczono sziywnosé sprezyny w przegubie
Srodkowym preta z rys. 2. Sztywnoéé t¢ dobrano tak, aby przemieszczenie , kofica
preta wywolane zginaniem, bylo jednakowe (lub niewiele sic réznito) dla preta
- Tzeczywistego i zastgpezego (rys. D.1), a sila krytyczna byla réwna sile eulerowskicj

n2 ET
W_j;z)_‘ =Nkr »

(D2.1) P =
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gdzie I jest momentem bezwladnodei pola przekroju preta rzeczywistego. Dalej
przyimuje sie, ze moduf sprezystofci E i powierzchnie pola przekroju sg jednakowe

dla preta rzeczywistego i zastgpczego.
lN

N i
o
I =
| =
k 1 —
|
ea Al =
Rys. D.1

Przemieszczenia #, preta rzeczywistego oblicza sie wzorem [171:

o ( 3 E (sin? 8))
Iy K(sin2 9/’

(D.2.2)

gdzie K (sin? 9), E (sin® 9) s catkami eliptycznymi zupetnymi odpowiednio pierw-
szego i drugiego rodzaju, a ponadto K (sin? #=mx/2 - ]/P/Pk,.
Dla preta zastgpezego zachodza zwiazki:
D 2 3 iy _ N 2 ( A )2 _ ﬁ
( ") 10 cosﬁ’ K Sil’lﬁ’

th 5

T

gdzie przez A=l, ]/A—/I oznaczono smuklo§é preta, a bezwymiarowa sztywno$e
r=2kf(l, £, Ag). .

Funkcje « (f) przyjeto w postaci wielomianu parzystego stopnia (funkcje sy-
meiryczna): S
(D.2.4) C k (Py=x, (1+Cy B2+ C, ).

Po podstawieniu tej funkcji do (D.2.3) dla g=0 otrzymujemy N=N, skad wy-
nika Ze:

(D.2.5 —S(”Y
.-) KO_'zA .
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Wspdtezynniki C; i C, obliczono tak, aby wartosdci funkeji P (ug) i N (1) réznily sie
mozliwie mato. W tym celu zastosowano najpietw w przedziale 0<u,//<0.8 metodg
najmniejszych kwadratéw, a nastgpnie obliczone wartosci tych wspoiczynnikéw
zaokraglono:

1 1
2.6 C =, C,=—.
(D2.6) S ) 245
Tablica 1
. i . 6
P/Pkr uo/lo N/Nkf o %
1,06 0,112044 1,060039 0,00
1,10 0,179704 1,100707 0,00
1,20 0,326088 1201933 0,16
1.30 0,461541 1,315530 1,19
1,40 0,549470 . 1,402110 0,15
1,50 0,636421 1,499847 0,01
1,60 0711313 1,505524 0,28
1,70 0,776446 1,688932 0,65
1,80 0,833603 1,779952 1,12

W tablicy 1 zcstawiono bledy jakie wystepuja dla przyjetych wspoélczynnikéw
(D.2.6). Btad wzgledny obliczono dla sity NV:
N—P

=

100%

Wida¢, ze dla przedziatu 0<u,/lo<0,834 maksymalny blad wynosi ok. 19.
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YUCAEHHLIA AHAJIA3 'I—IEJH/IHEI?'IHBIX 3AJAY. . TIOTEPH YCTOMYVIBOCTH
VIIPYTHX  ©EPM TIPM MHOTUONAPAMETPHYUECKUX HAUPYIKAX

Vicxomst w3 yRKUEOHATIA TOTEHUFATGHOH JHEPTHARE CHCTEMBI, BLIBEIEHN B IPHPOCTAX HE/M-
HelHRe YPABHCHIES METO/A KOHETHEX JMeMEHTOR IS KOHCePBATHBHEIX, MHOTOTAPAMETPHICCKHX
1arpy3ox. TIDYBEZIEHE! TOXEe KPHTCDHA BEICTYIAHHA PASHRIX THIIOB XPHTUICCKEX TOUEK,

PazpaoTaR 3KBHBANICHTHEL JIEMEHT IIA Tnockol (lepMBI, SAKIOHAIONMIiCE B TIPHHATHH
T MeHTpe NPONeTa CTep:RES TPYXMHBL C HemuuelHON xapaKkTepucrAKed ¢ Tak nogoGpaHHmw:
TapaMerpaMy, UTo0H XOPOIIo IpHOIEINTH BHernmqecme TpOrinGE crepmﬁsr ’

AUIrOPHETM OTIpEIeerHs FPanuIsT KpuTriecikol S0HBT HA [IOBEPXHOCTH PABHOBECHN ONMPaeTCH
Ha MeTol ommcainikil B [18] pacyera NOPOXKEHR paBﬂOBeCP!H B IPOCTPAHCTBE KOHQUIYpalMil # nepe-
MeEIIEHEH.

Kax uncnosoif I:pumep npoaHaJmmponaHa myxcrepmﬁenan depma.’ B 4acTROCTHA OIipelenensl
[UDT Hell KPETHYECKAN 30Ha T HPeJIeAbHEIC KPUBHIE [J00 JOKansHoM I rrobamsoil JoTeps yeToH-
YHBOCTH,

SUMMARY

NUMERICAL ANALYSIS OF NONLINEAR INSTABILITY PROBLEMS OF ELASTIC
TRUSSES SUBJECT TO MULTI PARAMETER’ LOADS

Sta\t;ng from the potential energy functional, the nonlinear FEM ‘equations for conservative
muilti-parametér loads are derived. Criteria are also given concerning various types of critical points.
A model of an equivalent element of a truss is introduced accor ding to which a spring of nonlinear
characteristics is placed-at the midfe of the rod, its parameters representing the post-critical behav-
iour of the rod. The algorithm of computation of the critical zone at the equilibrium surface
is based on the method described in [18] concerning the dvaliation of the equilibrinm path in the
sonfiguration-displacement space. A two-rod truss i§ munerically examined as an example; in partic-
ular, the Cllthd.] zone and the 11m1tmg curves of local and global mstabllmes are detelmmed
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