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LINIOWA ANALIZA DYNAMIKI KONSTRUKCJI
OSIOWOSYMETRYCZNYCH PODDANYCH DOWOLNYM
OBCIAZENIOM METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH

MICHAL KLEYBER i TRAN DUONG HIEN (WARSZAWA)

Przedstawiono podstawy numerycznej analizy zlozonych konstrukeji osiowosymetrycznych
poddanych dowolnym obciazeniom. Analize przeprowadzono za pomocy potanalitycznej metody
elementdw skonczonych w ramach modefu liniowego materialu ortotropowego z uwzglednieniem
czterech typoéw clementow. _ ' '

Catkowania réwnad ruchu dokonano alternatywnie metodami superpozycji modalnej i catko-
wanija bezpoSredniego. Wszystkie zamieszczone w pracy przyklady policzono stosujac prograni
DYNAX-L napisany w jezykn FORTRAN-1V, ' '

i 1. Wstgp '

W pracy przedstawiono podstawy numerycznej analizy zfozonych konstrukeji
osiowosymetrycznych poddanych dowolnemu, niekoniecznie osiowosymetrycznemu,
obcigZeniu typu statycznego lub dynamicznego. Zalozono, ze analize¢ przeprowa-
dza¢ sig¢ bedzie w ramach medelu liniowego {ortotropowy material liniowo-sprezysty,
male przemieszczenia). W analizie uwzgledniono cztery typy osiowosymetrycznych
elementéw skonczonych: toroidalne elementy o radialnych przekrojach tréjkatnym
i czworokainym, toroidalne elementy pofrednie oraz clement cienkiej powloki
w ksztalcie stozka Scigtego. Modelujac rozpatrywany uklad rzeczywisty, elementy
te mozna dowolnie laczy¢ ze soba. Dobdr elementéw umozliwia analizg skompliko-
wanych problemdéw inzynierskich takich jak badanie drgan wlasnych i wymuszonych
w réznorodnych konstrukcjach ¢zy tez badanie wspoldzialania takich konstrukeii
z podlozem w warunkach zlozonych obcigzen dynamicznych.

Praca stanowi pierwszy etap badad kontynuowanych obecpmie w kierunku
uwzglednienia duzych deformacji oraz niesprezystego modelu materiatu. Skompli-
kowane zagadnienia drgan nieliniowych, bgdgce ostatecznym celem badaf, wplynely
-na wybdr wzglednie prostych elementdw skoniczonych. Elementy te przyjeto kierujac
si¢ potrzebg maksymalnej oszezgdno$ci pamigei komputera w aspekcie dalszych
planéw rozbudowy programu. Uwzglgdnienie bardziej ztozonych elementéw skodi-
czonych (np, powlokowych w postaci opisanej w [4]) nie powinno przedstawiad
zadnych formalnych trudnoci. Przedstawiony poniZej opis rozpatrywanego zagad-
nienia wzorowany jest w duZej mierze na pierwszej z opublikowanych prac dotycza-
cych zagadnieh osiowosymetrycznych, j. na pracy [10]. W pracy oméwiono jedynie
podstawowe elementy teorii wykorzystanej przy opracowywaniu programu nume-
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rycznego. Pelny opis programu DYNAX-L zawarty jest w pracy [11], w kicrej
podano m.in, kompletne definicje wszystkich macierzy wykorzystanych w programie
oraz dokladny opis zastosowanych algorytméw catkowania réwnan ruchu.

Aby umozliwié analizg z niesymetrycznym, (wzglgdem osi symetrii konstrulcji)
obcigzeniem zewnelrznym, zastosowano w pracy koncepcje rozwinigeia poszczegdl-
nych funkeji w szeregi Fouriera. Dla stalych (wzdhiz obwodu) wlasnosci materiatu
i grubodci konstrukcji prowadzi to do rozprzgZenia sie poszezegblnych: wyrazéw
rozwiniecia. Catkowania réwnan ruchu dokonuje si¢ alternatywnie dwiema metodami:
tzw, metodq, calkowania bezposredniego 8-Wilsona i metodg superpozycji modalney.

2. ROWNANIE ROZNICZKOWE RUCHU

Rownania ruchu otrzymano w pracy z catkowej . zasady wariacyjnej (zasady
Hamiltona), wyprowadzonej wprost z zasady prac wirtualnych dla zagadnien dy-
namicznych [3]. Zasada ta prowadzi do réwnan Lagrange’a postaci

2y 2 d(aL)—o =1,2, om
2.1) 3_1‘, di \ or, —, ”l—., ,.---,M, :
gdzie

2.2 L=T—E~ [u"td (22)— f u’b 4o,

) 52 n”

£ 1 8Q oznaczaja- odpowiednio rozpatrywany obszar i jego brzeg, t jest wektorem
obcigzen brzegu ciala, b wektorem sit masowych, T i E przedstawiajg energi¢ kine-
tyczna oraz energie odksztalcen sprezystych ukiadu, r; jest i-ta wspotrzedng uogdl-
niong, u wektorem przemieszczen, m liczbg stopni swobody. Do znalezienia jawnej
postaci réwnan ruchu nalezy wige podaé jawne zalezno$ci od zmiennych »; funkeji
reprezentujacych energie kinetyczng, energie odksztafcen sprezystych oraz pracg
sit zewngtrznych. :

Zakladamy, Ze cialo osiowosymetryczne podzwlone zostaje na’ toroxdalne ele-
menty o radialnych przekrojach tréjkatnym oraz czworokatnym (rys. la, b). Ele-
menty w ksztalcie dowolnego czworokata tworzone sg jako superclementy zlozone
z czterech elementéw tréjkatnych (por. [11]). Powloke osiowosymetryczng idealizo-
waé bedziemy za pomoca elementéw bedacych stozkami . Scigtymi (rys. Ic). Ze
wzgledu na charakter rozpatrywanego problemu punkty i, /, k, I, nazywaé bgdziemy
wezlami clcmentow skonczonych : -

Z.. P z.

N

05 gymetrit
Bs symetrii

0% symetrii

-

Rys. 1. Hlenienty skoficzone
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- Rozwifimy skladowe stanu przemieszczenia w szeregi Fouriera wzgledem kata ¢
w nastepujacy sposéb:

23) . U—Zﬂn 0, U,
=9
gdzie ‘
“w=a(r, z, 6),

- o u=n, (1, 2)

dla ciat otaz e
n=u(s, d},
u,,.mu,, ()

dla powlok;

0,=9, (cos nd), sinnf)

y 1 .
'ﬁo?aﬂ, - B=1" dla #ns0

oraz gdzie N oznacza liczbe wyrazéw rozwinigcia,

. Za wspotrzedne uogdlnione przyjeto:

w przypadku elementéw ciala przemieszczenia u,, u‘” uy w kazdym z trzech
(tub czterech) wezldw £, /, &k (rys. la) lub 4, j, &k, [ (rys. 1b);

w przypadku elementu powloki przemieszczenia ", w, o oraz obroty aw"/ds
wezlow 4,7 (rys. lo).

Wprowadzajac funkcje ksztaltu f(r, z) dla cial' i /'(s) dla powlok, za pomoca
ktorych wyrazaé mozna uogélnione przemicszezenia w, dowolnego punktu w ele-
mencie jako funlcji uogolmonych przemieszezen wezidw ), otrzymamy [11]

(24) SRR “"“‘ZGﬂ S R I

gdzie G,=G, (1, 2, 0) dla cial i G,=G, (s, &) dla powlok.

Z (2.4) wynika, ze w przypadku anahzy cial liniowe rdwnania geometryczne
maja postac :

-(2.5) e(r z, 9) ZB,, (r, 7, 0) u’,
zwigzki za$ konstytutywne moZna "ﬁapisaé w postaci

o . o . N . v
(2.6) G,z 0)=CZBH -, 7, Hu?,

H=0
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gdzie w macierzy C dla materiatu ortotropowego mamy dziewieé niezaleznych statych
materialowych

[Cn Ci: Cis . ]
Cyy Co3 O
_ Cis
- C_ Sym. . C44
Css
. l CGGJ

Przy zaloZeniu, Ze rozwazamy powloki Love’a-Kirchhoffa, réwnania geome-
tryczne maja postad '

2.7 €=’ +{un’,
gdzie
N N
€ (s, 0= IB (s, 0w, x°(s O)= DB (s, D)l
=0 n=0

Przyjmowa¢ bedziemy, Ze plaszczyzny symetrii materiatu powloki pokrywaja
si¢ odpowiednio z plaszezyznami s=0, &=01i 0=0 (rys. lc) Zakladamy ponadto,
Ze g,:=0. Zwigzki konstytutywne maja postaé

N
N (s, )=hC* € (5, O)=hC* N'B: (s, ) u?,
(28) \ , n=0

N
M (s, 0)=—7 C*&° (5, O) =, C* DB (s, )y,
Hn=0

dzie w macierzy C* mamy -cztery niezaleZne stale materiafowe:
g Y y Y

C1*1 C;‘z o o 2 *
C*= ng 0 , C11_‘C11~613/C335 C12—‘Clz'—C13 C23/C33’»
sym. C1, Ch=Cay—C33/Cy3,  Chy=Cyy.

Utwoérzmy wyrazenie na energie kinetyczna elementu w postaci
1 2n
=5 [ [T irdsda,
04

gdzie 4 jest polem radialnego przekroju elementu, ﬁ P g@stoécié masy. Wykorzystujac
wlasnoé¢ oriogonaknosci funkqi trygonometrycznych mna przedziale 0<0<2m:
otrzymary :

2.9) T—wzu m, 0y,

n=0
2x
gdzie m;={ [ pGy G, rdf dA jest macierza mas elementu dla n-tego wyrazu
04 . . .

rozwiniecia.




LINIOWA ANALIZA DYNAMIKI KONSTRUKCJI OSIOWOSYMETRYCZNYCH 185
Utworzmy nast¢pnie wyraZenia na energig odksztalced sprezystych w elemencie:

1 Zn
_=— T H
E 2 af Af e” ordd dA {dla cial),

. _ .
f f ("N+x""M)r(s)dfds (dla powlok).
00
Ze wzgledu na ortogonalnodé rozwiniecia Fouriera mamy
. _ : i N ‘
e wT H
(2.10) - B=3 gu,. k,uy,

gdzie k, jest macierza sztywnosci elementu dla n-tego wyrazu rozwiniecia:

3.4

k,= f f BICB,rddd4 (dla cial),
0 A

2n 1

lu= [ f (th,T c* B,
00

Praca zewngtrzna wykonywana przez sity masowe b i powierzchniowe t wynosi

3

+HB$T C* Bﬁ) r(sydfds (dla powlok).

W= fuTtd(asz)+fudeQ.
a5 2 .

Po rozwinigciu w szereg Fouriera przemieszczen u oraz obeigZen t i b w sposéb
analogiczny do definiowanego wzorem (2.3) oraz po uwzglednieniu ortogonalnosei
funkeji trygonometrycznych na przedziale 0<#<2n otrzymamy

N

@1y W= "wT (D).

n=0

Podstawiajac uzyskane wyniki ze wzoréw (2.9)-(2.11) do (2.2) otrzymujemy
funkcje L; dla j-tego elementu, a zsumowanie wszystkich M elementdw ukladu
prowadzi do wzorn

M N 1 . . 1
Q12 . L= ZL,: Z(Er:T M, 7= 17K, 1 ey (T,,+B,,))
J=1 n=0
gdzie r? jest wektorem reprezentujacym— dla n-tego wyrazu rozwinigcia—wszystkie
stopnie swobody ukfadu, a M,, K, T, i P, sa odpowiednio globalnymi macierzami
mas i sztywnodei oraz wektorami obciazenia.

Stosujgc wzory (2.1) 1 (2.12) otrzymamy w koficu réwnania réZzpiczkowe ruchu
ukdadu osiowosymetrycznego: -

(2.13) M, F*+K, i =T, +P,, n=0,1,..,N.
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~_ Aby otrzymaé réwnanie ruchu ukiadu, w ktérym wystepuja oba typy elementéw
{tj. powlokowy i przestrzenny) nalezy zwigkszyC liczbe stopni swobody z trzech
do czterech w wezle k& elementu przestrzennego, wspdlnego z elementem powloko-
wym. Zapewniajac zgodno§é przemieszozei (obrotéw) punktow w plaszczyinie
potaczenia elemeniéw réinych typow, wykorzystujemy tzw. elementy posrednie
(rys. 2), ktorych funkcje ksztaltu wyrazone sa przez elementy macierzy G, (1, 2, 6)
(por. (2.4)) odpowiadajace trzem stopniom swobody dla kazdego z weztdw i, j
oraz elementy macierzy G, (s, ) odpowiadajace czterem stopniom swobody wezla k.

- Rys. 2. Blementy poérednie

3. NUMERYCZNE CALKOWANIA ROWNAN RUCHU

Analiza dynamiki konstrukcji polega na rozwiazywaniu ukladu réwnan ruchu
postaci ‘ =

(3.1) : - Mr (1) +Cr (H)+Kr (=R (1).

Znaczenic oraz sposob otrzymywania M, K i R oméwiono poprzednio w p. 2.
Sprawa okreslania macierzy thumienia C wymaga krétkiego komentarza. Dla wigk-
szofici konstrukeji dokladna postaé tej macierzy nie jest znana. Poniewaz wplyw
jej na istotne cechy- rozwigzania problemn dynamicznego jest czgsto niewielki,
usprawiedliwia to wprowadzenie. pewnej . przyblizonej metody jej okreslania, Kie-
rujac sig oszezednofcia pamieei komputera przyjmuje sig zalezno$é

dobierajac stale o i B na podstawic dodwiadczenia dotyczacego thimienia mo-
dalnego.

Do catkowania réwnad (3.1) wykorzystuje si¢ dwa zasadmicze podejécia. Pierwsze
z nich polega na bezpofrednim catkowaniu réwnan -ruchu metodg «krok po kroku»,

stosujac roznicows aproksymacje dla pochodnych wzgigdem czasu. Dla kazdego =

dostatecznie malego przedziafu czasu przyjmuje sig, Ze przyrosty przyspieszenia
i predko$ci mozna wyznaczyé przez zmiany przemieszezenia, co prowadzi do zasta-
pienia ukladn réwnan rézniczkowych zwyezajnych (3.1) ukladem liniowych réwnan

algebraicznych. W pracy zastosowanc tzw, metode 6-Wilsona dla 0=1.4, gwa- . ::
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rantujacg’ w rozpatrywanym problemie bezwarunkows stabiinodé otrzymywanego
rozwigzania. W-metodzie: superpozycji modelane]. (MSM) rozwigzujerny - réwnania
drgaf wlasnych ukfadu, a nastgpnie dokonujemy cdpowiedniej transformacji wek»
tora nogdlnionych wspotrzednych tak, aby'otrzymad: rozdzielone .réwnania ruchu
dla poszczegdlnych postaci drgan wilasnych. Rownania te rozwiazywaé moina
niezaleznie od siebie. Gldwna zaleta MSM jest fakt, ze w. wigkszo$ci przypadkow
praktycznych wystarcza ograniczy¢ sig do analizy kilku pierwszych postaci drgaf
wlasnych. W ten sposéb dostatecznie dobre wyniki ofrzymaé moZna czgsto ju
dla kilku. uogdlnionych wspélrzednych, podezas gdy w metodzie calkowania bez-
poéredniego (MCB) uwzglednia sie zawsze wszystkie wspolrzedne. Z drugiej strony
w MSM konieczne jest rozwigzanie zagadnienia drgad wiasnych oraz odpowiednia
transformacja uktadu réwnan, co nie jest potrzebne w MCB. Ponadto MSM sto-
sowana moze byé zasadniczo tylko do zagadnied liniowych, podezas gdy w MCB
nie ma zadnych ograniczef tego rodzaju.

Obszerne omowienic zastosowanych metod podano w pracy [11].

4. PRZYKLADY

Opierajgc sig na przedstawionej wyzej teorii opracowano program numeryczny
DYNAX-L. Program napisany jest w jezyku FORTRAN-FV, skiada si¢ z okolo
2600 wyrazen (kart perforowanych) i uruchomiony zostal na maszynie cyfrowej
CYBER-72. Szczegdlowy opis programu zawierajacy instrukcje wprowadzania
danych oraz odpowiednie schematy blokowe podany jest w pracy [11]. Program
w obecnej wersji umozliwia liniowa analize dynamiczng dowolnych konstrukcji
osiowosymetrycznych zaréwno typu powlokowego jak i masywnego (jak réwnies
konstrukcje ztozone powlokowo-masywne). Obecnie opracowywana jest nastepna
wersja programu umozliwiajaca analizg zagadnief niesprezystych w zakresie duzych
deformacji. ‘

Ponizej prrzedstawiamy przyklady ilustrujgce zastosowanie obecnej wersji pro-
gramn. Zwracamy uwage na to, Ze w punktach weztowych lezacych na osi symetrii
konstrukgji, dla ktérych r=0, nalezaloby stosowaé specjalnie zmodyfikowane
funkcje ksztaltu [12]. W obecnej wersji zatozono dla uproszczenia, Ze program
generuje w takich przypadkach automatycznie wartoéé r=10-9,

1. Analiza powloki wadlcowej

Na rys. 3 podano wyniki liniowej analizy statycznej walcowej powloki sprezystej
podpartej przegubowo na obu koncach i réwnomiernie obcigzonej wzdhuz Srodko-
wego obwodu. Obliczone przemieszczenia radialne #, w punktach wzdluz tworzacej
{rys. 3a) okre§laja posta¢ odksztalconej powierzchni Srodkowej powloki. Na
rys. 3b i 3¢ pokazano przemieszczenia u, i momenty zginajace M,. Calkowity
czas obliczed (wraz z wydrukami) wynidst 163 sek. Radialne przemieszczenia
. (t) w érodkowym punkcie 4 powloki poddanej dziataniu nagle przylozonego
obciazenia policzono obydwiema metodami calkowania ukladu réwnan réimicz-
kowych. (MCB i MSM) dla 100 przyrostéw czasu (4:1=10"%s) i przedstawiono
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na rys. 4, Otrzymane przemieszczenia poréwnano z ' wynikami analitycznymi
otrzymanymi na podstawie tej samej klasycznej teorii powlok [5]. Wplyw tlumienia
w tym przypadku pominigto. Czas obliczed wynidst 259 s dla MCB oraz 358 s
(16 postaci drgan wlasnych) i 421 s (24 pdw.) dla MSM.

a Przemieszczenia  Udx10%in)

f P=1000 Wb fin

A7 266 24 0% 057 0@ 035 i
i _ y
u N
R e O
te
b Przemieszczenia Uz (X105in) f—1 __.,4..|
_ ] —~ E=3x107 1b/in
- 5 630 340 E7S ZA WES 103 O34 :
y=03

36 elementow

. 37 wozlow
¢ Momenly zginojgce Mailbin) W
w072 1585 T7 032 0t 7:.351
Rys. 3. Statyczna analiza powloki walcowej .
Um_(: .] . Rozwigzanie
0% in £ analityezne
0T DYNA¥-L,MCB
DYNAX-L M5M
{24 postaci drqah wtasnych}
5 b
EPHY g ta/in
0 ’ ,.<_.._‘
+=1075 sec
E=3x107 tb/in?
¥y=03 -
-~ ¢'= 0,09663 {hsec¥/in*
36 elementdw , 37weztow .
©ot/at
N 0 . ), N
= ) 100

Rys. 4. Dynamiczna analiza powloki walcowe]. Radialne przemieszezenia u,{f) w punkcie A
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2. Drgania widsne powloki walcowej

Jako drugi przykiad policzono drgania wilasne powloki walcowej o utwierdzo-
nych brzegach, pokazanej na rys. 5. Na rysunku tym podano takze odpowiednie
dane geometryczne i materiatowe charakteryzujace powlokg. Macierz mas przyjeto
w postaci diagonalnej. Zagadnienia wiasne rozwiazywane sa w programie metoda
Jacobiege [2]. Na rys. 5i 6 pokazano odpowiednio szedé pierwszych postaci drgaf
obwodowych i osiowych oraz dwie inne mozliwe postacie drgan osiowych (13-tg
i 12-ta) a w tablicy 1 przedstawiono otrzymane wyniki 1 poréwnano je z wynikami
eksperymentalnymi podanymi w [8] oraz z wynikami analitycznymi uzyskanymi
na podstawie klasycznych réwraf powlok podanymi w [9]. Analizg przeprowadzono
dzielgc powloke na 10 piericieniowych elementéw skoficzonych.

Tablica 1
n | b1 2 | 3 | &4 | s 1 e 7
A o s |0 | s 525 587
0 B | 3427 | 1918 11465 :| 765 580 530 597
C 3426 1922 1160 769 581 | 534 589
A |, o _ 1620 1210 980 875
1 B 6423 3905 2538 1753 1287 1022 907
C 6404 3912 2553 1770 1303 1034 912
A ‘ 1650 1395
2 B 5844 4054 2921 2192 1720 1431
c 8194 5839 4075 2953 2227 1754 1458
A 1960
3 B © 7303 547 | 4104 | 3168 | 2516 2076
C 7245 5451. 4144 3222 2578 2133
A
4 B
C 8120 6550 5222 4197 3430 2867 |

A—wg. 8], wartosci c.Ioéwia.d-cza!.ne'
B—wg. [9], wartoici analityczne
C—DYNAX-L, metoda elementéow skonczonych

3. Statyczna § dynami'czna analiza czaszy kulistej

W przykiadzie analizowano spreZysta czasze kulista utwierdzona na obwodzie
poddana obcigZeniu skupionemu w wierzchotku. ObcigZenie to zastapiono réwno-
miernie rozlozonym obcigZeniem wezlowym dzialajacym na pewnym maltym ob-
wodzie (r=0.0445,in} wokot wierzcholka czaszy. Wykresy przemieszezenia u, oraz
- momentow M, i M, dla problemu statycznego pokazano na rys. 7. Czas obliczest
wynidst 155 s.



: T E=206+105 b/m?
4 e 12029 o
-$=0,000733 |bx sec¥in*

Rys. 6. Postacie drgan osiowych powloki walcowsj
[180]
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Na rys, 8 pokazano zachowanie si¢ konstrukeji w przypadkn obciazenia dyna;
micznego, ktére przytozono w sposéb nagly w chwili 7=0 i pozostawiono niezmie-
ntone do konca analizy, Catkowania réwnan ru_chu"dokon'ano metoda bezposdrednia
dla 100 przyrostéw czasu, przy czym Ar=3.10"%s. W pordwnaniu z rozwigza-
niami podanymi w pracy [6] otrzymane wyniki wykazuja dobra zgodno$¢ postaci
drgan 1 ich okresu oraz nieco gorsza zgodno$¢é w odniesienin do amplitudy drgan.
Czas obliczen wyniGst 218 s,

G mizen zezenia  U; (¥ 1072in)

_BA7 542 346 477 ggt

" oI 1‘

: B : _ - P-B0lbs
b Momenty M (ibin : © % 0085887 =

1-00%72 “i

-iq:’O.B‘.
|

Re4,76

E=107 Ib/in?

W40 B0 480 271 g, ¥=03
a0 gzp

¢ Momenty Mpg(lb.n}

20 clementow

o 6 21 weztow
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Rys. 16. Zmiany naprezen o, wzdiuz promienia na gérnej powierzchni piyty dia roznych &

4. Andaliza plyty kolowej

Za pomocg programu DYNAX-L przeprowadzono analiz¢ konstrukeji o postaci
pokazanej na rys. 9. Na rysunku tym podano réwniez odpowiednie dane geometrycz-
ne i materialowe oraz nicosiowosymetryczne obciazenie P. Analizowano jedynie
§rodkows czeé¢ konstrukeji traktujac masywna czesc jako nieodksztalcong. Uwzgled-
nienie 4 wyrazéw rozwinigcia Fouriera okazalo sie wystarczajaco dokladne. Rozwa-
zono dwa przypadld konstrukeji podzielonej na 13 toroidalnych elementéw o radial-
nym przekroju prostokgtnym (dyskretyzacja a) oraz 13 elementéw powlokowych
(dyskretyzacja b) (rys. 9). Analiza przemieszczet w, (rys. 10) wykazuje znaczne
zmiany przemieszczefl u, dia réznych wartosci kata 0 oraz zgodno$é otrzymanych
wynikow dla dyskretyzacji a z rozwigzaniami analitycznymi podanymi w {7]. Prze-
mieszezenia u, uzyskane w przypadku dyskretyzacji b s3 wicksze o maksymalnie
32% (dla r~0) od przemieszezefi odpowiadajacych dyskretyzacji b (rys. 11). Ten
stosunkowo znaczny blad wynika z fakin, Ze w analizowanej konstrukcji nie sa
w pekni spetnione zaloZenia teorii plyt cienkich, co czyni rozwigzanie otrzymane
dla dyskretyzacji b niedokladnym. Na rys. 12-16 podano odpowiednio wykresy
przemieszczed u,, u, oraz wykresy naptezefi o), oy i 6,4 W Srodkowych punktach
radialnego przekroju. elementdw, Rysunki te zamieszezone sa aby zilustrowad
wplyw nieosiowosymetrycznego obciazenia na stan deformacji i naprezenia, Czas
obliczed wynidst 190 s dla dyskretyzacji, a oraz 161 s dla dyskretyzacji b.

5. Analiza ws’poldzzaldnm konstr ukcyz powlokowef z podloiem

W ostatnim przykladzw analizowano uklad zlozony z czesci powlokowej i czgsel
masywnej. Na rys. 17 podano dane geometryczne, materiatowe, nieosiowosymetrycz-
ne obcigZenia statyczne oraz dyskretyzacje rozpatrywanego ukladu, Wykorzystano
w przykladzie dwa typy elementdw: 9 elementow cienkiej powtoki dla gérnej czeéci
oraz 15 toroidalnych elementéw o kwadratowym przekroju radialnym dla podtoza.
Uwzgledniono 5 wyrazéw rozwinigeia Fouriera. W tablicy 2 podano przemieszczenia
u,, uy W niektérych punktach weztowych dia réznych wartosei kata (u,=0 dla 8=0).
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Uzyskane przemieszezenia okreslaja posta¢ odksztalconego uvkladu i wykazujg
wplyw braku osiowej symetrii obcigzefi na zachowanie sig konstrukeji. Na rys. 18
pokazano radialne przemieszezenia u, §rodkowej powierzchni powloki na szczycie
(wezet 1).
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Rys. 17, Ziozé;na. konstrukeja poddana nicosiowosymetryczaemu obciazeniu i schemat obliczeniowy

Tablica 2. Przemieszczenia u, i my dia ropnych wartosci kéta & w poszczegdlnych wez{aéh'

Wezel . x1072in e x 1072 in i
#=0 | H=pj4 [ 0=p2 G=pn/d | o O=p2
1 112460 3.4588 —372146 eI —5.7862
3 C6.5204 2.9500 —1.8166 —4,0887 —4.3710
5 3.5796 2.0236 10,7341 —2.3447 —2.8262
7 1.6026 1.0247 —0.1769 . —1.0545 —1.3904
9 0.1848 0.1338 —0.0037 —0.1588 —0.2318
10 0.0071 0.0101 0.0073 0.0430 0.0432
1l —0.0708 —0.0471 0.0042 0.0843 0.1114
12 —0.1391 --0.0952 0.0045 0.1676 0.2282
13 0,3107 0.2184 —0.0021 —0.1699 —(:2369
14 0.0483 . 0.0366 - 0,0035 —0.0666 “—0.0158 .
15 —0,1276 —0.0879 0.0033 0.0701 0.0937
16 —0.2763 o —0.1923 0.0043 0.1665 0.2296
17 —0.0428 T 10,0239 " 0.0090 —0.,0597 —0.0859
1% -0.0063 ~0.0008 - 0.0053 £.0239 0.0275
19 —0.0452 —0.0292 0.0040 - 0.0815 6.1089
;20 4 —0.0356 —0.0228 0.0033 0.1451 0.1973.
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Efekty te pokazano réwniez na rys. 19, na ktérym przedstawiono naprezenia
g,; Ooraz o,, w srodkowych punktach radialnego przekroju elementéw podloza dla

T n
rdiznych wartosei kata 4, (O, 5 Z)

Rys. I8, Srodkowa powierzehnia powloki {wezet 1) po odksztalceniu

a z4 " Gz x 10316 /in?
-00402 | - 05485 19890 0,3750 01001
ogm8 | -03827 0,8072 0,261 0,0760
01028 00364 ||| -005@ | -poos3 | -o00003
06146 | -04701 0,6966 0,6426 0,3669
~03715 | -0,3001 04846 04498 0,2568
0,0850 00345 | -00ts | -0007- | -00038
-06803 | -0,2103 0,2062 0,2887 0,5343
-04561 | -04430 04454 0,2026 60,3778
0,0355 00084 | -00005 | -00022 | -000M |
b4 " G 10°1bfin?
i 10020 | =0,8033 || -13780 | -04583 | -go0862
0733 | -05955 11| -09617 | -03261 | -0,0632
0,0052 0,0500 00211 | -00023 | -000M
-03565 | -00729 | -00%48 | -03026 | -00937
-02320 | -00339 | -00M1 | -02136 | -0,0657
0,0286 00258 | - 0,0065 00006 0.0009
~ 14,3400 0,9725 06942 | 0658 | -02018
- 0,9370 0,6883 04840 01805 | -07490
0,146 oo | -000%9. | -oows | -goves |

. . r
Rys. 19. Zmiany naprgzen o, I 0, w §rodkach elemeniow podioZza dla réznych wartosci kata 6
(edpowiednio 0=0, 8=r/4 i 0=xr/2 dia kazdego elementu)

5. WniIoskl

Na podstawie policzonych dotychezas przyktadéw stwierdzi¢c mozna, 2e opra-
cowany program DYNAX-L stanowi¢ moze juz efektywne narzedzie statycznej
I dynamicznej analizy konstrukcji osiowosymetrycznych. Niewielkie czasy obliczen
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przykladéw testowych wskazuje, ze program moze by¢ efektywnie wykorzystywany
do analizy realnych zagadnien inzynierskich. W programie uwzglgdniono stosunkowe .
proste typy elementéw skoficzonych, kierujac si¢ ostatecznym celem badan, ktorym
jest analiza drgaf nieliniowych, wymagajaca dostepu do duzych obszaréw
pamieci maszyny cyfrowej. Jak stwierdzono na bazie analizy liniowej, nawet tak
proste elementy skoticzone prowadzg przy umiejetnym wykorzystaniu do dostatecznie
dokladnych wynikéw.
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P e

Pearonme

JIAHEN B AHAJI3 AUHAMUKW OCECUMMETPHUYHAIX KOHCTPYKLIKNA,
HMOOBEPTHYTHIX TIPOMBBONLHBIM HATPY3IKAM, METOMOM KOHEYHBIX
DJIEMEHTOB

Hpencyapierbl OCHOBbE YHCACHHOIO AHAIM3L CHOMMEBIX OCECHMMETPHYHBIX KOACTPYKLIHI,
TIOABEPTHYTEIX UPOWIBOILHEIM HATPY3KAM. AHAIA3 IPOBSJSH TPH TOMOUM NMOAYAHARHTAYECKOTO
MeTOAa KOHEYHBIX BIEMEHTOR B PaMKaX MMHeHHOH Momeny OpTOTPOIHOTO MaTepHaia, C yIeToM
YOTPHPEX THIIOB IEMEHTOB. '

VIHTerpApCBaHIE YPaBHEHE IBRECHEL TPOBEIEHO aJ‘ILTE:pHaTH‘BHO METOJEMA MOJANLROK
CYIEPNPOSHLAT ¥ HeNOcpe/CTIENNOro KATCTPEPOBANAL. Bee IOMelucHHEse B paGoTe ImpHMepsl
BEIMHCTEHE!, OpAMenss nporpavay JAHAKC-L, ranucannyro Ha smspike GPOPTPAH-IV.
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SUMMARY

LINEAR DYNAMICS OF AXISYMMETRIC STRUCTURES UNDER ARBITRARY LOADS
BY THE FINITE ELEMENT METHOD

The numerical analysis of complex axisymmetric structures subjected te arbitrary loading is
presented. The semi-analitical finite element method based on a linear modei for the orthotropic
elastic material is described. Four types of finite elements are included. The numerical integration
of the equations of motion is performed using alternatively two algorithms: direct integration
and mode superposition method. The validity of analysis is illustrated by a number of numerical
examples calculated by the computer program DYNAX-L written in FORTRAN-1V.

POLSKA AXKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

Prace zostala zlozona w Redakefi dria 25 maja 1981 r,





