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IMPULS BRZEGOWY W PLASTYCZNEJ PLYCIE PIERSCIENIOWE]

ANDRZEJ E. STANCZ Y K (WARSZAWA)

Praca zawiera studium ruchu plyt pierécieniowych, ktorych brzeg zewnetrzny znajduje sig
pod dziataniem dowolnie zmiennego w czasie impulsowego obcigZenia poprzecznego. Przyjoto
jidealnie sztywno-plastyczny model materiatu podlegajacy warunkowi Coulomba—Treski. Zalo-
zono, ze proces deformacji rozwija si¢ zgodnie ze stowarzyszonym prawem plyniceia 1 jest ograni-
czony zakresem malych przemieszczed. Analizowano plyty utwierdzone i swobodnie podparie.
Przedstawiono podejécie, w kiérym réwnania rownowagi dynamicznej zastapiono rownaniami
. ruchu wynikajacymi 'z zasad mechaniki cial sztywnych.

' Uzyskanie rozwiszania w postaci zamknigtej pozwolito na sformutowanie waznego prawa
- okredlajacego czas przejscia konstrukeji sztywno-plastycznej w konfiguracje ze stalym profilem pola
predkodei, w ktdre) nastepuje zakordczenie ruchu.

1. WPROWADZENIE

ObcigZenie dynamiczne dzialajace na konstrukcje sztywno-plastyczng wywoluje
jej ruch wéwezas, jedli intensywnosé tego obceigZenia przewyzsza w skorficzonym
przedziale czasu warto$¢ obeigZenia granicznego. W efekcie w konstrukeji rozwija sig
proces plastyczay prowadzacy do trwalych deformaciji. Naszym celem bedzie pelny
opis ruchu oraz wyznaczenia trwalych odksztalcen w plytach pierscieniowych
opartych na brzegu wewngtrznym, Rozpatrzymy plyty swobodnie podparte (rx==0)
oraz plyty utwierdzone (x=1).

'l

Rys. 1
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Na brzeg zewnetrzny dziala dowolnie zmienne w czasie, osiowo symetryczne
obcigzenie poprzeczne P (t).

Przyjmiemy idealnie sztywno-plastyczny material podlegajacy warunkowi
Coulomba-Treski, Proces deformacji rozwija gig zgodnie ze stowarzyszonyin prawermn
plyniecia. Zalozymy, ze granica plastycznodci o, jest niewrazliwa na predkosé
odksztaleenn plastycznych. Problem rozpatrzymy w zakresie matych ugict,

Sciste rozwiazanie polega na catkowanin réwnan
(er), P Mm :-PL?Tr,

(D L
paT,==pa* [ W (p, 1) p dp-+aP (1)
n

z warunkami poczatkowo-brzegowymi, ktdre sa tu okre$lone w sposéh nastepujacy:
(1.2) wip, O=w(p, =0, M (k,)=—xM,, M. (1,D=0, wk 1)=0

Pizyjeto przy tym nastepujgce oznaczenia: ¢—promiefl zewngtrzay plyty, k=b/a—
bezwymiarowy promien brzegu wewnetrznego, p=rfa—bezwymiarowy promien
biezacy, ;—masa odniesiona do jednostki pola powierzchni érodkowej, x—para-
meter modelujacy sposéb podparcia brzegu wewnetrznego (k=0u1).

Wiystepujace w (1.1), przyspieszenie w (p, /) wymaga, aby w pierwszej kolejnosci
okresli¢ ksztalt pola predkosei. Pomocne sa w tym nastgpujace zaleznosci migdzy
predkos$ciami krzywizn i predkoéeia ugigcia:

(1.3) . kr"_: _A&g_w,pm i(n’: _—? W,

oraz stowarzyszone prawo plyniecia. Zgodnie z nim dla stanéw napregZenia repre-
zentowanych na powierzchni granicznej (rys. 1d) punktami odecinkéw réwnoleglych
do osi odeietych, predkosci W (p, £) sg liniowymi funkcjami promienia p.

Zaleznie od wielkosci obcigzenia dzialajacego na plylg i warunkdéw podparcia,
moga si¢ w niej realizowaé rézne formy ruchu, W zakresie tzw. érednich obcigzen
dynamicznych forma ruchu jest jakosciowo zgodna z mechanizmem odksztalcania sig
plyty w odpowiednim zadaniu no$nosci granicznej. W procesie ruchu ksztatt pola
predkosci nie ulega zmianie.

W przypadku obcigzen duzych, przyjety model materiatu prowadzi do wyodrgb-
nienia si¢ w plycie dwdch obszardw z réznymi réwnaniami predkoéei ugiec. Granica
miedzy tymi obszarami jest przemieszczajacy sig W poziomie okrgZny przegub
plastyczny. W kazdej chwili ruchu konfiguracja pola predkosci ulega zmianie,
W tym sensie problem nalezy rozpatrywaé w klasie zagadnien niestacjonarnych.
Zgodnie ze sformufowanymi w [1] warunkami mozliwych niecigglodci na ruchomej
linii przegubdw przyspieszenie zmienia sig skokowo. '

W opisie ruchu plvty bedacej pod dzialaniem obeigzen duzych wygodnie jest
operowaé predkofciami katowymi platéw. Proces plastycznego odksztalcania
mosna wtedy ujaé najogdlniej przez wprowadzenie dwéch faz ruchu. Pierwsza
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jest faza zréznicowanych predkodei katowych i koficzy si¢ w chwili ich wyréwnania.
W drugiej fazie wystgpuje sztywny obrot platéw wzgledem przekroju podporowego
az do calkowitego zatrzymania sie plyty.

2. OBCIAZENIA SREDNIE Py <P <P,
N

Punktem wyjécia w naszych rozwazaniach jest odpowiednie zadanie statyczne
nodnodei granicznej. Obcigzenie graniczne plyty

My, 1-k({l—x)

a 1-k

@.1 Py=

jest zwigzane z nastgpujacym rozkladem momentdw zginajacych:

k{l—p)
p{1—k)’
Stan naprezenia jest wéwezas reprezenfowany przez punkt F (rys. 1d), jesli plyta

jest swobodnie podparta, lub przez punkty odcinka DE w przypadku plyty utwierdzo-
riej. Powierzehnia deformacji ma koztalt stozka scigtego.

2.2) M,=—-M, M.=—rM,

Przy dynamicznym dzialaniu obciaZenia, spelniajacego warunek Py <P.<P,
(rys. 1c), ptyta deformuje si¢ podobnie. Elementarne platy wyodrgbnione promie-
niowymi liniami zaloméw (M,=-—M,) obracajg sig sztywno wokdl podpory.
W przekroju podporowym plyty utwierdzonej powstaje przy tym zalom ujemny.
Czyniac zado$¢ warunkom k,=0 i k,<0 oraz w (k, t)=0, pole predkosci mozemy
przedstawié w nastepujgcej postaci:

p—k

(2.3) ' W (p, )=, (1) T

gdzie W, (¢) jest nieujemng funkcja, opisujgca predkoséé brzegu zewnetrznego piyty.
Po scatkowaniu réwnan (1.1} z wykorzystaniem (2.3) i brzegowych warunkéw
napreZzeniowych (1.2) oraz uwzglednieniu zaleznosci granicznej (2.1} otrzymujemy
rownanie przyspieszenia

.12 P()-P, 1
24 wa )= i (=Y (3+h) °

ktére catkowane przy zerowych warunkach poczatkowych pozwala okredlié pole
" predkodci

2.5 b, = LSNP
( . ) W(P; r)._.. i (3'|‘k) (l_k)z [ (t)—‘f 0]
i poWiérzchniQ ugigcia phyty .

12 p—k ! )
(2.6) W, )= m[j 1) di~Po 2.

o
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I
I{t)y=/[ P (1) dt oznacza tu calkowity impuls dzialajacy na plyt¢ do chwili z. Z wa-
0

runku W (p, £,)=0 znajdujemy czas zakoiiczenia procesu

Ty

2.7 tf::}; P () di=1(t)[Ps.

Maksymalne ugiecie trwale wynosi

' 12 1 o I*(t)
(2.8) w(l,t,‘)wa(tk):‘;;-W[J O ]

W przypadku obciazenia P (f)=P=constans, dzialajacego na plyte w przeciggu
czasu 7, otrzymujemy odpowiednio

6Pf2 Pip,—1

pa  (3+k)(1-k) )

Rozkiad promieniowych momentdw zginajacych i sit poprzecznych wynika z réwnan
(1.1), w ktérych nalezy uwzglednic M, (p, t)=—M,. Tak wigc

M,(p,t)_ﬁ[aP(z) l—k(l—vc)] A () m[ap(f)_l]i_p_
| M, B 1—k

29 t=PT[Py, w, ()=

3

(2.10) Mo p B+ (1-k) M, P
. al,(p,t) faP(t) [aP(r)_ Imk(lm;c)] \ - }l
M, _l My —2 M, 1—k [2(1—p*)—3k (1=p*)] P
edzie

1-p?
4 (p)=(1-p)* [2( 2+4p) Tk ]

W przypadku obeigzenn drednich stan napreZenia w plycie jest reprezentowany
odeinkiem XE (rys. 1d) dla plyty swobodnie podpartej lub odcinkiem DE—w plycie
utwierdzonej.

Wyprowadzone powyze] wzory obowigzujg do takiej mtensywnosm P obcia-
7emia, przy ktdre] w obszarze plyty pojawi sie okrag przegubow plastycznych.
Promien tego okregu oznaczmy przez p,.

Warunki osiagniecia ekstremum przez funkcje okreslajagca moment promic-
mowy

@11 .. M, (py t)=—M, i

1)=0,

ktére moZna takze zapisaé w nastgpujace] postaci alternatywnej:
2,119 M p, =—-M, 1 T,(p,1)=0,
pozwalaja jednoznacznie okreli¢ maksymalne obqueme grednie Py i promlen ps‘
Tak wigc
(1-k¥ (3+k)
2R2(1~p =3k (1=pD]—(1—kyY 3+k)°

(2.12) PyP,=1+
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przy czym p, nalezy okreslaé z réwnania

2.13) 3pt—dkp? —k (1-k—-%k2)=0
w przypadku ptyty swobodnie podpartej lub z réwnania
(2.14)  {p— k) Bp,+ k) =0,

jedli plyta jest utwierdzona. :
Dla k €(0, 1) réwnanie (2.13) ma jeden pierwiastek rzeczywisty

()]
(2.15) =3 +By |1+ S5 —1) |,

gdzie

1 a 3 3
A= Vie(—k—k2) { (1—k) [k A+ 0172 +6* =V (-0 kK (A+O7 %%},

B=(k2[9 - A[2)1/>.

W plycie utwierdzonej, jak to wynika z (2.14), moment.promieniowy osigga minimum
w przekroju podporowym. Podstawiajac p,=k do wzoru (2.12) znajdujemy maksy-
malne obciaZenie $reduie dla tej plyty:

(2.16) Po=2 (24K) Pof(1+K).

os & Rar /M,

| %

0,96 24

22

080 20

18

470 16

| 14

060 12

10

050 8

5

040 E=5 ‘ — : e —| 4
02 o 060 880 k=t

Rys. 2
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Wykres pierwiastkéw réwnania (2.13) i odpowiadajgcych im wartodei stosunku
aP,/M, dla réznych wartodci parametru &k pokazano na rys. 2. Linig przerywana
naniesiono zmiang stosunku aP,/M, w przypadku plyty utwierdzonej.

3. ROWNANIA RUCHU DLA OBCIAZEN DUZYCH (Pux>Ps)

Rozpatrywaé bedziemy plyty pod dzialaniem obeciaZenia typu wybuchowego,
1j. okreslonego klasa funkcji nierosngeych. Nadwyzka obcigzenia ponad wartosé
P, powoduje, ze w chwilt poczatkowej pojawia sie w plycie okrag przegubow pla-
stycznych o promientu p=¢& (0)=&,.

a L J?(ﬂ
&(t)

N

” P:-_F/']
B \\\ W’A-
AR
[#F] f)S ~
A
1

b f £ Ptat rewnglrzny
Plat przypodporovy Mpuddy EQE&Q\ A Prt)
*
aMykadg  Mpa(t-k) g 5 ‘)")’X\Y
. AN
7 _

5
3 ngln
f
} ’
7

Rys. 3

W procesie ruchu plyty linia przegubdw p==¢(¢) stanowi ruchoma granicg
miedzy platem przypodporowym BC i platem zewngirznym AB (rys. 3a). Do kazdego
z tych obszaréw odnosza sig rézne réwnania predkoéei ugied. Na okregn przegubow
wystepuje stan plastyczny, ktéremu odpowiads naroze D powierzchni granicznej:

ERY M AL, =M, [£ @), t]=—Mo, T, {£(0), 1]=0.

Stan plastyczny w platach jest reprezentowany punktami odcinka DE. Prawo ply-
nigcia bedzie spetnione, jeéli przyjmiemy nastepujacy rozktad predkosci poprzecznych.:

. _faw, (oK), k<p<&(0);
32) PO 0=y v, -, E@<p<L.
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Funkeje @, (#) 1 o, (t) opisuja predkosei katowe odpowiednich platow, w, (r) jest
predkoscia poprzeczng §rodka masy plata A B, funkcja # (1) okreéla polozenie srodka
masy tego plata. Na podstawie geometrycznych zaleznodei dla trapezu

(33 n (=2 1+{+E3H/M3 (A+O)

Bezpofrednia droga otrzymywania réwnan ruchu polega na catkowaniu réwnan
(1.1) z wykorzystaniem zaleznoci (3.2) przy spelnieniu naprezeniowych warunkow
brzegowych (1.2) i warunkéw (3.1) na granicy obszaréw.

W [2] podano bardziej efektywny sposéb zestawiania réwnan problemu. Z de-
formujacej sig plastycznie plyty wyodrebniono plat trapezowy ograniczony okregami
przegubow plastyczaych ry (¢) i r, (¢) oraz promieniowymi liniami zalomdw o ele-
mentarnym kacie rozwarcia 40. Ruch plata zloZzono z ruchu postepowego o pred-
kosci Wy () frodka masy i ruchu obrotowego z predkodcia w, (1) wzgledem osi
przechodzacej przez érodek S masy plata.

-
Mamsat wypadkowy sif o
dziatajgeych na ptat AB ZP(t)- wgpadkowa sif

g dzialagacych na plat AB
TMs(2)
A (1) B
s l(t) o~ Mp
k) S
A ¢ .
//(' My Ws(t)
roorsft) ’ __I
i . Bt
zy
Rys. 4

Wykorzystujac zasady mechaniki cial sztywnych oraz uwzgledniajge fakt, ze
masa plata zmienia si¢ w czasie (catkowita masa konstrukcji jest stata), otrzyma.no
nastepujacy uklad réwnah rdézniczkowych:

i
ah WO, () (0= D) PO,

T @) s (D= D M. (),
w ktérych wielkosci

m ()= pud6 (ry —"2)/2 LR O=20F+r ra 3 Rl

(3.5 :
Is (f)~_(12 12 (e b D+ )
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oznaczajg odpowiednio masg plata, wspdtrzedna érodka masy oraz moment bez-
whadnosci masy wzgledem osi przechodzacej przez érodek masy. Pozostate wielkodci
objadnia rys. 4. W przypadku platéw majacych stalg o$ obrotu uktad réwnas (3.4)
mozna zredukowad do réwnamnia przyspieszen katowych, w ktorych wielkosci J(f)
i > M{(z) nalezy okrefla¢ wzgledem stalej osi obrotu plata.

Forma réwnafi uzyskanych ta droga w istotny sposob ufatwia kinematyczna
analizg “procesu. : :

Oméwiong wyzZej procedurg zastosujemy do zestawienia réwnad ruchu w przy-
padku rozpatrywanych przez nas plyt. Pole predkodcei ugigc i sily dzialajace na
poszezegdlne platy w ustalonej chwili ¢ pokazano na rys. 3.

Réwnania ruchn (3.4) przyjimuja nastepujqca: postac: .

dla plata AB, & (t)<p<1

] 2P (1)
Wi —aw; §= (=&,
3.6) 0 12My 3(1+81/
ad, = [————( . Mzo 1—¢ ] f L0 (& 48+ DL
dla plata BC, k<p<E(t)
12M, | =
(3.7) ad)z“—'%ﬂ;}— k(1—r)/[(E—K)® (BE+K)].

Po wyeliminowaniu z réwnania (3.6), funkcji w1 {£), W czym pomocna jest zalezno$é
(3.8) Wy m=am; (& —k) +awy (n—8),

otrzymujemy réwnanie wzglednej predkosci katowej platow: .

o 20 1+& .
O AR (EC TS
3 12M, [ 24+¢& E(l—x) ]
e LO=8 @Facr))  @G—k7 GE+h)

ktoére w po}qczemu z rownaniami (3.6), 1 (3.7) stanowi ukiad réwnan rézniczkowych
wzgledemn funkeii o, (£), w, (1) i £{), jednoznacznie opisujacych ruch plyty przy
niestacjonarnym polu predkodci. Réwnania te udalo sig jednokrotnie scalkowad
dzigki znalezieniu funkcii

_él

(3.10) 2= [2 (2+é)4— ](1—5)2

‘W rezultacie otrzymano nast@pu}ch zaleznos¢ mu;dzy obcigzeniem i predkodciami
katowymi platow:

(1) alw,—w,) 4 (&)= Jia?

12M, [al(t)‘_ 1-k(1—x)

— _ 12 \
7 T t] ac, (1—=kY* (3+Kk)
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lub rownowazng zalezno$é dla predkosci okregdw. charakterystyczaych:

1_] 12

Otrzymane zwigzki odnosza sig do chwili #,, w ktérej predkodei katowe platow
wyrownuja si¢ i nastepuje zmiana konfiguracji ruchu.

(3.12)

4. ANALIZA ROWNAN, OPIS RUCHU °

4.1. Faza I: 0<t<<t,

Rownanie wzglegdem predkosei katowej (3.9) pozwala okreslié poczatkowe
i konicowe polozenie okregu przegubdw. W poczatku ruchu mamy o, O)=wm, ()=0
i (3.9) przechodzi w nastepujace réwnanie algebraiczne wzgledem E(M=E&,:

_ ( ) _ _ k(l—w) (1=&0)* (&5 +4lo+1)
@.1) (=& =2 Go—R? Glotl)

Chege okresli¢ poczatkowa warto$é & (0) poziomej predkosei okregu przegubdw
nalezy zrézniczkowaé¢ (3.9) wzgledem czasu, nastepnie wykorzystaé rownania
(3.6), i (3.7) oraz warunek poczatkowy-(4.1). Otrzymujemy wowczas wzor

@2 o=

B (&)@t 4tfo+ 15/2

ke (1~1) (38, — ) ' 2 J
[(fomk)a (3&, +k)2 (L= o) (€3 4450 11— 3

- — e
P(0) - (£5+6£5+3E,+2)+

Rozwojowi ruchu w pierwszej fazie towarzyszy zroznicowanie pr@dkb%a kqtowych
obu platéw. W jej koricu w chwili ¢, predkosci katowe platéw wyréwnuja sie.
Plyta przechodzi do konfiguracji ze stalym, tréjkatnym profilem predkodei. Okrag
przegubdw zajmie wowcezas polozenie & (7,)=¢,, kidre mozemy okredli¢ z réwnania

E(l=r) (1~&) (&3 +4E,+1)

4.3 e (1= &) =,

@3 Fa-a-a-en HER U G&,+10

jeshi tylko bedziemy znali czas t,. Otrzymany w [2] i wyprowadzony dalej wzér
(4.4) ty=I{t;)/P,,

wyraza prawo, uzaleZniajace czas zakoriczenia niestacjonarnej fazy ruchu sztywno-

-plastycznej konstrukeji od wielko$ci maksymalnego obcigzenia §redniego i stanowi

logiczne nzupelnienie znanego wzoru na callcowity czas zalrzymania sig konstrukeii.
Wykorzystujac (4.4) i (2.1) w réwnaniu (3.11) otrzymujemy wzér okredlajacy

predkosé dowolnego punktu plyty w chwili prezejécia do fazy ze stalym profilem

predkosci:

4.5) b O 1y =2 12 I P—P,

wa (—R201k) P, PR

Rozprawy Inzynierskie ~— 6
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Jak widaé predkosé ta jest wprost proporcjonalna do wielkosei impulsu dzialajacego
na plyte oraz réznicy migdzy maksymalnym obcigZeniem $rednim i obcigZeniem
granicznym,

Arft)
P5f1=I(f1)
. Vs,
5 _..1!\\\ Pt} Pty =Ift,)
§ __// v -
| @ '
o= i
vy ' =
0 ty b
Rys. 5

W przypadku plyty utwierdzonej (rc=1) réwnania ruchu ulegaja uproszczeniu,
dzieki czemu mozna uzyskaé rozwiazanic w postaci zamknietej. Z réwnania (3.7)
wynika bowiem, Ze przyspieszenie katowe plata przypodporowego BC jest réwne
zeru, co przy zerowych warunkach. poczatkowych prowadzi do wniosku, Ze w czasie
pierwszej fazy ruchu plat BC nie ugina sie. Predkofei krzywizn w tym obszarze
sa réwne zeru. Caly plat przypodporowy znajduje si¢ w stanie naroZa D. Rozwig-
zanie sprowadza sie tu do wyznaczenia dwéch funkcjiz o, (£) 1 & (£). Ruch plyty
swobodnie podpartej opisuja trzy funkcje. Dzieki zaleznogei (3.11) lub (3.12) pro-
blem calkowania réwnah sprowadza si¢ do poszukiwania dwoch funkcji. Ich
wyznaczenie jest praktycznie mozliwe jedynie przez catkowanie mumeryczne. Takie
rozwiazanie przy zatozenin obciaZenia w postaci impulsu prostokatnego podamy
w dalszej czefci pracy.

Wynikajacy ze stanu’ plastyczngj deformacji oraz réwnan (1.1}, (3.6), i (3 7
rozklad momentéw zginajacych w plytach jest okre§lony w sposob _nastgpujqcy

Momenty obwodowe
46 My ip, )=—Mo, k<p<l.

Momenty promieniowe w obszarze plata BC (k<p<<& (£))
w plycie utwierdzonej

4.7 M, (p, )=—M,;
w plycie swobodnie podpartej
M. (p,t) k(E~p)?
4.8 ———l= = 2 —k)yp—£& (4k—38)].
@8 L ey P2 (R p =S k3]

‘Momenty promieniowe w obszarze plata AB (&()<p<1) dla obu przypadkow
podparcia mozZna wyrazié jednym réwnaniem: :

4.9

M, (p,t) _aP(t) 1=p {~1+ 1-p
(1—&F @FderD)

My My P
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I—p

X

(4.9} ' (143 (1= 2+p)—(1+25) (1 —PZ)]} +

[ed.]

1—p ,
x{1+ 5 @iy B0 (-)-20429 (-0 (2+p)1}.

Latwo sprawdzié, ze réwnamnia (4.8) i (4.9) spelniaja naprezeniowe warunki brzegowe
i warunki (3.1) na granicy platéw.

4.2, Faza IT: 1, <1<ty

Poczawszy od chwili ¢,, piyty wchodza w druga fazg ruchu, ktéra charaktery-
zuje sig sztywnym obrotem elementarnych platéw AC wzgledem osi przechodzace
przez. podpore. Ksztalt platéw pozostaje taki jak w koricu pierwszej fazy. Ro-
zwigzanie przebiega zupehie podobnie, jak w zakresie obciaZen §rednich: pole
predkodei ma staty tréjkatny profil. Nalezy calkowaé réwnanie przyspieszen (2.4)
z warunkami poczatkowymi wynikajacymi z kosica pierwszej fazy. Warto zauwazyé,
ze dzigki uzyskaniu réwnania (3.11) i wynikajacej zef zaleZznosci (4.5) mozemy
Scifle okredli¢ predkosé w crasie drugiej fazy ruchu:

p—k

. 12
(4.10) W, 0=l Ot @l G r G

a nastgpnie, Zadajac by ta predkosé byla réwna zeru; uzyskaé zamknigty postaé
wzoru na czas zakoriczenia procesu;

@10 __ =1 (4)/Po.

5. PEYTA UTWIERDZONA

5.1. Dowolne obcigsenie 1:15)buchowe P{)

" Faza I 0<1<14,. Pamigtajac, e W czasie pierwszej fazy ruchu @, (1)=0 i wy-
korzystujac w (3.11) zwigzki

t .".’f
(5.1) acoﬁ%, D=0 i, cwsst,

otrzymujemy zaleznosé

-1 1M, [d@) ¢t
(5.2) '04(1“5)[2(2+§)‘“ ]: [ - ]

1-k Lt My 1k
Pozioma predkoéé okrggu przegubow wyznaczymy wykorzystujac (5.1); w réwnaniu
(3.9) i poréwnujac je z (5.2). Otrzymujemy-stad
63 = 2GrO-U-E-k) aP®U=)=M 1O
) 3 448+ Cal ()— M, tf(1-k)
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Calke tego réwnania mozna znalezé, jesli pomnozZymy je przez mianownik i podzie-
limy przez [2 24+&)—(1—E2)f(1-k)]*. Wyraga sic ona nastepujgco!
G (1=82/2+O=2M, t/lal (1)].

Z réwnania (5.4) mozemy okreslié potoZenie okregu przegubéw w dowolne_] chwﬂl
procesu. Dodatni pierwiastek tego rdwnania '

(5.5) & () ={[2— (1 — &) tPo/T (OF = 33112 (1 ) tPoJ1 (2),

gdzie zgodnie z (2.1) mamy PO—MO/ a(1-k)]. W chwili poczatkowej
(5.6) ¢O)={R-@ —k) PofP (O)F 3172~ (1=K) Po/P (0).

Te sama zalezno§¢ otrzymaliby§my rozwiazojac réwnanie (4.1) dla k=1. Z (5.6)
wynika, Ze je§li P (0)—oo, to & (0)—1. Nietrudno tez sprawdzi¢, ze dla P (0)=P,
otrzymujemy & (0)=Fk.

Rozniczkujac réwnanie (5.4) znajdujemy dogodniejsza niz (5.3) postaé réwnania
predkodci poziomei:

_ My HEE IO—iP()
(5.7 ¢ (f)'—‘ - a (2+§)2_3 12 ()

Wida¢ z niej, ze dla obciazen okre$lonych funkcjami speliajacymi warunek
I(t)>tP(t), predkoéé okregu przegubow jest zawsze wielkodcia ujemna (ruch
w strong podpory). Nie jest tez mozliwe zatrzymanie si¢ okregu przed dojsciem
do podpory. W przypadku obeigzenn poczatkowo rosnacych, linia przegubéw
porusza si¢ w strong brzegn zewnetrznego do czasu 7, ktdry mozna okredli€ z réw-
nania 7 {t,)—t, P (1,)=0, potem przemieszcza si¢ do podpory. Dla obciazef impulsem
prostokatnym predkosé & () w czasie dzialania obcigzenia jest réwna zeru. Ostatnia
uwaga jest ogdlnic poprawna w opisie ruchu belek i plyt sztywno-plastycznych.
Czas ¢, w ktérym- linia przegubéw osiaga podpore, okredlimy z réwnania (5.4),
wykorzystujac warunek & (¢,)=k. Otrzymujemy wéwczas wzor

- 1+k I(t])
-8 Lok P,

lub po wykorzystaniu (2.16)-sygnalizowane wczenie] prawo dla czasu przejécia
konstrukcji w konfiguracje ze stalym profilem predkosdci:

(59 t,=I(t,)/P;.
Predkodc poprzeczng punkidw plyty znajdujemy z pomoca wzordw (5.1), (5.2) i (5.4):

0 ,  k<p<E(D);
Gy weo={e® p—E

E<psl.

(1=82+8°
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Ugiecia mosna wyrazic w sposob nastepujacy:

0 . k<psE ()
6 I(t)(p &) .
(5.11) w (P, D=1 4 tf (1 c’;’)z (2+§) d, ¢ (t)sf)gé():
| 6 L IMe-9
f (I 5)2 (2+§) dt, foﬁpél.

Czas * okresla chwilq, w ktérej okrag przegubow przechodzi przez rozpatrywany
przekrdi. Moiemy go okredli¢ 7 réwnania (5.4), w ktérym podstawimy & (1¥)=p:

EMO t"‘ 1— p

(5'12) al (%) - 2+p
Predkos$é 1 ugiecia w kotficu pierwszej fazy sa réwne odp'owiedriio:

6I(t1) p—]C
i (I—E2 C+R)’

6 T (-0
w | Terars

(5.13) Ww(p, t,)= k<pgly

i aig U k<e<ér

61w e-0
ua f (1-822+8)

(5.14) w (p, r;)
dt, &y<p<l.

W koficu fazy powierzchnia ugiecia plyty sklada sie z formy stozkowej w obszarze
(§o» 1) 1 powierzchni zakizywionej dla p € (k, &). Momenty zginajace w 1 fazie
ruchu sg okreSlone wzorami (4.6), (4.7) i (4.9).

Faza IT: ¢, <t<4,. Po dojéciu do podpory okrag przegubdw nie zmienia juz
swego poloZenia. Wykorzystujac wzory (2.3) i (2.4) otrzymujemy réwnanie
przyspieszen :

i p—k
(5.15) w(p, )= a m[l’ (£)—Py1,

ktére po scatkowaniu z warunkiem poczatkowym (5.13) prowadzi do nastepujacego
wzoru na predkoéc:

2 p—k

(5.16) | w(p, )= p Wﬂ(ﬂ ],

gdzie I (t)= f P (¢) dt oznacza catkowity impuls obciqienia zewnetrznego. Z warnnku
.

W{p, t)=0 otrzymujemy czas ‘zakoficzenia procesu:

(51.7) te=T (t)/Po.



21’ 4 ANDRZEJ E. STANCZYK

Z (5.16) i (5.14) wynika rownanie powierzchni odksztalconej

12 p—

k ¥
G18)  wlp0=w(p, 1)+ [ oo U I(1) dt—P, (fz—zf)/z].

Maksymalne ugiecie trwale wystégpuje na brzegu zewngtrznym. Wyraza je nastepujacy
wzlr:

s19 witgm o O 6 L
G199 whw="r [ hare 4t =0 G+5)

x [2 f ‘ 1(8) de4-T* ()P, —I? (tk)/Po] .

W drugiej fazie ruchu M, (p,'z’)=—M0. Promieniowe momenty zginajace sa
opisane przez (2.10) dla x=1. :

2
A ua v
12M,TZ

200

160 f

160 /
/ 37%
140 |— - ]
120 | ‘ / Z '

T
2‘.;?;

00 +——
47/
80
Fazall / ' 50%

faza I

60 - ' |/

Zokres oheigzen / 46
e Srednich '

! /4 Etgp I |
20 | y’ :
] - y " 8% '
o Ll T | Etopl | ¥
7

2 W 5 8 m 1 U 15 18 0 2 M ole,

Rys. 6
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3.2, Impuls prostokaqtny

W przypadku obciazenia P (f)=P==const., dzialajgcego w przeciggu czasu T,
ruch plyty w fazie zréZznicowanych predkosci katowych przebiega w dwdch etapach.
W czasie dzialania obciaZenia (etap I) okrag przegubdéw plastycznych zajmuje stale
potozenie &, okre$lone réwnaniem (5.7). W drugim etapie (T'<?<¢,) linia przegubow
przemieszceza sig w strong podpory zgodnie z réwnaniem :

(5200 & () ={[2— (1 —k) tPo[PT? = 3}/2 (1~ k) tPo[PT,
osiagajac ja w czasie ¢, =PT/P,. Poprzez faze sztywnych obrotow plyta koiiczy ruch
w chwili #,=PT/P,. Zgodnie z (5.19) maksymalne ugigcie trwale
3p, T* PP, - PyT? (P[P,)*
- %
pa  {(1-80)2+&)  na -k
[2 (2+&)(1-k) T+ T+2&, ]+
Q+E)(1-&) 2Q+E}  2Q2+40)

, §Po T 1 [P(Ps )]2
pa (—k) G+k) 7 -

Wiykres ugie brzegu zewngtrznego w poszezegolnych fazach ruchu plyty dla £=0,25,
w zaleznoéci od intensywnosci obciaZenia, 'pokazono na rys, 6. W miare wzrostu
obcigZenia zaznacza si¢ coraz wigkszy wplyw etapu niestacjonarnego okregu prze-
gubdw plastycznych,

'5.3. Wymuszenia kinematyczne

Wynikajgea z (5...10)2 zaleznosé

(5.22) | v, (D (1-8) 2+H= ( )

wiaiaca predkoéé brzegu plyty z impulsem obcmzema, stwarza mogzliwo$¢ opisania
ruchu, wywolanego dynamicznym wymuszeniem stalej predkosci v, w obszarze
waskiego pierfcienia przylegajacego do brzegu zewngtrznego plyty. Przez analo-
giczne postepowanie przedstawiona nizej procedura moze by¢ rozszerzona na inne
przypadki zmiany funkcii o4 (). ‘

W chwili 7=0 nieskonczenie blisko brzegu zewngtrznego powstaje okrag prze-
gubdw plastycznych (M,= — M) 1 zaczyna przemieszczaé sig w strone podpory.
Przebieg rozwiazania problemu (rys. 7) zalezy od relacji miedzy czasem 7T trwania
wymuszenia, a czasem #; dojécia okregu przegubc’)w do podpory i obejmuje dwa
przypadki:

1) T>1; (rys. 7b). Predko$¢ pozioma & (¢) okrggu przegubdw jest opisana jcdnym
réwnaniem, Po osiggnigeiu podpory przez lini¢ przegubéw (1=1#,) platy obracaja sig
sztywno bez udziatu sit masowych do chwili r=T. Potem nastepuje faza zakoficzenia
ruchu. :

2) Proces wymuszania statej predkosei o zostaje zakonczony przed dojsciem
okregu przegubdw do podpory, tzn, T<#, (rys. 7c).
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tet, ~ problem miesfacionarny

£°N g

. . . ) v Vg. .
t>ty -~ Poza szlywnych obrofow o

 Rys. 7

Przypadek pierwszy analizowal -G. S." SzapIro [3]. Rozwiazanie ‘drugicgo za-
gadnienia zawiera istotne rdznice. Po zakoficzeniu procesu wymuszania predkosci
o warunki ruchu linii przegubdw ulegaja zmianie. Do podpory dochodzi ona wediug
inpego réwnania predkoéel. Rozwigzanie tego problemu przedstawimy ponize;.
Ruch plyty ujmiemy w trzech fazach: faza wymuszania predkodci v,, faza dojécia
okregu przegubdw do podpory i faza zakoficzenia ruchu (faza stalego profilu pola
predkosci),

Faza I 0T Warunkl poczqtkowe problemu 83 nastfgpujaw

. <p<l;
G2 W (. 0=0, " (p, 0)={ s ksl
. g : Do, P= 1
Wykorzystujac (5.22) w (5.4) otrzynitjemy réwnanie dla funkc;jl & (1), ktére w przy-
padku o, (t)_wﬁ przyimuje postaé '

(5.24) : C1=42 (1+é‘)“"

nat vy

Dla t=0 mamy ¢& (0) 1, PxerWIastek réownania {5.24) spe}nlajacy warunki problemuy
wyraza si¢ wzorem

(5125) ¢ (t)_"“""%+ 2 cos {—1- larc cos ( 81 Mt 1) - 27:]} .

3 3 4 ug? o
Rézniczkujae (5.24) znajdujemy predkosé pozioma:

(5.26) E)= (143874,

pa’
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Wykorzystujac (5.26) w zréZniczkowanym réwnaniu (5.22) mozemy okteshic charakter
obcigZenia wymuszajacego stalg predkodé brzegu plyty. Obciagenie to powinno
zraieniaé sig wedtug réwnania ~
2M, 1+2¢ ,

(1= @+38) "

Warunkiem wytworzenia si¢ przegubow plastyczaych na okregu Lo=1 jest oddzia-
lywanie w chwili =0 obciaZenia niecograniczenie duzego.

Ugigeia w poszczegdlnych obszarach plyty zostaly opisane réwnaniami (5.11),
Po wykonaniu calkowaft z wykorzystaniem (5.22) i (5.26) otrzymujemy

(527 | P)=

0 - o : k<p<€f (t) ;
(528 W (o t)— pat v p ) ' .
R 2am, (p—&?* (L +p+20), (f) p<

Poiozeme E(N)= fl okr@gu przegubow w chwili zakonczema procesu wymuszama
predkosci vy mozna wyznaczyé z (5.25). Ugigcie brzegu zewnetrznego w (1, T)=v, T.

Sity wewnetrzne w placie AB okreflimy z réwnan (1.1), w ktérych P (¢) naleZy
preyjaé wedtug (5.27), przyspieszenie zad zgodnie ze wzorem

12M, = 1—p

(5.29) w(p, )= pa® (17 (14387

"W rezultacie otrzymujemy

127 , (=p +p)]

(5.30) 0.0 p( @aua[”ﬁ*ﬁ-—7§@2ﬁ,
| -2 _Lopr i)
1 0 P (1 -8 (1+38 [ 2 (1-&y *

gdzie &;<p<1. Na okregu p=={ () oraz w obszarze plata przypodporowego BC
sita poprzeczna jest réwna zerw
Faza II; T<i<{t,. W czasie pilerwszej fazy plycie zostal dostarczony impuls

(531) 1= e @ré.

Dalszy ruch odbywa si¢ wylacznie ped wplywem sit bezwtadnosci. Z (5.7) dla P (1)=0
otrzymutjemy
2M,  (2+E7
al(T) (2+&*-3°
Na granicy faz funkcja & () zmienia si¢ skokowo. Zgodnie z (5.4) polozenie
okregu przegubow okresla réwaanie
18 2M, ¢
246 @ I’

(532) Ey=-

(5.33)
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kidrego plerwiastek

l 3 Myt |
(5.34) &)= 2 _afm -3 - A

Z warunku & (¢,)=k znajdujemy czas osiagnigcia podpory:

I—k* al{(T)  pa*v, 1-Kk* [ .
24k 2M,  12M, 2+k (1=Cr) 2+Cr)

(.35 . 4=

Wynik jest zgodny z prawem (5.9).

Na rys. 8§ podano przebieg zmiany obciaZzenia oraz wykresy predkosdci poziomej
i drogi dla k==0,25 przy zaloZeniu, 7e czas T° wymuszania predkoici v, trwal na
tyle diugo, aby okrag przegubdw przemiescil si¢ do polozenia £,=0,60. Dla poréw-
nania liniami przerywanymi naniesiono odpowiednie wielkosci, otrzymane we-
dhag [3].

P(+) &

20 4 = patv, 12 M, asfr)

16 4

12 -

' Ve, )

8 "--L{Lig__@_]__ =
ey

Tl 025

L

1,=04337, 4,=0703T, 't

|oris e 250 R e e . .

__1"5 -

~ 20

-2.360
 Foza Il 1t1 Fazo I

-30 Faza Iw(i] t

] 20
a5
é

()T,

P 2’5 4

faza Il

=

Rys. 8

W obu problemach poczatek ruchu przebiega jednakowo. Z chwilg zakoficzenia
wymuszania predkosé pozioma okregu przegubdw gwattownie wzrasta i do podpory
dochodzi on wezedniej niz w problemie [3],
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Predko$¢ poprzeczng punktéw plyty okreflaja réwnania (5.10). Calkujac te
réwnania (7 (1)=1(T)=const) i wykorzystujac warunek ciaglosci ugieé na granicy
obu faz, ugiecia w 11 fazie ruchu moZna napisaé w nastepujgey sposob:

0 | , kSpE (1);
2( T) )
(536w ()= f -Or©@d ., EO<p<i
Wi, Ty () f -0 O &, &<p<l,
gdzie funkcja .
244841
o= E244E+

_ (1-&2 @+
Ugiecia w koticu II fazy sa réwne odpowiednio:
w obszarze k<{p<éy
31 (T) { (I-R@C+tp _p-k {p—k)(1+2p)
M, Cth(—-p “1-k @+

(537 wip, t)=
|

3
5 Q4P [+~ @+0) 3

w obszarze Er<p<]

312 (T) { (1-BQ+&) (1—p)(Er—Fh)
5.38 w(p, t)=w(p, T)+ 2ln -2 +
G wlet)=vle, D= P e -8~ > (-6 (-0
_ (1+209) G k)
@+k) 2+&r)
Z {5.38) otrzymmemy ugiecie brzegu zewnetrznego:
317 (T) { n (1--k)y 2+&p) N
nM, C+k)(1-¢p)
3 [ 7+ 2k T4+2E, ]}
@+k)* (2+<5)?
Momenty zginajace w poszczegolnych obszarach plyly w II fazie ruchu wynikaja
z (4.6), (4.7)i (4.9) dla P (1)=0 oraz & () wedtug (5.34) i okreslone sa nastepujaco:
plat 4B; E()<p<i

3 .
5 2+p) [(2+k)'2-'(2+é‘r)‘2]}-

(539 w(l, {)=v, T+

M¢(ﬂ,1)=mM0,
1-p
(1 6)3(§2+4f+1)

314+ (L—p?)—-2(1+28) (1 —_f) (2+p)]} ;

(5.40) - M )=Mo—

 plat BC, k<p<é ()
(5.41) My (9, H=M, (p, )=—M,
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Faza T t,<t<t,. Plyta koficzy ruch z przyspieszeniem okre§lonym przez
réwnanie (5.15). Catka tego réwnania przyjmuje w tym przypadku posta

ek [ 12M, 1 ]
- (5.42) W (p, t)”mm‘ 20, (1-Ey) (2'1‘61')“713"_ 1-k |’

Czas zakoficzenia ruchu

natog o
(543) W= (=R (1=En) @+ &) =T (T)P, .
Calkujac (5.42) oitrzy.mujemy ugiécie
p—k b ,
44y wip.ty=w(p, t1)+m lz'vo (1“61‘) @2+ént
" 6M, t+t
T T—Tl (t=4).

Funkcja w (p, t;) jest okre$lona zaleznie od obszaru réwnaniami (5.37) fub (5.38).
Koficowa powierzchnia ugi@é ' _ o ' :
' ‘ ' 3 IP(T) (p—k)(3+k)
)= e .
| w (P, t) w (Ps 1) 2 pM, (1--k) Q+k)?

(5.45)

Dla p=1 otrzymujemy maksymalne ugigcie trwale:
pa® B —E? Q+Ep)
24My (2+ky? -

(5.46) w1, t)=w (L, 1,)+

Ugigeie w (1, £,) jest okreslone przez (5.39). Poczawszy od chwili # w przekroju
podporowym pojawia si¢ nieciagtoé¢ w kacie nachylenia normalnej do przekroju,
aby w momencie zairzymania sig plyty osiagnaé wartost

aw . _3 1B 3+k
a op (k, )= 2 uaMy (1-k)Q+k)?* "

(5.47)

Sity wequtrzne w trzeciej fazie ruchu wynikaja z (2.10) dla x==1. W szczegdlnosct
dla I'=t, i ér=k, czyli po wyeliminowaniu IF fazy; rezultaty pokrywaja si¢ z roz-
wigzaniem [3].

6. PLYTA SWOBODNIE PODPARTA, PROSTOKATNY IMPULS CISNIENIA

W punktach 3 i 4 zestawiono rdwnania ruchu i podano wszystkie uwarunko-
wania, ktére to zwiazki dla k=0 opisuja proces deformacii ptyty swobodnie pod-
partej, bedacej pod dzialaniem obciazenia okreSlonego nierosnacg funkeja P.(¢).
W szezegdhym przypadku tego obciazenia, tj. dla impulsu prostokatnego, poczat-
kowa predkosé pozioma okregu przegubdw, jak wynika z (4.2), jest réwna zeru.
W czasie T dzialania obcigZenia (I etap ruchu), okrag przegubdw jest stacjonarny,
zajmujac polozenic &, okreflone réwnaniem (4.1). Wartodel &, w zalefnoéei od
stosunkn P[P, i parametrn & zestawiono w tablicy I.
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Tablica 1, Poczatkowe &5 i koncowe &, polodenie -okregu przesubdw plastycznych

o
k=bla PiPy &
g8 | 12 | 16 | 2 24

0,10 || 0612463 | 0740632 | 0806818 | 0846281 | 0872263 I 0314255
0,20 0,036816 0,745588 0,808431 —0,846936 0,872762 0,428875
0,30 0,666555 0,753378 0,811056 0,848131 0,873355 0,521499 -
0,40 0,765668 | 0,815543 0,850112 0,874378 0,603297
0,50 0,784541 0,823522 0,8537%6 0,876298 0,678330
0,60 0,837800 0,861130 0,880280 0,748600

Forma ugigeia plyty sklada si¢ z dwéch powierzchni stozkowych. Mozna ja
opisa¢ funkcjami w, (¢) i wy (¢) wyrazajacymi ugigcia okregéw charakterystycznych
pivty (vys. 3a). W tym celn nalezy wykorzystaé wzory

(6.1) aw; ()=, —Wp)/(1-&), aw, (f)=Wwa/(s—
w réwnaniach (3.6); i (3.7) oraz okresli¢ przyspieszenia' poprzeczne tych okregdw:
pa L P 1+2¢, 1
6y 1Mo T W“""[er {1+ 3‘5°) ] (=& @+a+))”
pato k . C
T2, T G et R

Po dwukrotnym catkowaniu (6.2) z zerowymi warunkami poczatkowymi otrzy-
mujemy poszukiwane funkcje ugieé:
v ! az

A 2, e

(6.3) 12M

e Welty= WB 2/2.

W czasie trwania obcnqienia wzgledna predkosé katowa platéw o (H)=w, —w,
Jest liniows funkcja czasu. W chwili 7, zgodnie z (3.11), osiaga wartosé okreslong
wzorem

k(1l—K)* 3+K) } 1

A4(&o) "

' pat
©4 Tz‘MOT“’(T)=[}Z"1“ Zo—k)* (3o +k)

Po usuniecin obquema (etap I} okrag przegubdw przemieszeza sig . w sirone
podpory, odksztalcajac plastycznie plat BC. Wzgledna predkos¢ katowa rlatow
i predkosé pozioma cokregu przegubdw zmieniajy sie wedlug funkeji

Ha* [ 2+4¢ k ]
65 o, 0T TS @raee ) T G GErR )

pa e 3148 k :

2, “7 —[(1—6)3 E+aE+1) G-k (3df+k)]
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W chwili ¢, wyrédwnania si¢ predkoéci katowych platéw okrag przegubdw zajmuje
koficowe polozenie &, okreSlone przez (4.3) dla P (#;)=0. Uzyskane numerycznie
pierwiastki &, dla kilku warto$ci parametru & zestawiono w tablicy 1.

Uklad réwnan (6.5) nie zawiera jawnie wystgpujacej zmiennej czasu i w zwigzku
Z tym moze by¢ scatkowany przez rozdzielenie zmiennych:

: 3
{6.6) w (B)=w (T)exp f x
£a

30O G E Rk U8 4L+
€= (1D [+ €=y GE+R—k (1—57 & +4+1)]

Catka (6.6) 1 zaleinosé (3.11) pozwalajg okrefli¢ predkodci katowe poszcezegdinych
platéw plyty. Niedogodnoséé tego podejécia wigZe sig z obliczaniem wystgpujacej
w (6.6) calki. W mianowniku funkcji podcalkowej wystepuje trudny do ogdlnego
rozloZenia na czynniki proste wielomian czwartego stopnia, zawierajacy parametr k.
Tym niemniej dla ustalonego & takie rozloZenie jest zawsze mozliwe, gdyz dla
k€ (0, 1) wielomian ma dwa rzeczywiste miejsca zerowe. Jedno z nich jest vjemne,
drugie za$ spelniajace warunki zadania, to scharakteryzowane wezesniej &,.
Przy ograniczeniu analizy do poszukiwania maksymalnego ngigeia trwalego,
praktycznie bardziej wygodna metoda jest bezpofrednie numeryczne catkowanie
rownan puchu. Przeksztalcajac je tak, by zawieraly predkosei okregdw charakte-
rystycznych, a nastgpnie climinujac z pomoca (3.12) funkcjg Wy (7), ruch plyty
w czasie T<t<f#, moZemy opisaé nastepujgecym ukladem réwnad rézniczkowych:

ds,

_pat (1+28)
12M, Wa (t)_ (1~ (2442 +1)° o
2+¢ k(1-¢) ] [A & ]
6.7 B o
A( ) £ ()= [(I—cf) (E2+4E+1)  (E—K)? (BE+K) 1 16)(3+k)
()“ aPT Ha a2 .
M, 1T 124, (L—E) B+ w. (D)

Warunki poczatkowe wynikaja z kofica pierwszego etapu i moga byé okreflone
z (6.3). Dla przykladu na rys. 9 pokazano wynik catkowania numerycznego réwnan
(6.7) dla k=020 i obciazenia P=32P,. Zastosowano procedurg Rungego-Kutty—
~Gilla czwartego rzedu wprowadzajac krok Ar={(#,—T)/50.

W otoczenin punktu &, dla ktérego réwnanie (6.7), ma osobliwoéé typu 0/0,
propaguje sig blad rozwigzania. W stosunku do dokladnej wartosci prqdkosm

brzegu plvty :

68 uaz .' _PT (1 -PO) I .o

©8 12M, Wa (0)= Py Pl (1-K)(3B+k)°

otrzymanej z pomoca (4.5), blad wynosi 6%, Wplyw bledu na vgigeie jest znikomy

z uwagi na rzeczywisty (linia przerywana), prawie pionowy spadek do zera wartoéci
funkeji & (¢).
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E -
pa yat k=020, P=3ZF,
2T Wt ZM,T Wa(t)
BET
TR :
&(th g 57,7913
! B g\- 01081 La11
100 + 307 009724 o0,
g £,=0904913 L 309
080 -+ 40 +o08
Sz
T A130.29 007
g60 L+ [l - oz A (06378
‘é I
L S i
s ir %95, Q413623
e ~4!
040 + | 80120 s {504 gazssrs
NI |
T l}—0,03
| © Amass
020 - 40-{Y om0
2800 O Rozw. doktadne
. ! A Rozw numerycne 3001
! 1 | y -
T 2T T 4T 5T t=5567T ¢
tEfapl | Etap IT - ;
Llapl =
Faza zréznicowanych o 1 Faze T

Rys. 9

Po wyrdwnaniu si¢ predikosci katowych platow plyta wehodziw faze zakohczenia
ruchu (7, <#<#). Zgodnie z (4.8) predkosé w tej fazie
p—k

7

S O=\ T e G

Catkujac to réwnanie z uwzgf@dhieniem cigglodei na granicy faz, otrzymujemy ugiecie
12M, ( ) (t““tz_)(ﬂ_k)

pa* (1—&Y¥ (3+Kk)

gdzie, zgodnie z (4.4), {,=PT/P,. Plyta koficzy ruch w chwili £,=PT/P,. Przyrost

ugiccia zwigzany z korficowa faza ruchu wynosi

‘ , 2
(7=l

Maksymalne ugiecie koncowe plyty mozna okrefli¢ nastgpujaco:

1 [P

2(1-k) 2+k)

2

Ji
©9 12M,

PT
Py

t+1

(6.10) )

w{p, )=w(p, t,)+—

PT

%

2

p—k
20+ 0-k)?

P,
Py

(611) w([), tk)_w(p9 t1)=

2

pa P
12M, T?

Wir AW+ N

1
{6.12) walt)=-

[

S
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gdzie wyraz

(6.13)  AW}=W (P —1)—~f a [ L2

' Ta=lalp, =) ) Ty @ ey ¢
oznacza przyrost ugiecia zwigzany z etapem nlestacjonarne_] linii preegubdéw pla-
stycznych. W, jest okreslone przez (6.2),.

Wykres maksymalnych ugieé¢ trwatych oraz przyrosty ugieé w poszczegdlnych
fazach w zaleznosci od intensywnoéci obmazema przedstawiono na rys. 10. Przyjeto
k=0,20.

Podobnie, jak w przypadku plyty utwierdzonej, zwraca uwage duzy wplyw etapu
niestacjonarnego okregn przegubdw na wielko$é ugiccia kofcowego.

§ wa®
aM,T® *

350

0%
/

200
/1

150
<y 53 /
X Py
: X
et 0%

100

50 /i ' 36 _
10%

¢ e —-—-"!"""ﬁ’-— " l L

8 12 1 20 24 28 3 36 P/,

R=5758F,

o

=y
-

Rys. 10

7. UWAGI KONCOWE

Podstawowa korzyscia z zastosowanej w pracy metody, opartej na wykorzystania
rownaf (3.4) ruchu platéw trapezowych z uwzglednieniem zmiennoéci ich obszaréw,
Jest czytelno§¢ zwiazkéw wynikowych ulatwiajaca kinematyczng analize procesu
deformacji. Mozliwos¢ zastosowania takiej metody jest uwarunkowana znajomodcia
rozkladu obwodowych momentéw zginajacych.
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Ruch plyt plastycznych pod wplywem duzych obciaZedt impulsowych mozna
uja¢ ogolnie w dwoch zasadniczych fazach. Dla pierwszej z nich réwnaniem funda-
mentalnym jest réwnanie wzglednej predkosci katowe] platdw, pozwalajace SciSle
okresli¢ poczatkowe i koficowe poloZenie okrggu przegubdw plastycznych. Dzigki
scatkowaniu tego rdwnania do postaci (3.11), otrzymano dla chwili przejécia w drugg
fazg, ogdlnie obowigzujaca prawidtowosé, okreslajaca wyrdwnang predkose katowa
jako wielko$¢ proporcjonalng do réznicy f(f)—t, Ps. W rozwigzaniach nume-
rycznych 1nforma0Ja ta mo’e byc pomocna W ocenie efektywnosm przy_}fgteg metody
catkowania, Sama druga faza, w ktdrej pfyta koriezy ruch przez sztywny, opoZniany
obrét platéw, nie nastrecza juz zadnych. trudnodei rachunkowych

Poszukujac rozwiazan wprowadzono -zaloZenie- ograniczajace * obciaZenie P (¢)
tak, aby bylo okreflone funkcjami nierosngcymi. Dla obcigzen poczatkowo
wzrastajgcych, jak wykazano przy dyskusji réwnania (5.7), funkcja & (¢) zmienia
znak, Faki ten utrudnia matematyczny opis ksztattu deformowanej plastycznie
powierzchni, nie ma jednak jakosciowego wplywu na ugiecie brzegu plyty, sdyz
lezy on poza zasiggiem ruchu linii przegubdw. Stad wyprowadzone w pracy wzoty
na wielko§¢ maksymalnego ugigcia koricowego sa takZze poprawne dla obciazen
poczatkowo wzrastajacych, jedli tylko jest spelniony warunek P (0)=P..
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Peswome

KPAEBOW UMIIVIEC B IUIACTHUECKONW KOJBNEBOTE TIJIATE

PaGota ComepXHT MCCICAOBAHME MBIOKCHMA KOILLCBBIX TEIMT, BHEINHUH Kpall XKOTOpHIX Ha-
XOMMTCA MO AeHCTBHEM IPOU3BONLHO IEPEMEHHOH BO BPEMOHH MMIYILCHOM HOonepedrol HATpY K.
TIprHaTa AESANBHO MECTKOMIMACTHYECKAN MOJIENE MATCPHANA, MOMIeKAHIero yenopuio Kymoua-
-Tpecka, TIpemmonoxeno, ¥ro mporece ZedopMaliuy PAsBHBAETCA COTIACHO ACCOMUMPOBANHOMY
3AKOHY TSYEHHst M OrpaHHYeH ODIACTBIO MANBIX NepeMenicHul. ANaTusupYrOTCA 3akpeniieHHEe
# cBoGOgHO Tomreprhie k. TIpedCTaBieH IONXOf, B KOTOPOM YPaBAGHUS AMHAMHYECKOTO
PABHOBECHA 3aMCHEHDI YPADHCHHIMM JBHKESHH, BLITCKAICIIAME 3 IPUHLAIIOB MEXAHUKY KEeCTLAX
TEI.

TlonyseHue ypapHEHHS B 3aMKHYTOM BHAE TO3BOMENO CHOPMYIHDOBATH BaXKHEIL 34KOH
oupeenTonyi BpeMs Nepexoaa KeCTKO-TNIACTHYCCKOX KOHCTPYRIN B xOHGHTYDAiHiO ¢ TOCTOSH-
HEIM IpodiIeM NONs CXOPocTed, B KOTOPOH 3aKaHYMBASTCS JABMDKCHHC,

Rozprawy InZynierskie -- 4
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SUMMARY

BOUNDARY PULSE IN A PLASTIC ANNULAR PLATE

The paper presents a study of the motion of annular plates with external boundaties exposed
to the action of a transversal load pulse beiitg 'an arbitrary function of time. A perfect rigid-
-plastic model of material satisfying the Coulomb-Tresca condition is assumed. The deformation
process is assumed to obey the associated flow rule and remains bounded by the small deformation
range. Plales with clamped and simply supported edges are analyzed. An approach is presented,
in which the dynamic equilibrium equations are replaced by the equations of motion following from
the principles of tigid body mechanics, The closed-form solution obtained énabled the formulation
of an important faw determining the time of ‘fransition of the rigid-plastic structure into a confi<
guration with a constant velocity profile, in which the motion is terminated.

Praca zostala zloiona. w Redakefi dnia 26 czerwea 1981 r.






