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UGIECIA"RUSZTU SPREZYSTO-PLASTYCZNEGO PRZY OBCIAZENIACH
ZMIENNYCH

TADEUSZ S AWICKI (WARSZAWA)

Zastosowano metode oceny ugi¢é konstrukcji poddanej 6bciqieniom zmiemiym dla przypadku
rusztu plaskiego. Zastosowana metoda okre$la gorng granice ugieé, jakie moga wystapi¢ w kon-
strukcji wykonanej z materiatu sprezysto-idealnie plastycznego.

1. WstEP

‘Wymiarowania konstrukcji inzynierskich dokonujemy zwykle w ten sposéb, Ze
wyznaczamy ckstremalne wartoéci sit wewnetrznych (momentéw, sil poprzecznych
itd.) na podstawie najniekorzystniejszych ukladéw obciazefi, a przekroje elementéw
ustalamy tak, aby napreZenia obliczone na podstawie ekstremalnych sit wewngtrz-
nych nie przekraczaly wartofci dopuszczalnych lub granicznych. Postgpowanie
takie nie budzi zastrzezefi dopdki cala konstrukcja pracuje w zakresic liniowo spre-
2ystym. Dgazenie do racjonalnego projektowania konstrukcji metalowych sklania
do stosowania metod teorii plastycznoéci. I w takim przypadku obcia2enia zmienne,
ktérych udzial w globalnym obcigZeniu konstrukcji budowlanych jest znaczny [9),
‘stwarzajy szczegllne niebezpieczefistwo zniszczenia konstrukcji lub jej elementu
jeszcze przed osiagnigciem stanu granicznego, zwanego no$nofcig graniczng. Innymi
slowy, stosowanie okreSlonego wspéiczynnika bezpieczefistwa wzgledem noénodci
granicznej przy obciazeniach zmiennych nie daje %adnej gwarancji bezpie-
czefistwa. Zjawisko opisane powyZej jest zwigzane z pojeciem przystosowania
si¢ konstrukcji do obcigZefi zmiennych w czasie, co w literaturze anglosaskiej
przyjeto okreflaé terminem shakedown. Stosujac twierdzenia o przystosowaniu
(1, 2i 3], moZzemy okresli¢ wielko§¢ wspélczynnika bezpieczefistwa gwarantujacego
bezpieczng prace konstrukcji.

Zjawisko zniszczenia konstrukcji przy obcigZeniach zmiennych, jeszcze przed
osiggnieciem stanu no$noéci granicznej, spowodowane jest powstaniem pola na-
prezefi zwanego resztkowym, ktére nakladajac si¢ z aktualnym stanem napreZenia
spowodowanego aktualnymi obciaZzeniami powoduje plyniecie konstrukcji wedtug
okreSlonego schematu kinematycznego niekoniecznie pokrywajacego si¢ ze sche-
matem zniszczenia wynikajacym z no$noéci granicznej.

Okreslajac przedzialy zmiennoéci obcigzeni, przy ktérych Konstrukcja si¢ przy-
stosowuje [4 i 5], tzn. zachowuje sie¢ sprezyScie po pewnej liczbie cykli obcigzer,
nic nie wiemy na temat ugigé, co nie daje pelnej gwarancji uzytecznoéci konstrukcji.
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Dlatego niezbednym uzupelnieniem zaadoptowanych do danego typu konstrukcji
twierdzefi o przystosowaniu jest algorytm, pozwalajacy okresli¢é w spos6b Scisty
Iub przyblizony ugiecia powstajace w procesie przystosowania. W pracach [7 i 8]
przedstawiono metod¢ obliczania ugieé konstrukcji ramowej przy obciaZzeniach
zmiennych, Niniejsza praca jest préba adaptacji tej metody dla przykladu rusztu
?laskie_go poddanego dzialaniu obcigzeni skupionych,

2. PODSTAWOWE ZALOZENIA I ZALEZNOSCI
9
Bardzo czgsto przy analizie konstrukcji. postugujemy si¢ wielko§ciami uogél-
nionymi, zwanymi napreZeniami uogdlnionymi (sity i momenty) oraz odksztai-
ceniami uogélnionymi (wydluZenia i obroty). Pozwala to w pewnych przypadkach
znacznie uprosci¢ obliczenia kosztem nieznacznych niedokladnosci. Takie podejcie
jest korzystne i czgsto praktykowane w przypadkach konstrukcji pretowych, ktérych
szczegblnym przypadkiem sa ruszty jednowarstwowe. Analiza przystosowania tego
typu konstrukcji wymaga przyjecia wielu zaloZen i uproszczen wynikajacych czy
to ze stosowalnoéci samej teorii, czy tez z charakteru samej konstrukcji. ZatoZenia
te sq nastqujqce 1) materiat jest idealni¢ sprQZysto-plastyczny, 2 postugu_)emy si¢
wzorami teorii geometryczme hmowych 3) przy czystym zginaniu spetnione sa
zaloZenia o plaskxch przekro_]ach rdwmez w obecno§c1 odksztalcefi plastycznych;
4) konstrukqa wykonana jest z prqtéw o 1dealnym przekro_]u dwuteowym, 5) prze-
kro_]e pretéw sa odcinkami stale, 6) obciazenia zewnetrzne sq sitami skuplonyml
o wartosciach zawxerajqcych si¢ W danych z gory granicach, dz:alajqcych prosto-
padle do plaszczyzny rusztu; 7) deformacja plastyczna konCentruje si¢ ' w przekro-
jach, w ktérych zostatl osxqgmgty moment gramczny, ‘8) jedynym naprelemem
uogélmonym Jest moment zglnajacy M (x, t), a ‘odksztalceniem uogélnionym krzy-
wizna osi preta x (x, t), 9) istnieje tylko Jedna skIadowa wzajemnego oddmalywama
belek w wgzlach
Przy formulowamu probleméw teorii przystosowama znaczema nabxeta sposéb
opisywania obclqzeﬁ zewnqtrznych Oddz1a!ywama., ktérym 53 poddawane kon-
strukcje w rzeczyw1stych warunkach eksploatac_]l, mozna. wystarczajqco dokladme
oplsaé skonczonym ukladem mnozmkéw obclqzema pl (&), 42 (1), oeey iy (t) W na-
stqpujqcy sposéb

@ P, )= 2 p (2) 2, j=L,2,.
Y ; k=1 F
Symbol Q% reprezentuje tu znane obclazema zewnetrzne (sity skupxone) w k-tym
schemacie obciazenia. Fakt, 2e kazde z obquten moze zmieniaé si¢ w pewnych
granicach, opisany jest ukladem merowno§c1

(22) L<u@O<pt; k=12, ..p

gdzie p;, pr sa to wielkosci znane, okreSlone zazwyczaj przez normy obcigzen

lub ogélnie przez warunki uzytkowania konstrukcji.
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Migdzy obcigzeniami P, zaczepionymi w m punktach, a momentami zginajg-
cymi M; w n przekrojach krytycznych (tzn. w przekrojach, w ktérych wystepuje
lokalne ekstremum momentu zginajacego), zachodza zaleznoSci wynikajace z wy-
mogéw réwnowagi. W ramach geometrycznie liniowej teorii réwnania réwnowagi
majg postaé nastgpujacego réwnania liniowego:

\ o _

(2.3) P,= Z’ CuM,, j=1,2,..,m.

i=1

Sktadowe macierzy C;; mozna wyznaczy¢ na przyklad zastgpujac dana konstrukcje
pretowa ukladem statycznie wyznaczalnym, wyprowadzajac réwnania réwnowagi
dla tego ukladu i eliminujac zefi wielkoéci nadliczbowe. Inny sposéb polega na
rozpatrywaniu mechanizméw chwilowego ruchu w przypadku utworzenia sig¢ prze-
gubow w przekrojach krytycznych. Ten sposéb wiasciwy jest podejéciu kinema-
tycznemu, z ktérego wynika nastgpujacy zwigzek geometryczny:

m
(2.4) @,=Z Cy Uil D) .00,

J=1

w ktérym @; oznaczaja obroty w przekrojach krytycznych, a U, przemieszczenia
odpowiadajace obcigZeniom P;. Macierz C,; w obu przypadkach (2.3) i (2.4) jest
ta sama. Mozna si¢ o tym przekona¢é z zasady prac przygotowanych (por. Dodatek),

Wskutek poczynionych zalozei pole momentéw zginajacych moze byé jedno-
znacznie opisane przez podanie momentdw zginajacych M; w n przekrojach kry-
tycznych x;. Moment ten moze by¢ przedstawiony w postaci nastgpujacej sumy:

2.5 M (x, £)=ME (x, t)+ M* (x, 1)\
Podobnie mozemy postapi¢ z przemieszczeniami oraz krzywizng osi preta:

U (x, )=UE (x, 1)+ U” (x, 1),

(2:6)
& (x, )=xF (x, ) +x® (x, )+x* (x, 1),
gdzie
k=d*Uldx?, «E=MEEJ=d*U¥/dx?>, kR=MR|EJ,
2.7

= 107 5 (x—x), KR+xF=d>UP[dx.
i

Symbole M® (x, t) i UE (x, t) oznaczaja odpowiednio momenty i ugigcia konstrukcji
idealnie sprezystej. Symbol J (x—x;) oznacza uogdlniong funkcje Diraca. Definiujac
u(t) jako mnoznik obcigzenia, zgodnie z (2.1) i (2.2), M® i UE mozna wyrazié
nastgpujaco: ‘

ME(x’ t)=2p:.uk ® M= (X),

k=1

UE (x, )= D) e (8) U™ (),

k=1

(2.8)
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gdzie p jest liczba schematéw obciazen. Indeksy E, R, P, przy momentach M, ugie-
ciach U i krzywiznach x nalezy rozumie¢ odpowiednio jako sprezyste, resztkowe,
plastyczne. Réznica MR=M — ME jest polem samoréwnowazacych si¢ momentéw
resztkowych powstatych wskutek plastycznych deformacji konstrukcji (obrotow
@7 w okre§lonych przekrojach krytycznych). Pole momentéw resztkowych MR
jest jednoznacznie okreSlone przez aktualne pole deformacji plastycznych 67,
o ile stale sprezyste nie ulegaja zmianie:

(2.9 MR ()= 2 K, 6 (1).
J

Roéwnania tego nie mozna odwrécié w spos6b jednoznaczny ze wzgledu na fakt
istnienia takich pél deformacji plastycznych @] (zwanych mechanizmami), dla
ktérych pole M® znika, tatwo si¢ przekonaé, ze K,,=Kj oraz det (K,;)=0.
Wyrazajac momenty resztkowe M® we wzorach (2.7) przy . wykorzystaniu (2.9)
otrzymamy
(2.10) UP (x, )= Z U, (x) 67 (t).

J

Ugigcia plastyczne s3 tutaj juz tylko funkcja obrotéw plastycznych w przekrojach
krytycznych. W punkcie czwartym pracy oméwiono sposéb otrzymania macierzy
K;; oraz U; a w punkcie piatym podano te macierze dla przypadku konkretnego
rusztu.

3. TWIERDZENIA O PRZYSTOSOWANIU

Ogdlne twierdzenia o przystosowaniu dla sprezysto idealnie plastycznego ciala
zostaly podane przez MELANA [2] oraz KOITERA [3]. Twierdzenia o przystosowaniu
zastosowane do przypadkéw ram, rusztéw i belek znalezé mozna w pracach [4, 5 i 6].
Twierdzenie statyczne o przystosowaniu méwi, co nastepuje:

Dla przystosowania konstrukcji ramowej wystarcza: 1) istnienie liczby s>1
(wspdlczynnika bezpieczenstwa) oraz 2) istnienie stalego w czasie pola momentéw
resztkowych M[ takiego, ze we wszystkich przekrojach niebezpiecznych zachodza
nieréwnosci

s (MR+MAX ME)XM,,,
(31) ( i t) 0i

— My <(MR+MIN ME)s.

Symbol MAX (MIN) M oznacza algebraicznie najwigkszy (najmniejszy) moment
zginajacy w i-tym przekroju, ktéry moze wyniknaé z w programu obciazenia [10].
M,,; jest momentem granicznym w i-tym przekroju. Dowdd tego twierdzenia [4]
pozwala nam okresli¢ calkowitq energi¢ dysypowang w konstrukcji w trakcie cykli
obcigzenn. Wynosi ona

4 " s MR (x) MR (x)
32 W,,=0f Zi:Mml@.IdtsMs_l) f By =

Catkowanie rozciaga si¢ na cala konstrukcje.
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Twierdzepie kinematyczne (Koitera) ma nastgpujaca tre$é:

Jezeli granice zmienno$ci obcigZef (2.2) dane sa z dokladnoécia do stalego
mnoznika &>0,

sy =&, ul =g,

to mnoznik & wyznaczony z dowolnego réwnania o postaci

MAX ME, gdy 6°>0
Pl = P i i >
G3) COCHEN {MIN ME,  gdy 6°<0,

jest nie mniejszy od kazdego &=¢&,, pozwalajacego na przystosowanie si¢ kon-
strukcji ramowej do programu (2.2). Mnoznik & wchodzi do réwnan (3.3) w ten
sposob, 22 MAX (MIN) MF sa do niego proporcjonalne.

4. GRANICA UGIEC

Zastosowana metoda granicznej wielkoSci ugig¢ przy obcigzeniach zmiennych
[7 i 8] sprowadza si¢, podobnie jak zagadnienie okreslenia granic zmiennosci obcig-
Zeh przy przystosowaniu, do problemu programowania liniowego [11]. Ograniczenia
nakladane na funkcje celu (ugigcia U) wynikaja z nastepujacych warunkéw: 1) ob-
ciagzenia nie moga przekracza¢ wartoSci danych przez nicréwnosci (2.2); 2) cal-
kowita energia dysypowana w procesie przystosowania jest mniejsza niz wartosci
dane przez (3:2); 3) moment zginajacy M (x, t) nie moze nigdzie naruszac warunku
plastyczno§c1 to jest |M (x, t)|< M, (x).

Stad otrzymujemy problem, ktéry mozna sformutowaé nastgpujaco: znalezé

@1 MAX (MIN) U=U* 4+ UP= Zu,;U +2U,

przy ograniczeniach nastgpujacych:
u; <ﬂk<p: ’

4.2) 2 Mo [9Pl<f ZMOJ |6F| dt=W,<a,

; ;

—Moi< Y MF i+ ZK,, < My,.
k J

Sposdb otrzymania macierzy U, jest nastgpujacy. Catkujemy ostatnig z zalezno-
$ci (2.7) i z warunkéw brzegowych oraz warunkow ciagloéci wyznaczamy state cat-
kowania. Stosujemy przy tym dla kazdego elementu lokalny uklad wspéirzednych.
Przez element nalezy rozumieé czgé¢ konstrukcji pomigdzy dwoma sasiednimi
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przekrojami krytycznymx (rys. 1, 4. W ten sposéb otrzymamy dla kazdego elementu
nastepujacy wzor:

@3) U"=Z1 4 MR+ ZB' er,
1=1

gdzie 4, B sa macierzami wspélczynmkow liczbowych, a n jest liczba przekrojéw
niebezpiecznych.

)

R

s ooty g
(2 e i
|

J fj

Rys. 1

Pole momentéw resztkowych M® jest polem bedacym w réwnowadze z zerowymi
obcigzeniami zewnetrznymi i moze by¢ ono wyrazone przez wielkosci nadliczbowe.
Stad 3

p
(4.4) MR= ) G},

gdzie G} oznacza macierz wspolczynnikéw liczbowych, « macierz wielko$ci nadlicz-
bowych, p jest réwne krotnofci statycznej niewyznaczalnoéci konstrukeji pretowej:

Dokonujac podstawienia (4.4) do (4.3) otrzymamy

4.5) —Z ZA‘G « +jB' or.

I=1 k=1

Pozostate warunki ciqgloéci pozwalaja na podstawie wzoru (4.5) wyznaczyé nad-
liczbowe « jako funkcje¢ katéw plastycznych obrotéw ©). Otrzymamy

(4.6) | = ) D! 6N
I=1

Macierz D jest macierza pewnych wspdlczynnikéw liczbowych. Wyznaczone wiel-
kosci nadliczbowe pozwalaja wzdr (4.5) napisaé nastgpujaco:

%)) 8 U"=j Zp Z"'A' G DL 6F + i’B‘ or
i=1 k=1 =1 1=1

lub

(4.8) 2 (Z ZA' G} D} +B!) 6.

=1 &k=1 =1
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Wzér ten réwnowazny jest réwnaniu (2.10), przy czym

? n
(4.9) U,=(Z 4 D;+B').
k=1 1=1
;
Wstawiajac nadliczbowe wielkosci ze wzoru (4.6) do (4.4) otrzymamy
P n n
(4.10) MF=)' Y Gipiei= Yk} er,
k=1 1=1 I=1
przy czym
p
(4.11) K}= ) GD};
k=1

jest to ta sama macierz, ktora wystepuje w (2.9).
Wyznacznik tej macierzy jak i podwyznaczniki sa réwne zeru. Oczywista jest
réwniez zalezno§¢ nastgpujaca:

(4.12) M KT=0,

gdzie M jest macierza mechanizméw ruchu kinematycznego konstrukcji. Wartosci
liczbowe pola napreZen resztkowych M® wyznaczamy z twierdzenia Melana (3.1)
po - uprzednim rozwigzaniu problemu przystosowania. Stad tez bezposrednio
otrzymujemy macierz o ze wzoru (4.4).

Rozwiazanie problemu (4.1) wymaga juz w zasadzie uzycia maszyny cyfrowej.
Mozemy jednak wstgpnie oszacowaé wynik, odrzucajac ostatnie ograniczenie
z (4.2). Nie wiemy jednak jak dalece otrzymany wynik rézni si¢ od optymalnego.

Problem uproszczony jest nastepujacy: znalezé

4.13 : MAX |U; >

@“.13) 10 7
gdzie

(4.14) \Ud/Ma=|Uj\[My;  dla j=1,2,..,n; j#k.

Optymalny wektor zagadnienia uproszczonego jest okrelony jednoznacznie,
jesli k przyjmuje tylko jedng wartosé. I wtedy

4.15) O;=sgn U, a/My,, ©5=0 dla j#k.

W przeciwnym razie (gdy & przyjmuje rézne wartosci), tj. jesli |Ul/Mox=|Us|/Mos
itd., to kazdy wektor @} spekiajacy (4.16), moze byé rozwiazaniem:

(4.16) Mo |OF |+ Mo €| + ... =a,
gdzie v
6; U;>0, OFU>0itd. 67=0 dla j#k, j+s itd.
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5. PRZYKLAD

Zaprezentowana metod¢ zastosujemy do oceny ugieé rusztu przedstawionego
na rys. 2. ObciaZenia zmieniaja si¢ w granicach nastgpujacych:

(5.1) 0<P <P, 0<P,<P, O<P,<2P.

Przyjeto, ze modut sprezysty E jest staly oraz staly jest moment bezwladnosci
dla wszystkich pretéw rusztu. Obciazenie przystosowania dla tego przypadku
wynosi P,=0,910194 (M,/l) i jest obliczone w pracy [6]. Uklad zastepczy statycznie

e
///

Rys. 2
o /C s :
Rys. 3

Rys. 4

wyznaczalny zbudowano w sposéb przedstawiony na rys. 3. Przez o, oraz o, ozna-
czono wielkosci nadliczbowe. Przekroje niebezpieczne oraz lokalne uklady wspodt-
rzednych pokazano na rys. 4. Ruszt jest swobodnie podparty na obwodzie oraz
nie przenosi momentéw skrecajacych w weztach.

Z rozwigzania zagadnienia przystosowania ktdre byto uzyskane na drodze kinema-
tycznej (twierdzenie Koitera (3.3)) oraz na podstawie twierdzenia Melana (3.1)
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otrzymano nastgpujacy rozklad naprezen resztkowych dla poszczegdlnych prze-
krojéw krytycznych: '

[ —0,815231 | [ 0,738774 |
—0,948119 0,530340
—0,973604 |—0,145935]
5.2 —1,000000 | <MF< || 0,411104]f, i=1,..,7.
—1,000000 0,250910
—1,000000 0,051578
| —1,000000 | | 0,013350],

Liczby w ramkach okre§laja warto$ci naprezen resztkowych MR w tych przekrojach,
dla ktérych suma tychZe naprezen oraz naprezefi ekstremalnych (MAX (MIN) ME)
dla pewnego schematu obciazeri zewnetrznych powoduje pojawienie si¢ naprezenia
odpowiadajacego momentowi granicznemu M,. To znaczy MF+MF=M,, dla
przekroju i=3, 4, 7 w przypadku granicznym, tzn. gdy warunki 3, 4, 7 z (5.2) zostaja
spelnione jako réwnoéci. Réwnocze$nie odpowiada to warto$ci wspdiczynnika
bezpieczenstwa wzglgdem nieprzystosowania n=1, 0. Znajomo§¢ przekrojéw, dla kto-
rych nastgpuje plynigcie plastyczne przy P=P,, daje nam jednocze$nie obraz na-
rastania ugieé, a w przypadku obciazenia zewngtrznego P wigkszego niZ obcigzenie
przystosowania P, (P>P,) — schemat zniszczenia (rys. 5); dla sity P,<P,, gdzie
P, jest no$noscig graniczng w klasycznym pojgciu, a wynoszaca w niniejszym przy-
padku P,=0.923 M,/I.

Rys. 5

Na podstawie (5.2) dla i=3,4, 7 ze wzoru (4.4) otrzymujemy uklad réwnan,
z ktérego okreSlamy o, i «,. W przypadku gdy ugigcia narastaja wedtug pewnego
schematu globalnego, uklad réwnan (4.4) ma jedno réwnanie za duzo (tutaj trzy
réwnania i dwie niewiadome o, i ). Spelnienie odrzuconego réwnania sprawdzamy
po obliczeniu «;. Tak wiec pole resztkowe jest w tym przypadku jednoznacznie
okreslone, co nie musi mie¢ miejsca w sytuacjach, gdy o przystosowaniu beda decy-
dowaly pewne schematy lokalne (metoda kinematyczna [4]). Obliczone «; wynosza
odpowiednio: '

6.3) =[0,411 104

0,013 350] (Mo/D).
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Zwigzana z « energia dysypowana w procesie przystosowania (3.2) wynosi
(5.9 a=s| (s—1)+0,430 637 (M2 I/EJ),

gdzie s jest wspolczynnikiem bezpieczeristwa.
Wzér (4.3) dla rozpatrywanego rusztu ma postaé

[4628 8 0 0 0 0 3216 8 0 0 0 O]

324016 0 0 0 0 163216 0 0 0 O MR

162216 0°'0 0.0°-8162 0.0 00 v,
G35 UM={0°0 02612 0 0-"0-0 041200 :

0O 00151400900 012187090 ;!

0 0.0.0 01415:0.0.0 0 01812 —24

[0 0 0 0 01226 0 0 0 0 0 12 24]
dlais=ten. 7

Macierz Gf ze wzoru (4.4) wynosi

T_[-4/3 =23 =1/31120 0]

(5.6) —2/3 —4/3 =2/30 0 11/2

Macierz D} ze wzoru (4.6) wynosi

- ’D 1[—20 4. % % i1 7 -—14]EJ
) Tl 4 =min 14 =T A1 DY B

Wykonujac dperacje na macierzach 4, B, G, D, (4.9), otrzymujemy macierz ugie¢ U,
W nastgpujacej postaci:

(5.8) Ul=

—416666 83333 41633 — 541666 —270833 — 145833 —291666
83333 — 416666 —208333 —291666 — 145833 — 270833 — 541666 I
= 72916 — 114583 — 557292 — 130208 — 65104 —174479 —348958 —,
—286458 57292 28646 — 184896 — 592448 — 100260 —200521
57292 —286458 — 143229 —200521 — 100260 — 592448 — 184896

Na podstawie wzoru (4.11) otrzymano macierz K, ktéra dla rozpatrywanego rusztu
ma postaé:

(5.9) K=

[ 375000 125000 62500 —312500 —156250 31250  62500]
125000 375000 187500 62500 31250 —156250 — 312500
62500 187500 = 93750 31250 15625 —78125 —156250
=|—312500" © 62500 31250' 343750 171875 —109375 —218750] ——
—156250 31250 15625 171875 85938 — 54688 —109375
31250 —156250 —78125 —109375 —54688 85938 171875

| 62500 —312500 — 156250 —218750 —109375 171875 343750
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- Macierz mechanizméw podstawowych M ze wzoru (4.12)ma postaé

112 0.1 8.8 b
=1 1.0 0. 0B 8. 8
=12 & 0 2 "0+ )
=171 0.0 ¢ 2 %
B-12T %8 v
350 2 0ETs B2 070 . 12
0 0 0 123 0 0
3j4iagar @ onogeiidp wingunag
<1 01 =10l pedgt ag
3% 0 % 0 2§
60 0% & 7 - ‘
(5.10) M=|-1,3 0 43 0 0 0 2/3|6.
% 0.0 g 10
L W=1""0 2 0%
+1/3. 0430 0 473 0
O g4e.12 0 01
020 “HE 220
9 34 0 91 o1
0 4 040 1 § ©
0 0 6/5 25 0 /0 45
0 0 6525 985 ©
O 0 65 045 0 45
| 0 0 6/50 45 85 O]

Ugiecie trwale w punkcie 1 (rys. 4) na podstawie (4.1) wyniesie

(5.11)  UE=(—0,416 666 6% +0,083 333 65+0,041 633 650,541 666 65—
—0,270 833 6% —0,145 833 650,291 666 6%) /,

R
Lo

przy czym zgodnie z (42) ~

b S
(5.12) |67]+|63|+|67 +19£I+|9§I+l02-.’l+19$|<;:1—- 0,430 637 (M, //EJ).

Pomijajac ostatnia nieréwno$¢ z (4.2), ekstremalne (minimalne) ugigcie pla-
styczne ‘U dla przekroju krytycznego pierwszego wyniesie: -
(5.13) - MINU? =-0,233 262}—_7 (M, I*IE)),
dla

S

6;,65,6:,65,6,,65=0 i 6=

—+0,430637 (M, I/EV).
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Wektor 6} zgodnie z (4.14) i (4.15) jest tu jednoznacznie okre$lony. Ekstremalne
ugiecie sprezyste UE(4.1) dla analogicznego punktu wynosi

1
(5.149) Uf=-1,012458 - = (M, I)EJ).
Wielko$¢ ta obliczona z warunku nieprzekraczania zakresu spreZystego wynosi
(5.15) 0%=-0,883 873 (M, |EJ).

Ugicia dla pozostatych punktéw obliczono w sposéb analogiczny, a wymkx przed
stawiono na rysunkach 6,7, 8,9 i 10.

bu(m,i¥/E3)

Rys. 6

Ugiccie trwale U”, otrzymane w sposéb przyblizony, przy niewielkich wspot-
czynnikach bezpieczefistwa znacznie przekracza ugiecia sprezyste UZ (rys. 6, 7, 8,
91i 10). Aby przekonaé sig, jaka jest faktyczna rozbiezno$¢ wyniku przyblizonego
od $cistego, poszukano rozwigzania dokladnego dla dwéch réznych wspélczynnikéw
bezpieczefistwa s, tzn. rozwigzania maksymalizujacego funkcje celu, spelniajacego
wszystkie ograniczenia i odpowiadajacego pewnej rzeczywistej drodze obciaZenia.
Zaklada si¢ przy tym, ze przedzialy czasu ¢ (rys. 11b) sa dostatecznie duze, aby méc
zaniedbaé wplyw sit masowych. Rozwigzanie to, bedace maksymalnymi ugigciami
trwalymi U, dla dwéch réznych wspélczynnikéw bezpieczefistwa s wzgledem
przystosowania oraz dla réznych przekrojéw rusztu, przedstawiono na rys. 6, 7,



}u(n,/’/ta)

1 -
us
[ ]
UP
1 1 ¥ 1 1 o
10 102 104 106 108 110 112 114 &
Rys. 8

[311]
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hu(M,1%/€3)

6 [ (e
L
4 \\
3k \ 4? ‘
: Drz, s ..
gb//zoﬁe)
2 ;
= ut
US
S
J . p £
1 %fl’i | ) U 1_.3_...__L_._>
10 102 104 106 1,05’1 110 112 114 116 ts
S S Ry,
YGA2))
7k
6
5+ | s
i
= - &
|
3 "
L
2+ / :
S : »
) 4 :
1 ’ e |
\gi UP
| | . : ; s :
10 102 104 o " 1,08 : 110 112 114 116 4‘3

-~ Rys: 10

8,9 i 10. W przypadku obcigzenia bliskiego granicznemu z punktu widzenia przy-
stosowania si¢ konstrukcji stabilizacja ugieé trwalych nastgpowala po pigciu cyklach
obcigzeni, natomiast dla wspélczynnika bezpieczefistwa s=1,085 stabilizacja ugie¢
trwalych zachodzita po czterech cyklach obciazen (rys. 11a i 11b). W obu wypad
kach gléwna cze§é odksztalcenia trwalego. powstawala na pierwszym cyklu obcia
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zenia (rys. 11a). Obliczono réwniez ugigcia trwale U” przy obciaZeniu jednokrotnym,
proporcjonalnie narastajacym. Wyniki przedstawiono na rys. 6,7, 8,9 i 10.
Przedzialy zmiennoéci obcigzen dany nieréwno$ciami (5.1) nie pozwalajg wniosko-
waé o drodze obciaZenia. Moze by¢ ona dowolna. Przebieg jej dla obciazefi zmiennych
jest czgsto w praktyce zdarzeniem losowym. Na rys. 12 przedstawiono w plasz-
czyZnie mnoznikéw obciazenia p, i us, przykladowe historie obciazeri. ObciaZeniu

a,fp

04t |-
04 |-

03 -

/1

02 -

01

0013 P.

o1

Obcigzenie

A

Czas

Rys. 12

B
U3

proporcjonalnemu odpowiada prosta /. Wspélrzgdné punktéw odcinka 4B od-
powiadajg takim wartoSciom mnoznikéw obciaZenia u,, us, przy ktérych zaczyna.
powstawa¢ przegub plastyczny (obrét trwaly @ w punkcie trzecim (rys. 4) rusztu).
«Wejécie» w obszar b, jest réwnoznaczne wigc z powstaniem pewnego pola reszt-

Rozprawy Inzynierskie — 2
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kowego MR, spowodowanego obrotem €. Obszarowi ¢ odpowiada kombinacja
mnoznikéw obciaZenia p, i us, dla ktérych nastapi kolejny obrdt plastyczny i pole
resztkowe M [ jest opisane obrotami w przekrojach krytycznych trzecim @7 i si6d-
mym 6%. Tak wigc w tym przypadku rézne drogi obcigzenia prowadza do powstania
jednoznacznego pola resztkowego. Pole to jest opisane przez dwa parametry o, i a,.
Na podstawie analizy sprezysto-plastycznej przy réznych historiach obciazenia,
otrzymano przebieg zmian parametrow oa=o; i f=a,, dla réznych wspéltczynnikéw
bezpieczefistwa s. Przebieg funkcji «, f=f(s), przedstawiono na rys. 11. Na tej
podstawie otrzymujemy bezpo$rednio pole resztkowe M} =f («,), gdzie i=1, 2.

6. WNIOSKI

1. Kryteria przystosowania wyprowadzone zostaly przy zalozeniu geometrycznej
liniowoéci. Dlatego metody szacowania ugigé, ktére moga wystapié w procesie
przystosowania, maja znaczenie dla oceny praktycznej stosowalnosci tych twier-
dzeni. 2. Metoda moze by¢ przydatna dla oceny ugieé konstrukcji mostowych, ktére
czgsto maja forme rusztéw i dla ktérych udziat obcigzeri zmiennych w globalnym
obciazeniu konstrukcji jest znaczny. 3. Zadania bardziej zlozone wymagaja zasto-
sowania komputera zaréwno na etapie przygotowywania danych do problemu
programowania liniowego, jak i do jego rozwigzania. 4. Ugigcia trwale przy ob-
ciazeniach cyklicznych nieznacznie tylko przewyzszaja ugigcia trwale powstale przy
obciazeniu jednokrotnym proporcjonalnie narastajacym. 5. Badan wymaga okre$-
lenie wptywu momentu skrecajacego na wielko§é narastania ugieé w procesie przy-
stosowania.

DODATEK

Niech P oznacza wektor obcigzen zewnetrznych, u wektor wirtualnych prze-
mieszczen, Q wektor sil uogélnionych, q wektor przemieszczen uogdlnionych.

Réwnanie réwnowagi, réwnanie geometryczne oraz zasade prac wirtualnych
mozemy napisa¢ nastgpujaco:

P=CTQ, gq=Cun, Q"q=PTu=u"P.
Na podstawie tego otrzymamy kolejno
PT u=(CT Q)" u=Q7 Cu,
Q" q=Q" Cu,
PTu-Q7q=0, Q7 Cu—Q” Cu=0,
Q" (C-Ou=0, (C-6)=0, C=C, C,;=Cy,

co byto do okazania.

Nalezy réwniez zaznaczyé, ze skladowe macierzy réwnowagi C;; sa stale i jedno-
znacznie okre§lone dla danej konstrukcji. Zaleza one jedynie od jej parametréw
geometrycznych. Macierz réwnowagi C;; wplywa natomiast w sposob zasadniczy
na posta¢ macierzy sztywnosci.
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Mianowicie, niech E oznacza macierz konstytutywna: wtedy réwnanie kon-
stytutywne mozemy napisaé¢ nastgpujaco:

Q=Kq.
Stad korzystajac z dwéch pierwszych réwnafi dodatku otrzymamy

P=CT Q=C” Eq=CT ECu=Kau,
gdzie
K=CT EC
oznacza sztywno$é konstrukcji.
Dokonujac dalszych przeksztalcen i podstawieni, otrzymamy
a=K-!'P,. q=CK'P, Q=ECK !'P=WP,
gdzie
W=ECK-!
- oznacza macierz wigzaca wektor sit uogdlnionych z wektorem obcigzen zewnetrznych,
Powyzszy sposéb zapisu réwnan réwnowagi, zwigzkéw geometrycznych i kon-
stytutywnych mozna czgsto spotka¢ w literaturze dotyczacej anahzy plastycznej
konstrukeji (por. np. [12 i 13]).
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PesmomMme

TIPOI'BbI VIIPYT'O-IINTACTUYECKOI'O POCTBEPKA ITPU ITEPEMEHHBIX
HAT'PY3KAX

¢

B paGore mpEMEHEH METOX OIEHKM NPOrHOOB KOHCTPYKIHMM, IIOXBEPIHYTOM IepPEeMEHHBIM
Harpy3KaMm, IJis CIydasi IVIOCKOTO pocTBepka. IIpAMEHEHHBIH METOZ JaeT BEPRHIOI I'DaHb IPOTH-
©60B, KaKHe MOTYT BBICTYIIATh B KOHCTPYKIIME, A3TOTOBIECHHON H3 YIPYro- HACAIBHO IUTACTAYECKOTO
Mareprana.

SUMMARY

DEFLECfIONS OF AN ELASTIC-PLASTIC GRIDWORK UNDER VARIABLE LOADS

The paper presents a method of evaluation of deflections of a structure subjected to variable
loading in the case of a plane gridwork. The method applied yields the upper estimate of deflec-
tions, which may occur in a structure made of an elastic-perfectly plastic material.

POLSKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 2 kwietnia 1981 r.





