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DRGANIA BELKI PRZY STOCHASTYCZNYM WYMUSZENIU
IMPULSOWYM

RADOSEAW IWANKIEWICZ (WROCLAW)

Rozwazane sa drgania swobodnie podpartej belki o zmiennej masie i sztywnosci. Proces wy-
muszenia przyjeto jako seri¢ przypadkowo pojawiajacych si¢ impulséw o losowych amplitudach
i losowym rozkladzie przestrzennym. Przyjeto, ze chwile wystepowania impulséw sg opisane pro-
cesem Poissona. W celu efektywnego rozwiazania zagadnienia zastosowano metod¢ energetyczna.
Rozprzezenia réwnan ruchu tak sformulowanego ukladu o skoriczonej liczbie stopni swobody
dokonano za pomoca transformacji wiasnej. Wyprowadzono oraz przedyskutowano wzory na
warto$¢ oczekiwang i wariancje ugiecia belki w przypadku ogélnym i dla konkretnej postaci pro-
cesu wymuszenia. Oméwiono wyniki przyktadu liczbowego i przedstawiono je graficznie.

1. WsTtEP

Waznym w dynamice budowli zagadnieniem sg drgania konstrukcji pod wply-
wem czgsto powtarzajacych sig, krétkotrwatych obcigzen, ktére powstaja wskutek
wstrzaséw o charakterze sejsmicznym lub parasejsmicznym. Sejsmiczne wymusze-
nie drgan jest zwykle opisywane przez niestacjonarny, ciagly proces stochastyczny
(np. BoroTiN [1], CLoUGHI i PENZIEN [2], AHMADI [3], GASPARINI [4]) lub w sposSb
bardziej adekwatny przez proces o charakterze przypadkowo pojawiajacych sig
impulséw o losowych wielko$ciach, LiN [5]. W przypadku drgan sejsmicznych
(wymuszonych kinematycznie przez ruchy podpér) przestrzenny rozklad wymu-
szenia jest zdeterminowany. Dynamiczne obciaZenie konstrukcji moze jednak mieé
bardziej ogolny charakter, tzn. moZe byé przestrzenno-czasowym polem losowym.
Taki charakter ma np. obcigZzenie wiatrem lub wymuszenie drgafi pulsacjami cis-
nienia akustycznego (wskazuja na to m.in. DAVENPORT [6] oraz RAMA, BHAT i in. [7]).

W niniejszej pracy rozwazane sa drgania belki pod wpltywem przypé&ﬁo
pojawiajacych si¢ impulséw o losowych wielkoéciach i o losowym rozkladzie prze-
strzennym. Model ten w sposéb przyblizony odzwierciedla réwnocze$ne para-
sejsmiczne i akustyczne wymuszenie drgan konstrukcji. Sytuacja taka (tzn. dzia-
fanie na konstrukcje impulséw pochodzenia parasejsmicznego i towarzyszacych
im pulsacji ci$nienia akustycznego) moze mie¢ miejsce np. przy czgsto vowtarza-
jacych si¢ naziemnych wybuchach.
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2. WYZNACZENIE REAKCJI BELKI NA STOCHASTYCZNE WYMUSZENIE IMPULSOWE

Rozwazmy drgania gigtne swobodnie podpartej belki o zmiennej sztywnosci
EI (x), masie m (x) i wspolczynniku tlumienia ¢ (x), przy zerowych warunkach
poczatkowych. Drgania te opisane s3 roéwnaniem

2.1) [EI(x)w" (x, D] +c(x)w (x, )+m (x)w (x, )=p (x, 1).

Przyjmijmy, ze wymuszenie ma charakter przestrzenno-czasowego pola losowego
p(x, 1), ktére mozna przedstawi¢ w postaci p (x, £)=s (x)P (t), gdzie s(x) jest
funkcja losowa opisujaca przestrzenny rozklad wymuszenia, a P (¢) jest procesem
stochastycznym opisujacym zmienno$¢ wymuszenia w czasie (wystepowanie im-
pulséw). Zatézmy, ze przestrzenny rozklad wymuszenia jest niezalezny od jego
zmiennos§ci W czasie, tzn. ze s(x) i P(f) sa statystycznie niezaleznymi funkcjami
losowymi.
Proces pojawiania si¢- impulséw mozna przedstawi¢ [5] w postaci

ﬁ N(2)

2.2) LP (D)= 2 Fio(t, 1),
gdzie N (¢) jest procesem liczacym, podajacym liczbg impulséw w przedziale (0, ¢], F;
oznacza zmienng losowa okreslajaca wielko§¢ impulsu pojawiajacego si¢ w przy-
padkowej chwili 7, v (2, ¢;) za$§ nielosowa funkcja ksztaltu impulsu. W dalszych
rozwazaniach przyjmiemy, Ze impulsy maja ksztalt delty Diraca, tzn. v (f, t)=
=0 (t—1;). Jesli chwile ¢, sa niezalezne, a prawdopodobienistwo wystapienia im-
pulsu w przedziale o dhugosci dr jest réwne A (¢) dt (A (£)=>0) oraz prawdopodo-
biefistwo pojawienia si¢ dwéch lub wigcej impulséw jest pomijalnie mate, to N (7)
jest zwyklym, niejednorodnym procesem Poissona o niestacjonarnych przyrostach.
Wielko$é A (7) jest §rednim natezeniem pojawiania si¢ impulséw (Srednig liczba
impulséw w jednostce czasu). Dodatkowo zalozymy, ze zmienne losowe F; sa wza-
jemnie niezaleZne i niezalezne od rozkladu chwil ¢; oraz Ze maja jednakowy rozklad
prawdopodobienistwa réwny rozkladowi pewnej zmiennej F. O funkcji s (x) opi-
sujacej przestrzenny rozklad impulsu zalozymy, Ze jest to jednorodna funkcja
losowa o znanej wartosci przecigtnej E [s (x)] i funkcji autokowariancji Ry, (x;, X,)=
=Ry (x; —X3).

W wyniku zastosowania do réwnania (2.1) metody Galerkina lub Ritza otrzy-
mujemy uklad » réwnan

@3 Mgq+Cq+Kq=s P (?),

gdzie poszczegdlne macierze sa sformutowane nastepujaco:

1 : 1
M=fm(x)f(x)fT(x)dx, C=fc(x)f(x)fT(x)dx,

24 : . ,
K=fEI(x)f"(x)f”T(x) dx, s=fs(x)f(x) dx,
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gdzie f(x) jest wektorem n funkcji aproksymacyjnych spetniajacych odpowiednie
warunki brzegowe, g (#) jest wektorowym procesem stochastycznym (wektorem n
wspéirzednych uogdlnionych), /— dlugoscia belki. W przypadku metody
Galerkina macierz sztywnosci ma, jak wiadomo, postaé wyjsciowag K=

1
= f f(x) [EI(x)f'T (x)]"" dx, skad po scatkowaniu przez czgéci i uwzglednieniu
0 >

warunkéw brzegowych otrzymuje si¢ wyraZenie (2.4);. Rozdzielenie réwnan 23
za pomocy transformacji wlasnej (tzn. diagonalizacja wszystkich wystepujacych
w tych réwnaniach macierzy) jest mozliwa jak wiadomo (CAUGHEY [8]), jedynie
w przypadku tzw. proporcjonalnego tlumienia, tzn. gdy macierz thumienia C jest
proporcjonalna do macierzy sztywnosci K, bezwladnosci M lub jest liniowa kom-
binacja tych macierzy. Przyjmiemy tutaj hipoteze tlumienia masowego, tzn. ¢ (x)=
=pum (x); a zatem C=uM.

Dokonajmy nastepnie ‘transformacji wlasnej réwnan (2.3) podstawiajac qg=Wy,
gdzie W jest macierza wlasna ukladu. Uwzgledniajac warunki ortogonalnoéci wek-
toréw wlasnych z waga mas i sztywnosci, otrzymujemy uklad n réwnas o postacj

2.5 Y+ {20 0} y+{o? y={m; '} WT s P (1),

gdzie o; oznacza liczb¢ tlumienia odpowiadajaca i-tej formie drgan (wektorowi
wlasnemu), w; czestoscia drgan wlasnych, m; — i-ta masa gléwna, a {+} oznacza
macierz diagonalng. Poniewaz C=uM, przeto 2u; w;=const=.

Rozwiazanie tego ukladu otrzymamy, uwzgledniajac posta¢é wymuszenia, w for-
mie calki stochastycznej wzgledem procesu Poissona,

2
(2.6) ' y= f {m; ! b (t—7)} WT s F () dN (7),
0
gdzie h, (t—1)=w," exp [—o; o, (t—1)] sin w;, (t—7) jest impulsowa funkcja

przejScia (charakterystyka impulsows) oraz gdzie w,,=w, V1 —al.
Ugiecie belki wyraza si¢ wzorem

2.7 w (x, £)=fT (x) q () =f7 (x) f H(t—7)s F (1) dN (v),

gdzie H (t—7)=W {m; ' h; (t—7)} W7 jest macierza charakterystyk impulsowych,
Warto$¢ przecigtna ugiecia belki wynosi

(2.8) E[w (x, )]=f7 (x) [H(@-)E[SIE[F]1A()dr,
gdzie : :
(2.9 . E[s]= f Els@If(x)dx.

(0]

Wykonujac stosowane operacje [9] wyznaczamy wariancje ugiecia:

(2.10) - ol (x, 1)=1T (x) R,, () £ (x),
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gdzie macierz wzajemnych kowariancji (w tej samej chwili) wspdtrzednych uogdl-
nionych wyraza si¢ wzorem

@.11) Ry ()= fH (t—7) SHT (t—7) E [F?] A (1) dr +

+[ f H (t—1,) RHT (t—1,) E2 [F] A (1) 4 (1,) dr, dr,.
gdzie .

S |

S=f stsr(xl, x5) £ () £7 (x2) dx; dx;,,
(2.12) 0

1

1
R=f fRss (x5 x2) £ (x,) £7 (x;) dx, dx,
o

V]

sa macierzami o elementach

su= [ [ Ko @1, %) fi (1) £ (2 dxy s
(2.13) .

ol
"u'—‘*f fRss (x15 x2) fi (1) £ (x2) dx, dx,
0 0
K, (x,, x,) za$§ jest funkcja autokorelacyjna losowej funkcji s (x).
Je$li funkcje aproksymacyjne sa funkcjami wlasnymi rozpatrywanej belki, to
zamiast ukladu réwnan (2.3) otrzymujemy ukiad réwnan rozd21elonych i odpowied-

nie wzory przybieraja postacé

@149  EW@O="@ [{mt b (-0} EBIEF] () dr,
215 Ry ()=[{m* b (t—0)} S {m;* b (t—0)} E[F?) A () dr +

+ [ [{mrt by (=)} R {7t by (¢=72)} B2 [F1 A (z,) A (c2) dry ds.
o0

Elementy cov,,,, (f) macierzy kowariancji wzajemnych R, (f) mozna teraz latwo
przedstawi¢ explicite:

2.16) cov,,q, ()=—— f h, (t—7) b, (t—7) E [F?] A (x) de+

o, f f By (0=7:) by (=) E* [F12.(10) 2 53) iy ds.
W przypadku, gdy wielkosci impulséw majg warto§¢ przecigtng réwng zeru,

tzn. E[F]=0 i E [s (x)]=0, to E [F?]=0} oraz K (x;, X;)=R (x;, %). & zatem
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S=R. Ze wzoréw (2.8) lub (2.14) otrzymujemy oczywiscie E [w (x, )] =0, natomiast
wzory (2.11), (2.15) i (2.16) upraszczaja si¢, odpowiednio do postaci

2.17) R, ()= [H (t—7) RHT (t—1) 02 4 (1) d&,

(2.18) Ry ()= [{m;* hy (=0} R {m* by (t—2)} o2 A (1) dx,
S S 2

(2.19) €OV, q, ()= =g oj by (t=7) b, (t—7) 62 A (0) dr.

Ze wzoru (2.10) wraz z jednym ze wzoréw na R,, (¢) (zaleznie od przypadku)
mozna wyznaczy¢ wariancj¢ ugigcia belki w przejsciowym stanie drgaf. Wariancje
ugiecia w stanie ustalonym obliczamy na podstawie tych samych wzoréw, przyjmujac
w odpowiednich catkach jako gérna granice caltkowania co co zamiast ¢ (w ogélnym
przypadku niestacjonarnego wymuszenia, tzn. gdy o (f) A (f)=var., nie mozna
bowiem zastosowaé klasycznej metody widmowe;j).

Jesli wymuszenie dziala w czasie o skoficzonej dtugosci T, to calki z gérng granica
t sa poprawne dla ¢t<7. Natomiast dla +>T obowiazuja catki z gérng granicg cal-
kowania T'; opisuja one wéwczas drgania swobodne ukladu po zakonczeniu pro-
cesu wymuszenia.

Z podanych wzoréw mozna skorzysta¢ réwniez w przypadku zdeterminowanego
przestrzennego rozkladu impulsu, tzn, gdy s(x) jest nielosowa funkcjg zmiennej
geometrycznej x. Nalezy wowczas uwzglednié to, ze wektor s jest nielosowym wek=
torem liczbowym (E [s]=s), S=ss’—nielosowa macierza liczbowa oraz R=0,

3. ANALIZA DRGAN BELKI PRZY KONKRETNEJ POSTACI WYMUSZENIA

Ograniczmy rozwazania do przypadku, gdy znane sa funkcje wlasne f; (x) oraz
warto$¢ przecigtna wymuszenia jest réwna zeru. Przyjmijmy, ze o7 (f)=const oraz
ze §rednie natgZenie pojawiania si¢ impulséw fluktuuje sinusoidalnie, tj.

@3.1) A()=A+Bsinpt, B<A.

Taka posta¢ wymuszenia, jakkolwiek hipotetyczna, jest wazna i warta rozpatrzenia
(RoBerts [10]).
Ze wzoru (2.19) otrzymujemy

e Taa et e
(3.2) COVy, q, = mym, @y _2‘ e~ 1) (— 1, 0y Wy, 1)+
+ 2010 @ } iy Boj 1 ix
(1 + (04— @;)*] [ + (w3 +@05)°] mmy; w0, 4

X{e'“' [A1 (04—, p)— Ay (01— @, —P) + Ay (O3 + @1y —p) — Ay (01 + @y, p)] +

Rozprawy Inzynierskie — 8
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(3.2) ¥ —Az+(0,;—0,) 4, Az +(0y—m;) 4,
Jc;l.] [#2 +(wy— 0y _P)2] (04— w;r) [.uz +(w;— @Dy +P)2] (04— wjt)
Az — (04 +o;,) 4, < Az + (@4 +@5) A, }
[1? + (i + (O —p)*] (g + @) [”2 + (@ + (2 +p)*] (0 + @) ¢
gdzie
T(x. v, 250)=20 " f e*' sin yt sin zt dt
ux sin xt—[u?+y (x+y)] cos xt
Al (x: y)= 2 2 ’
[ +(x+p)*] x
(3-3) A, =y sin pt+p cos pt,
Az =(u?+p?) cos pt;
A Ao} w?, ey S Wiso
(3.4 oq,(t)——,-r?Twi—wizt— 5 (1—e*")—e "sinwj, t —2—s1nw"t+

£ Bad -} - usin /2 oy, t+ 2wy, —p) cos 20, t
= i Tl i B e s o el 2 , =
m; o 4 #*+Qawu—p)
usin 2 oy, t+ 2w, +p) cos 2w;, t 2p ]+ 24 sin pt—2p cos pt
12+ Q2w +p)? wep W +p?

u sin pt—(p—2w;,) cos pt  u sin pt—(p+2w;,) cos pt }
w*+(p—20,) W+ (p+20,)

Widoczne jest, ze wariancja i-tej wspolrzednej uogdlnionej wzrasta, gdy p—2wy,.
Wielko§¢ wzajemnej kowariancji wspdtrzednych uogélnionych g¢; i g; zalezy od
|w; — @y, a takze od relacji migdzy czestoscia fluktuacji p a |w;, — ;| oraz w;,+ ;.
Wielko§é ta wzrasta, gdy p—|w;—w;| lub pow,+oy,.

W przypadku ukiadu niettumionego (#—0) otrzymujemy

(3.5  covgq, (D= -

P T RAeY l[sin(a)i—-w,)t sin(co;+w,)t]+
mym; o w; 2

wi—w_’ wi+w‘;

rijiv Bopp [ cos (w;+w)) t cos (w;—w,) t

mym, 20, 0; | (0,+w;—p) (@;+0;+p) (0—w;—p) (w;—w;+p)

+ 4w, w; cos pt ]
(0;— o, —p) (0;—w;+p) (@;+0;—p) (0;+w,+p) ’
Tii -

. Aoy :
{3.6) we{n™ o %?— 2w, t—sin 2m; t)+

Py Bo}
m?  of p(p—2w;) (p+2m,)

[2w? (cos pt—1)+p? sin® @, £].
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Odpowiedz przejéciowa ukladu nietlumionego wzrasta liniowo z czasem (wWzor
(3.6)). We wzorze (3.5) nie ma osobliwoéci dla p=w;—w, i dla p=w;+w,. W pierw-
szym przypadku otrzymujemy przy przejsciu granicznym

r Aok 1 [sinpt sin(w;+ ;)¢
3.7 lim  covy, 4, ()=—" d _[ % ol J ]+

powi—0) mym; ;Q, 2 D wi+wj
§icheiy Bs: p [ [cos (0, +w;) t i ¢ sin pt
: mm; oo; 2 4w; o;+ 14 :
w drugim za$ przypadku ; ?
- ry Ao: 1[sin(w-—w)t tsinpt
(3.8) lim  cov,,q, ()= - L -
ploitay mm; © o, 2 W=y p
i Bai .- p [cos (0 —w))t tsinpt]
mm; o,w; 2 4o; w; t .
_ Réwniez we wzorze (3.6) dla p =20, nie wystgpuje osobliwo§¢. W granicy otrzymujemy
: ry Ao ry Bol
3.9 lim o2 ()=—% (pt—sin pt)+—5 —5%
P20 S : m? 40)13 mi2 ‘?'wis
; 1 ot
x| sin? @, t+-—8— cos pt——— sin pt|.

Widoczne jest, ze w przypadku ukladu niettumionego dla p=2w, réwniez skladnik
odpowiadajacy niestacjonarnej cze$ci wymuszenia wzrasta liniowo z czasem (ana-
logicznie do zjawiska rezonansu przy deterministycznym wymuszeniu harmonicz-
nym, tzn. gdy p=w,).

Odpowiednie wzory na cov,, 4, (f) oraz o3, (t) dla ustalonego stanu drgan (t- )
mozna latwo otrzymaé z (3.2) i (3.4), gdzie widoczne sa skiadniki eksponencjalnie
zanikajace z czasem. Nalezy przy tym zauwazyé, ze uklad pozbawiony thumienia
nie osiaga ustalonego stanu drgafi; wariancja odpowiedzi tego ukladu dazy do
nieskoficzonosci (wzér (3.6)).

Przyjmijmy funkcje autokowariancji przestrzennego rozkladu impulsu w postaci
Ry, (x5, x,)=02 exp (—b |x; —x,|). Jest to naturalna posta¢ tej funkcji, gdyz w takim
przypadku przestrzenna korelacja wymuszenia w punktach x; i x, maleje wraz
ze wzrostem odlegtoéci tych punktéw.

W najprostszym przypadku belki swobodnie podpartej o réwnomiernym rozkla-
dzie masy i sztywnosci (f; (x)=sin inx/l, m; =ml[2) na podstawie (2.13) otrzymujemy

i2 [cos(i+j)7r—1 _cos(i—j) 7:—1]+

(3.10) r,=0> 12{

b2I2 4% n? i+j T
Jjl2 cos(i+j)n—1 cos(i—j)m—1 &
o F9] T o iy

+ gL,
(b2 P+i* 7%) (B2 2 +j* n%)
202 I? [—b£+ B.nt
27 PR

[e~?! (cos in+cos jm)+ 2]} -

(3.11) B 7 (1—e~? cos in)] -

5 b2 12+i2 77.'2
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4. PRZYKLAD

Przyktadowo wyznaczono wariancje ugiecia w §rodku rozpigtosci belki swobod-
nie podpartej o réwnomiernym rozkladzie masy i sztywnoSci. W obliczeniach
uwzgledniono pierwsze dwie symetryczne formy drgan, tj. f; =sin nx/l, f3 =sin 3nx/l
oraz przyjgto: o7=const, ,=10s"1, ¢?[>=0,1, 4=5s"1. Na wykresach jest
przedstawiona proporcjonalna do wariancji ugigcia wielko§¢ bezwymiarowa
oz 0} m? I*/4a}.

=001
A 0"5((4)1”7()2 a7995 =00
b e S g
006 —
bi=5
=005
004 1~ a,=005
=01 aq=01
! ! | \1—\1 .
2 4n 6m 8n 107  wqgt
Rys. 1
A o',f wyml 2
= | : bi=1
008 -1
bl=1
ay=005
006 —
bl=5
004 - bl=5 CONOIHE DAL
0 o =
00z bl=20 bi=20
! ! | 1 -

2n 47 6m 8n 107  wet

Rys. 2

Wykresy na rys. 1 i 2 obrazuja zmienno§¢ w czasie wariancji ugiecia w przejé-
ciowym stanie drgan dla przypadku stacjonarnego (4 (£)=A), przy czasie dzialania
wymuszenia T=6n/w,; oraz po zakonczeniu procesu wymuszenia. Linie poziome
oznaczaja asymptoty, do ktérych dazy wariancja ugiecia, gdy czas dzialania wy-
muszenia T—oo, czyli przedstawiaja wariancje w ustalonym stanie drgan. Jak
widaé na rys. 1, wielko$¢ ttumienia ma istotny wplyw na wariancj¢ ugigcia belki.
Wyniki przedstawione na rys. 2 §wiadcza o tym, Ze wariancja ugigcia ro§nie wraz
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ze wzrostem przestrzennej korelacji wymuszenia (zmniejszanie si¢ parametru b
oznacza wzrost korelacji). Wplyw tej korelacji na wielko§¢ wariancji ugiecia w usta-
lonym stanie drgan zilustrowany jest w pelni na rys. 3. Przypadek 5=0 oznacza
nieskoriczenie silng przestrzenng korelacje wymuszenia; odpowiada to wigc zde-
terminowanemu przestrzennemu rozkladowi impulsu. Nalezy jednak zauwazyé,
ze w przypadku zupelnego braku omawianej korelacji (b—oc0) wariancja ugiecia
nie jest rowna zeru, gdyz wowczas losowa funkcje s(x) nalezy traktowaé jako
przestrzenny ,,bialy szum”, a zatem o2 —oo. Aby wyznaczy¢ wariancjg ugiecia belki
nalezy wiec we wzorze (2.13) podstawié Ry (x;, X,)=2nD J (x; —X,), gdzie P,
jest stala gestoscia widmowa losowej funkcji s (x). W rezultacie otrzymujemy 7 =
=nldy, r;;=0. W takim przypadku wspoélrzedne uogélnione sa wigc nieskorelo-
wane (CoV,, 4, (#)=0) lub inaczej méwiac znika sprzgzenie form.

i G,Z, wyml )Z
el 2
0,5075 —

01012

00502

12510 20 50 100 bl
Rys. 3

Wariancje ugigcia belki przy niestacjonarnym wymuszeniu o postaci (3.1) obli-
czono dla przypadku najsilniejszej mozliwej fluktuacji §redniego natezenia impul-
séw (A=B), tj. A(t)=4 (1+sin p?), przyjmujac p=w, i p=2w,. Na nastgpnych
rysunkach przedstawiona jest wariancja ugigcia w czasie dzialania wymuszenia;
na rys. 4,5 i 7 w przejéciowym, a na rys. 6 w ustalonym stanie drgan.

W ukladzie bez thumienia (rys. 4) lub o matym ttumieniu (rys. 5), przy zmiennoéci
A(t)=A (1+sin 2w, t) wplyw fluktuacji $redniego nateZenia impulséw na wariancje
ugigcia (czyli réznica migdzy o (¢) dla A (f)=vari ¢2 (¢) dla A=const) roénie z cza-
sem w takim samym tempie jak o2 (f), dla A=const. Mozna zauwazyé, Ze
max 62 ()|a=var® 1,5 62 (D)1= const Zaréwno w przejéciowym (rys. 4 i 5) jak w usta-
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lonym (rys. 6) stanie drgan. W przypadku A (£)=A4 (1 +sin o, t) wplyw omawianej
fluktuacji na wariancj¢ ugigcia maleje z czasem i w stanie ustalonym jest juz nie-
znaczny (rys. 6).

V()

Brt: 2

01 +—

ap=0
bl=5

s p=20)1

B E
A(t)=const

2w an 6m wqt

A 6,5 wyml )2
#(55)
;=001
bl=5§
2D
B oy e
A(t)=const

Zn an 6x (4)1"'

Rys. 5
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Przy stabszej fluktuacji A (r) (tzn. B<A) zjawisko bedzie przebiega¢ podobnie,
przy czym wariancja osiagnie mniejsze wartosci.

W ukladzie o wiekszym tlumieniu wariancja ugiecia, ogdlnie mniejsza, inaczej
ksztattuje si¢ w zaleznosci od czestosci p fluktuacji §redniego natgZenia impulséw.
Na przyktad przy tlumieniu o, =0,2 (rys. 7) maksymalne wartosci wariancji dla
przypadkéw p=w, i p=2w, sa bardzo do siebie zblizone. RéwnieZ tu jest speniona
relacja max O': (t)ll=varz 135 0':' (t)l).=const'

{li wym )2 0ty=001 p=201
ot | 2 bi=5 p== poid
A(t)=const
03—
— —
w,f
Rys. 6
2 2
A gﬁ(cwml) p=2w;
=i g
bi=5
A=const

0015

Rys. 7

Ze struktury widma czgstosci drgan wlasnych belki swobodnie podpartej
i* w2 EI
(m,=-—ﬁ— ]/—n;) wynika, ze udziat kolejnych wyzszych form drgan w ksztalto-
waniu wariancji ugiecia szybko maleje (wzér (3.4)). W przypadku gdy czgsto§¢ p
fluktuacji §redniego natgZzenia impulséw A (r) wynosi p=2w,, wplyw i-tej formy
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drgaf ulega wzmocnieniu (1,5 raza). Wplyw ten jest jednak nadal bardzo maly;
dominujgca pozostaje forma podstawowa. W przytoczonym przykladzie udziat
‘7:; icovg, w ksztaltowaniu wariancji ugiecia w §rodku rozpigtosci belki okazatl
si¢ pomijalnie maly (co jest uzasadnione znacznym rozsunigciem czestosci: 0=
=107 @ =90574),

W przypadku dzialania na belke niestacjonarnego stochastycznego wymuszenia
impulsowego o fluktujacym sinusoidalnie §rednim natezeniu pojawiania sie im-
pulséw, wariancja ugigcia belki moze wigc byé co najwyzej o polowe wigksza niz
w przypadku wymuszenia stacjonarnego. Jest to efekt najniekorzystniejszy z punktu
widzenia $rednio kwadratowej oceny reakcji ukladu, jaki moze dawaé wymuszenie
niestacjonarne w stosunku do stacjonarnego. Przytoczone wyniki wskazuja, ze
istotne jest uwzglednienie niestacjonarnego charakteru stochastycznego wymuszenia
impulsowego. Nalezy to wzigé pod uwage przy eksperymentalnej identyfikacji
realnych wymuszeni tego typu.
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PesmomMme

KOJIEBAHUSA BAJIKM IIP CTOXACTMYECKOM HMITYJIBCHOM BBIHYXXIEHUN

Paccmarpupaioica konebanms cBo6oaE0 mozmepToit Gamku c LSPEMEHHOM Maccoit M JKect-
KOCTBIO. TIponece BEIHYXKIEHHS IPHHAT KaK CEPHA CIyYaifHO IOSBIITIOIHXCS MMIYJIBCOB CO Clly-
HaWHBIME aMIUIATYZaMK H CIIy9aifHbIM IPOCTPAHCTBEHHBIM pacopeneneauem. ITIpuHATO, 4TO
MOMCHTEI BBICTYNAHWS HMIYIBCOB OMACAHBI IpomeccoM Ilyaccoma. C memsio ShdexTHBHOrO
PeIIeHAs NpoGneMbl IPHMEHEH SHEPreTHYECKwii MerTof. Pachpspkenwe YDaBHECHUM JBYDKCHUS,
TaK CHOPMYIMPOBAHHON CHCTEMEI C KOHEYHBIM KOJHIECTBOM CTEICHEH CBOOO/BI HPOBEACHO IIPH
noMor coGeTBERHOTO Mpeobpa3oBanus. BeIBeaeas! m 0GCyk/IEHbI GOPMYITHE JITI MATEMATHIECKOTO
ONUJIaHMS ¥ BapaaHiuy nporn6a Gamke B o6mreM Ciydae ¥ i KOHKDETHOTO BEIA IpoOliecca
Bemyxnerus. TIpencrasiens! rpaduueckn u OGCYXIEHBI pe3yNbIaTH UHCITOBOTO npuMepa.
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SUMMARY

VIBRATION OF A BEAM UNDER STOCHASTIC IMPULSIVE EXCITATION

Random vibrations of simply supported beam with non-uniformly distributed mass and stiffness
are considered. The excitation is assumed as the train of randomly occurring impulses with random
amplitudes and spatial distribution. The impulses arrival times are assumed to be described by
Poisson process. Energy balance method is used to formulate the equations of motion and model
transformation and to decouple them. The expressions for the mean value and the variance of
the beam deflection are determined and discussed in general case and also for the specified form
of the excitation process. The numerical example is included. The results are shown graphically
and discussed.
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