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PIERSCIENIOWY STEMPEL NA WARSTWIE POPRZECZNIE IZOTROPO-
WEJ Z DOWOLNYMI WARUNKAMI NA BRZEGU DOLNYM

BOGDAN ROGOWSKILODZ)

Rozpatrzono ragadnienie sprezystego kontakiu dia warstwy poprzecznie izotropowej, spo-
czywajacej na dwuparametrowym podtozu Winiklera, w ktérs weiskany jest sZtywny pierscieniowy
stempel o dowolnej podstawie spehiajgeej warunt i osiowej symetrii, Mieszane Zagadnienia brze-
EOWe napisano w postaci potréinych réwnani calkowych, ktore nastepnie zredukowano do row-
nania catkowego Fredholma pierwszego rodzaju. To ostatnie zostalo Zastapione pkiadem czterech
rownan catkowych Fredholma drugiego rodzaju wzgledem czterech funkcji wyznaczajacych po-
szukiwane rozwigzanie, wygodnym przy iteracyjnej meiodzie.

Podano wzory dla normalnych naprezen kontaktowych i sily dziatajacej na stempel oraz jte-
racyjne rozwigzanie dla przypadky piesicieniowego siempla o plaskiej podstawie i grubej warstwy.

1. Wstip

Osiowo-symetryczne zagadnienie kontaktowe stempla i warstwy na dwupara-
metrowym podiozn Winklera, rozpatrzone w pracy, obejmuje dziewieé przypadkow
warunkéw podparcia dolnego brzegu warstwy. Rozwigzania odpowiadajace nie-
kiérym z nich mozna znalesé w literaturze zagadnienia. Zagadnienie warstwy na
sztywnym podiozu rozpatrzyli Lepmepiew i UrLAND [1], ALEKSANDROW i WOROWICZ,
[21 w przypadku izotropii i EnGranp [3], Kizyma i Rupnickr {41 dla warstwy
poprzecznie izotropowej. Zagadnieniem kontaktowym warstwy izotropowej spo-
czywajacej na izotropowej, sprezystej polprzestrzeni zajmowali sie DHALIWAL 31,
DuALIWAL i RAU [6] oraz DHALIWAL i Smver [7]. ‘

2. ROWNANIA PODSTAWOWE T 1CH ROZWIAZANIA

W walcowym ukladzie wspolrzednych r, 6, z, w przypadku dsiowej symetrii,
wektor przemieszczenia U; ma skladowe (i, 0, #:), a tensor napreZenia 0y, jest
postaci (o, 6., 0, 6;,) Réwnania Téwnowagi spreZystego, jednorodnego ciala
poprzecznie izotropowego spelniaja dwie funkeje g, (r, 2) (a=1, 2) bedace roz-
Wigzaniami réwnaf_ [8) S

@n . C o (@t 845207 g,=0.
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Skladowe wektora przemieszezenia i tensora naprezenia wyznacza si¢ za pomoca
WZOTOW
4,50, (kfh + ¢2) 3 u;=0; (¢ +kg2),
0,,=Gy (k+1) 8 (57791 +57%92),

@2 Or=G1 (k+1) 0%, (p1+02)
. . ) . p—1 : . ,
(0} 0 2 o926 (52 ) ot o
88 . . . .

gdzie s,, (a=1,2) oraz k sg charakterystycznymi parametrami ciala poprzecznie
izotropowego, zaleZnymi od nastgpujacych technicznych statych: B, v —w plasz-
czyZnie izotropii, Ey, G, Vi —W plaszczyznach prostopadiych, ktére wyznacza
sie za pomocs WZOrew

-5'12=5]/in!’2“1 s k=#+l/_ﬂ2;1,

1 1/4 ‘ . 1=y N s
8=[1"V2 H({- H}]' . p=(=vs H)[mﬁ"i“vi H)] ,

@3) voH
= F[VIH_]_W?(IMV—Z‘;‘E H)]_"—l,
@ E
= =

Stosujac metode transformacji catkowej Hankela napiszemy rozwigzania réwnan
(2.1) w postaci

' St
G;_(IC'}‘ 1) (Sl '-"Sz)

2.4y pu(r,2)= H, {¢7?2 14q (&) shs, &z 4+ By (&) chsy E213r}5

gdzie A, {&), B, (£) sa nieznanymi funkcji, a H, jest operaiorem
(2.5) H,[f(¢, 2); r]“—‘f & DL End,
‘ e .
wyznaczajacym transformacj¢ Hankela rzedu v funkcji f(&, 2) _wzglédem parame-

tru transformacii &.

Podstawiajac (2.4) do (2.2) otrzymujemy wzory na skladowe wektora prze-
mieszczenia i tensora napreZenia: .

1
w2 T G T D (52

H, {& " [ks, (4; shs; Ez+B, ch s, E2)

sy (Ayshs, Ez+ Bychs, EDL 1},
(2.6) - | _
8y 82 )

4 ()= G D (52 —7)

Ho {&~ 1[4, chs &z+B shsy éz+

+k (Az ch s, fZ'[‘-B;; sh 5, éz)]; i’_},
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1
o, (1, 2)= ?1—?;‘2—][{0 {ls2 (Al_ shs; Ez4+B, chsy E2)+5, (A, shs, Ez+

(2.6) +8B, ch s, &2)];r},
[ed.y .
51 5, : S
Oy (1, Z2)= e H, {(4, chs; &z B, shs, &7+ 4, chs, Ez+
17 w2

+B, sh s, E2); r}.

3. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA T SPROWADZENIE GO DO ROWNAN CALEOWYCH

Rozpatrzmy nieskoniczona, poprzecznie izotropows, sprezysty, jednorodna
warstwg ograniczona plaszezyznami z=0 i z=h, ktérej brzeg z=h spoczywa na
dwuparametrowym podtozu Winklera o parametrach i x,. Brzeg z=0 kontaktuje
(bez sit tarcia) na pierfcieniowym polu a<r<b ze stermplem ograniczonym- po-
wierzchnia obrotowa £(r) (f(0)=0) i cbcigzonym osiowo-symeirycznie; poza tym,
obszarem jest wolny od naprezen. Wybierzemy walcowy uklad wspéhrzednych
r 0,z tak, aby o Oz byla prostopadla do plaszezyzny izotropii i skierowana
wzdluz geometrycznej osi stempla, # plaszezyzna z==0 pokrywala sig z gérna plasz-
Czyzng warstwy.

* Dla rozwigzania postawionego zagadnienia nalezy okreslié poszukiwane funkcje
spetniajace nastepujgce warunki brzegowe: ‘

w, (1, 0) =5--f(r), a<r<b;
Gz (1, 0) =0, O<r<a, r>b;
B.D ‘ &y {7, 0) =0, r=0;

Gy =—k,u,(r, kY, rz0;
(BB =—rx,u, (B, rz0.

Ze wzordw (2.6) otrzymujemy

, 51 8, .
i (1, 0) = —— — L, [£* (4, +hdy); 7],
(3.2) Gy (kA-1) (57— 52)

G (7, 0)= H, [(s2 B(+5, By);rl.

SI_SZ
Warunki brzegowe (3.1)3, 4, s W réwnaniach (3.1) prowadza do zaleznofci

(B3)  Ay=— Ay=[14+H ()] GO, Sfj&,zaﬁslfh B=G (&),

gdzie G (&) jest nieznang funkcja, dla kidrej otrzymuje sie z warunkdw (3.1)y 2,
po uwzglednieniu (3.2) i (3.3), potrdjne réwnania calkowe

(3.4 51 83 (k—1) f -1 . !
4) TG ket D) (51 sy o HIHH @R} GU&)rl=6-1(r), a=r<b,

Ho [G(E);r]=0, O<r<a, r>b.
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Wystepujaca w (3.4) funkcja H (ER) jest zdefiniowana wzorem

DL (B
(3.5) . HEh=tg——-1,
eMi(@h)

gdzie L, (x), M, (x) (x=~4h) sa postaci

Mo (x)=ch (51 +55) x— (51— 8202 [(81+52)% ch (51 —52) x—453 521
My (x)y=x"" [sh(s; +52) x4 (5 +82) (51 —52) "1 sh (s, —32) x],
M, (xy=x"1 [sh (5, +52) x— (51 +52) (51—57) " sh sy —s2) %],
M, ()=x"2 (5, —52) " {(&* 52— 1) e (5, +52) x+(s ~82)" 1 [(K* 52+
(3.6) 48y (51 +52) ch (5, —52) x—4ksy 5:1},
Lo (x) =sh (53 +35) x+{5.+52) (81~55)" ' sh (s;—s2) X3
L, (x) =x~1 [ch (8; -+ 8) x~ch (s1~52) x],
Ly (%) =x~* [ch (s, +5,) x+Ch (81—32) x],
Ly (%) =x~2 (s, —82)" ' [(K? 5,—51) sh (s, +8,) x— (& 55+38,) sh(sy—s2) x].

Wspdlezynniki C; zaleza zas od parametréw podloza 1 stalych sprezystosct warstwy:

¢y i\ (e—1) {5 82, 1} ' 1y Ko B2
(3.7 co=1, = . Cy= g
e} ~\i02 ) G, e D (2 —52) G? (k+ 1P

Tezeli w (3.5) ograniczymy sig do jednego skladnika w sumach, to otrzymamy funkgcje
Hy (x), Hy (x), Hy (x), Hs (x) odpowiadajace szczegblnym przypadkom podparcia
brzegn dolnego warstwy odpowiednio

i=09 er=a-zz=0 (K1=’C2=0)
i=1, u, =0,~0 Kp==00, Ky=0
(3.8) ' (e 2=0)

i=2, u, =0,=0 (x=0, K, =00)
i=3, u, =u,=0 (rey=00, K;=00).
Pozostale pigé przypadkéw warunkow podparcia dolnego brzegu warsiwy 53 opi-
sane odpowiednimi kombinacjami funkcji zgodnie z (3.5). '
Dla przypadku warstwy izotropowej, dia ktérej s,—s,—1, k—1, ofrzymuje sig,

wykonujge przejécie. graniczne

M, (x)y=ch 2x—2x>—1,

M, (x)=x"*(sh2x+2x),
{3.9) M, (x)=x"1(sh 2x—2x),

: 1 1
M, (¥)=x"2 [(3—) ch 2x42x> +5+—(-4)'],
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Lo (x)=sh 2x+2x,
L (x)=x"1{ch 2x—1)

(3'9) ‘Lz (.x):x"l' (Ch 2x+1),
[cd.] Ly (x)=x"2 [(3—4v) sh 2x—2x].
ki h(1—v) K2 R (1—v) Ky ko B2
C0=1, C1=——T“—J cz=.—G...__._., c3=_W..'

Dla szezegdlnych przypadkéw warunkéw podparcia brzegu dolnego warstwy
izotropowej, postaci (3.8), otrzymujemy funkcje [I]

sh 2x+2x
chax—2x241 L

ch2x—1
shoxizx L
ch 2x+1
Sh2x=2w L
2(3—4v)sh 2x—4x _
B =565 o AT IL0—

Wszystkie funkcje odpowiadajgce przypadkom szczegdlnym jak i funkcja H (x),
dana wzorem (3.5) daZa do zera, gdy x dazy do nieskoniczonoéci, Dla przypadku
sprezystej polprzestizeni (h—oo) funkcja H (x) znika. Z drugiego wzoru w (3.4)
wynika, ze funkcja G (£) jest transformata Hankela naprezen o, (r, 0).

Wprowadzimy funkcje g (r) okreflajaca te napreZenia w przedziale a<r<b
taka, Ze

H, (x)=

Hy (x}=
(3.10)
H, (x)=

Gy (k+1) (s;—5;)
‘ 518, (k—1)
Z drugiego réwnania (3.4) i z (2.5) otrzymuje sie

Gk +1)(sy—s5) !
51 85 (k—1) &f & (@) Jo (uC) du.

(3.11) Ho[G (&); r]= — rleg(r), a<r<b.

312 . G (&)= —

Uwzgledniajac G (£) z (3.12) w pierwszym réwnaniu (3.4) mozna stwierdzié, ze
g (1) spelnia nastgpujace réwnanie calkowe Fredholma pierwszego rodzaju:

(3.13) fg () K (u, 1) du=6—f(r), a<r<b,
w ktérym jadro K (m, ¥) ma postad
(3.14) K, r)= [ [+ H )] To () To (rd) 2.

Funkcja g (w) (rozwigzanie réwnania (3.13)) okrefla napreZenia kontaktowe za
pomocy wzory wynikajacego z (3.11)

(3.15) O (1, 0=—C 7 ' g(r), a<r<b.




234 BOGDAN ROGOWSKI

W przypadku stempla o gladkim profilu podstawy, réwnania
(3.16) g(@=0, g®)=0

okre§laja obszar kontaktu a<r<b. Dla stempla o plaskiej podstawie a i b sa pro-
mieniami pierfcieniowego stempla.

Z warunku réwnowagi stempla otrzymuje si¢ zwigzek migdzy silg P a osia-
daniem J: ‘

(.17 . P=2uC, [ g @ du.

Wystepujacy we wzorach (3.15) i (3.17) parametr C; zalezy od wlaciwosci spre-
zystych materiatu warstwy. Okresla go wzor

k+1 51—5; izotrop _ G
(3.18) ‘ Ci=Gy k—1 5,82 €= 1—y°

Dla materialéw kompozytowych wykazujacych silna poprzeczng anizotropig
(I'=G/G,»1, H=EJE > 1), a wigc podatnych na deformacje poprzecznego $ci-
nania i poprzeczne normalne odksztalcenia, zachodzi relacja C; <C. Na przykiad
dla materiatu o wspékezynnikach Poissona v=0,20 i v;==0,10 dla réznych stosunkdéw
moduléw mamy '

EjE, L alGy ClCy
2 z - 2,0379
2 20 5,1223
5 10 6,0067
10 5 6,8242 .
20 ) 20 14,2464

Stala C, charakteryzuje wplyw poprzeczuej anizotropii materialu pa osiadanie,
obszar kontaktn i rozklad naprezen kontaktowych w przypadkn pélprzestrzeni
(h—00, H(£H)—0). W przypadku warstwy efekt anizotropii materialu uwzglednia
takze funkcija H (£h) dana wzorami (3.5)(3.7). Rozwigzanie zagadnienia kon-
taktowego dla warstwy z materialu kompozytowego, z uwzglednieniem jego po-
przecznej anizotropii, daje wyniki réznigee sig ilosciowo od rozwiazania otrzymanego
dla ciala izotropowego. Ze wrzrostem poprzecznej anizotropii zwigksza si¢ obszar
kontaktu oraz osiadanie stempla w warstwe, a napreZenia kontaktowe charak-
teryzuja sie lagodniejszym przebiegiem.

4. SPROWADZENIE R(r)WNANIA CALKOWEGO ZAGADNIENIA DO UKEADU ROWNAN
CALKOWYCH FREDHOLMA DRUGIEGO RODZAJU

7 pomoca metody przedstawionej w pracy [9] i stosowanej do rownan catko-
wych Fredholma I-go rodzaju w [7] moZoa sprowadzi¢ réwnanie catkowe (3.13)
do ukfadu czterech réwnati calkowych Fredholma II-go todzaju, wygodnego przy
iteracyjnej metodzie konstruowania rozwié;zari.
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Otrzymuje si¢ dla czterech nieznanych funkeji S, (), S, (), T, (r), T, (r) na-
stgpujacy uklad réwnan calkowych Fredholma drugiego rodzaju:

Sy (1) + [ Ly (r,v) Sy (v) dv— f L) T ) dv=Fi(r), 0O<r<b,

S, (P)+j Ly (r,v) Sz () dv— sz (1T () dv=F,(r), a<r<oo,

FouS, (u) uTs (u)
nO iy [
“4.1)
1 3. uz
x o Fy 2 0, = 5 du, b<r<co,
2 uSl (u) 0
T. T u+—“r
2 (r)= ﬂ:f]/’ ) dtj 7 5] Vug_rz
1 30120
x oI ‘2“,0, o du, Q<r<a,
gdzie
F (r)h_—g/z d ¢ ufy (u)
i d} ]/,
Fg(’!'):——- ii ' ?»!fz (Zim: U
) e
Lia (nv)=(o)2 [ pH(ph) d ., (r0)J 1, Op) dp,
(4.2) ‘ : o

Jir)= jdn (%)”, ' O<r<bh,
()= i’a-(ﬁ) a<r<b,
a n
O—f(r )= 2[ ( ) Z a_, (_;) ], a<r<b

n=1

‘1 gdzie ,F; (...} jest fuukcjg hypergeometrycznag.
Poszukiwana funkcja g (r) zdefiniowana jest nastepujaco

0, Ogr<a;
(4.3) 5 (N +g: (D=2 @), a<r<h;

0, h<r<oo,
gdzie '

L bous, (u) © uTL (u)
CX NN N E/;;E]—[f oy j ] r<b
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@4 ]/ L uS,; (u) ¢ ul; (@) ]

()= —— d >d.
led} dr f V= f Vr—a P

Dla napregen kontaktowych i sily dzialajgcej na stemnpel otrzymuje sxq uwzgled-
niajac w (3.15), (3.17) wzory 4.3) i (4.4)

bouS) (u) 2 uly (u)
f Vir—r du— f ]/——'
. uSz (u) ¢ uT, (u)

dut [

0, (1 0)= _Zr(ll__-{
{4.5)

], a<r<h,
P=21/§Ec1[f31 (u) du—j T, () du].

5. PRZYPADEK PLASKIEGO PIERSCIENIOWEGO STEMPLA

W zagadnieniu kontaktowym. plaskiego, pierfcicniowego stempla osiadajacego
w warstwe na glebokos¢ d manmy f (r)=0. Z (4.2) otrzymuje sig

(5.1) 7L (r):}/'_ﬂm s, F,(r)=0.

Tteracyjne rozwigzanie ukfadu réwnan (4.1) dia przypadku grubej warstwy przy
zatozeniach

‘r o b a
(5.2) L oiql, —=s<l, &=0(), —=A=0(?)
b h h
ma postaé
24 . 2e
Ty (bp)= ﬁ——f(l———l{))-k()(e-") 1<p<oo,
r 3n?
4c? p* 1 3
Sy (bp)= §/~5[1—H—10 —-Ii+e (n +—3-1?Iz—~—1;;13)+
: 1 pz 8A% e
(5.3) +2E4 "__14'_-_1-0 I2 Io Io 3 3 IO +0(c:5), 0<p<1
. 2 28 2e 4e® 3 pd .
r:apy=J/ — —| |} [t [ e 2 1 R L1+0W4), 0<p<i,
2 4SS
S; (ap)= — 3 Lp+0(e], l<p<eo.

Wystepujace w (3.3) I, (n=0, 1,2,3,...) sa catkami postaci

5.4 I,= f p* H(p)dp,

(211)
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w ktorych funkcja H(p) okreflona wzorami (3.5)-(3.7) zalezy od warunkéw na
dolnym brzegu warstwy, a takie od wiadciwodci sprezystych materiahy.

Uwzgledniajac (5.3) w (4.5) 1 wykonujac calkowanie, otrzymuje si¢ wzory na
naprezenia kontaktowe 1 sile:

45 2 At a a
O (¥, 0)=;;I;C1 1_—n—I°+ - I]{arcsin - —-sz——
b N A, 5" 2 . ja 3ri—g? 4
w7 Pla) o) ]

ER A R
be?

- r? 12
B — —— —_ 73]
¥ 3Ypr— 2 [Iz(1 3 b2)+ = IO]-E-O(/I“)}, a<r<b,

2 452 ,, 2 (1 4 L), 8t
Pmli(sbcl[l_?IO'E‘—RTIO‘F‘—J%—(?IZ—?IO +?on

2 1 453 4e
x( Ig——lz) (1 10)+0(es)}.

w2 3 T 3n2 T

6 ¥

(5.5)

Dla dowolnych warunkéw podparcia dolnego brzegu warstwy i danego materialn
mozna ze wzoru (5.4) obliczy¢ kolejne zbiesne calki, a z (5.5) napregenia kontak-
towe i osiadanie stempla. Otrzymane rozwigzania pozwalaja na badanie wplywu
efektu anizotropii materialu warstwy i warunkéw brzegowych na jej dolnym brzegu
na interesujgce w zagadnieniu kontaktowym fizyczne wielkodei,
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PeamwoMe

KOJIGIEBOH TTAMII HA TIOTIEPEYHO H30TPOITHOM CIOE
¢ TIPOM3BOJIBHBIMIL YCHOBHAAMM HA BYIKHEM KPAE

" PaccMoTpeHAa 3aJa4a YIpYIroTo KOHTAKTA I HOIepetto H3OTPOTIHOTO CNIOSA, HAXOLAAINETOCH
Ha HBYXIapaMer PHIecKoM OCHOBAMAE BuHkNepa. B XOTOPHIT BNARNMBACTCS MECTKHH KOMBIeBOH
MTAMIE C JPOM3BOILEOH OCHOBOIL, YIOBIETBOPAIONICH YCIOBRAM ocesolt cummerpur, Caeman-
HAf Kpachas 3ajava 3aiHcata B Bufe TPOMHBIX MWTErPAIBHEIX YDABHCHMH, XKOTOPLIE 3aTCM CBE-
HeHSE K m{TerpaJlbﬂoMy' YPaBHCHUO DpenrosMa népaoro pora. 970 OOCIeHfee YpaBsHeHue 3a-
MCHEHO CHCTeMOHE 'Ie?mpex HITErpAILHEIK YPaBeHui DpearolibMa BTOPOre pojla 0 OTHOICHHIO
X WeThIpeM (QYHKITEEM, ONPECIUIOLAHM HCKOMOES PEIEHAS, BEITORAOC NPH HTEPaHOHHOM METOIE,
TIpreepennt GOPMYIB [ HOPMANBHNX KONTAKTHHX HANPIKCHAH B CHIbI Oeficreyronmiell Ha
prraMil, o TaKWe HTCPalioHHOe PEeINeHHe Al cny4as KONBIEBOrO INTaMIIa C IFOCKOH OCHOBOH
W TOACTOTO CIOA.

SUMMARY

ANNULAR PUNCH ACTING ON A TRANSVERSELY ISOTROPIC LAYER WITH ARBI-
TRARY BOUNDARY CONDITIONS AT THE LOWER SURFACE

An elastic, transversely isotropic fayer is resting on a {wo-parameter Winkler-type foundation.
The layer is loaded by a rigid annulas punch bounded from below by an arbitary axi-symmetric
surface. The mixed boundary value problem is wriiten in the form of a triple integral equation
which is then reduced to the Fredholm equation of the first kind. The lattef equation is replaced
by a set of four Fredholm equations of second kind containing four functions which coastitute
the solution of the problem, suitable for iterative metheds,

Normal contact stress distributions and forces acting on the punch are derived as also the
iterative solution is found for the case of an annular punch with a plane base acting on a thick layer.
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