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NIELINIOWA ANALIZA STATYK1 CIENKICH POWELOK
OSIOWOSYMETRYCZNYCH METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH

WACEAW BORKOWSK] i MICHAL KLEIBER (WARSZAWA)

Przedstawiono program SHELAX 1, ktéry umeosidivia lniowa i nicliniowa analizg cienkich,
osiowosymetrycznych powlok w zakresie sprezystym, sprezysto-plastycznym, pelzania przy stalym
W czasie obciaZzeniu oraz sprezysto-lepkoplastycznym. Podano podstawowe zwinzki peometryczne
oraz réwnania konstytutywne opisujace whasnodci sprezysto-plastyczne i reologiczne materialy
powloki. Zamieszczono algoryim programu oraz szereg przykladow ilustrufacyeh jego mozliwodci,

1. WsTtgp

W pracy przedstawibno program SHELAX 1, ktory umozliwia liniowa i nie-
liniowa analize cienkich, osiowosymetrycznych powlok w zakresie sprezystym,
sprezysto-plastveznym, pelzania przy stalym w czasie obcigZeniu oraz spresysto-
-lepkoplastycznym.

W programie wykorzystano element skoficzony o niezerowej krzywiznie Gaussa
{podwdjnie zakrzywiony) i wysokiego stopnia wielomiany aproksymujace skladowe
stanu przemieszezemia. Program umozliwia analize powlok osiowosymetrycznych
posiadajacych wzdluz tworzacej nieciggla krzywizne i skokowo zmienng grubosé.
Materiad, z ktdrego zbudowana jest powloka scharakteryzowany jest klasycznymi
rownaniami przyrostowej teorii sprezysto-plastyczno$ei Prandtla-Reussa z izo-
tropowym, odcinkowo liniowym' wzmocnieniem.

Petzanie materiatu powloki analizowane Jest na podstawie czgsto przyjmowanego
réwnania opisujacege ustalony proces przyrastania odksztalcen przy stalym ob-
cigzeniu [3], whasnosci zas lepko-plastyczne analizowane sa na podstawie réwnania
konstytutywnego zaproponowanego w pracy [11]. Zastosowana w programie kon-
cepcja analizy powlok niesprezystych oparta jest na pracach [1,2,3,4,12 i 13},
przyrostowe sformulowanie réwnan réwnowagi otrzymano jako szczegdlny przy-
padek teorii przedsiawionej w [4,'5 i 6], opis kinematyki poviloki wzorowano crg-
$ciowo na pracach [7 i 8], zastosowany za$§ element skoficzony jest wogdlnieniem
elementu zaproponowanego w pracy [9]. Program napisany jest w jézyku FORTRAN
IV i uruchomiony na maszynie cyfrowej R-32, na kidrej tez policzono wszystkie
zamieszczone w pracy przyklady.
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2. PODSTAWY TEORETYCZNE

W przedstawionej nicliniowej analizie powlok osiowo-symetrycznych za pod-
stawe przyjeto klasyczna teori¢ powlok Love’a—Kirchhoffa. Do opisu kinematyki
procesu deformacji zastosowano chwilowy opis Lagrange’a w¥korzystujqc awspot-
obrotowy» lokalny uklad wspoélrzednych kartezjatiskich.

2.1. Zwiqzki geometryczne

Stan odksztatcenia elementu osiowosymetrycznej powloki (rys. 1) opisany jest
w ortogonalnym ukladzie wspétrzednych krzywoliniowych, ktérego osie pokrywaja
sie z kierunkami gléwnymi krzywizn powloki i lezg w jej plaszezyinie §rodkowc).

I

A

Rys. 1

Dla cieskich powlok poddanych duzym przemieszezeniom i malym odksztal-
ceniom przyrost odksztalcenia w dowolnym punkeic powloki wytaZa si¢ wzorami [8]

(2.1) Ezmmwzxdﬁgx“
gdzie
€2x1=16 20}
(2.2) ‘ €5, =1e & ) 15}
10¢0
.WZX‘;'."'_[O 1 0 C]

oraz gdzie &, &, oznaczaja odpowicdnio poludnikows i réwnoleznikowa skladowa
przyrost odksztatcenia, £°, £9 poludnikowa i réwnoleZnikowa skladowa odkszial-
cenia powierzehni §rodkowej, x°, x9 poludnikows i réwnoleznikewa skladows przy-
rostu zmiany krzywizoy powierzchni srodkowej, oraz { wspdlrzedne mierzone
prostopadle do powierzchni §rodkowej powloki. D '
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We wzorze okreslajacym przyrost odksztalcenia powierzchni §rodkowej powloki
wyodrebnié moiZna cze§¢ liniows i nieliniows:

2.3) €2x1=€2x1Fe2x1=Waus (el +eoy ),
gdzie liniowa czgéé przyrostu odksztatcenia powierzchni §rodkowej ma postad
-0 — 70 50 =0 -0
€ax 118 & Ky Ky s
a nieliniowa cze$é przyrostu odksztalcenia powierzchni §rodkowej postad
0 —§70 50 =0 Zo
€4X1_{88 £y Ky xﬂ} "
Zwiazki migdzy odksztafceniami i przemieszczeniami dane $3 nastgpujace:

!

w
éj"‘u,s-i-—}?, £y = (v cos g+ w sin p)/r,
3¢ cos p &y
750 = + s =0 = +-—L
P ¥ R’ i X R,
2
= X =
(2.4) L=, =0,
' 2
2
=o_. X
s T 3R
- sin u
70 = 2 - o
Ky 2r X X -R.g w,s3

gdzic u, w, x oznaczaja odpowiednio przemieszezenia uogdlnione punktu powierzchni

stodkowej powloki (rys. 1), R, R, promienie krzywizny potudnikowej i réwnoles-

nikowej w punkcie powierzchni stodkowej (rys. 1), r wspéirzedna radialna (rys. I).
2.2. Rownania konstytutywne

Zwiqz_ek migdzy naprezeniami i odksztalceniami w powloce przedstawié moina
w ramach teorii plastycznego plyniecia nastepujaco:

(2.5) | As=Ce,

gdzie przyrost skladowych tensora naprezenia Pioli-Kirchhoffa zdefiniowanego na
konfiguracji w chwili ¢ (na poczatku rozpatrywanego kroku), ma postad

A6y ={do, da,},
przyrost skladowych tensora odksztalcenia Greena na kontguracii w chwili ¢
€2x1={£s o) s

macierz konstytutywna zalezna od chwilowego stanu mechanicznego materiatu
powloki

— Css Csa
CZ 2 [Csﬂ CRG:I ’
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oraz gdzie . ,
. E )
Comp Kt (1=L) 531,
E - L
Coo = o L+ (=) st
E
Csﬂﬂa D"CI‘"’(1 '""CT} 81 82] ]
(2.6)
Q=01-v*){+1-0) (5 +2v s 8, +83),
—as_%: ey -—O-B—% T Os
5= - s =T
o [
"= ~62—~c; "o+ o) §,
(:=EJ/E

W powyiszych wzorach —o,, ~0, 0Ziacza odpowiednio poludnikowa 1 rowno-
leznikowa skladowa (ensora naprezenia ma poczatku rozpatrywanego kroku po
czasie, v wspolezynnik Poissona, E modut Younga, & naprezenie zredukowane
wedlug warunku plastycznosei Hubera-Misesa oraz E, chwilowy modul styczny
w zakresie sprezysto-plastycznym.

Zwigzek miedzy przyrostem napreZenia i czeScia spreZysia przyrostu odkszial-
cenia napisa¢ mozna W postaci '

(2.7 4635x1=C5y 1 €x1>
gduie

€51 = 15653

(2.8) ‘ o _E N
R

Przyjmujac, ze po przekroczeniu granicy plastycznosci catkowity przyrost
odksztalcenia zlozony jest addytywnie z czgsel sprezystej i czefel plastyczne,
otrzymuje sig
(2.9) €§x1:€2x1_E§x’1' _
Przyrost odksztaloenia plastycznego &” ma kierunek dewiatora napreZenia i wyraia
sic rownaniem ‘ : :

. . 3 .
(2.10) ng1='?d:§P Cpaxis

gdzie & oznacza intensywnodé przyrostu odksztalcenia plastycznego, a dewiator
naprgzenia

ds+ag'
[ g_

Cp, . .=
X US+UG
Gy — o

3
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In tensywno$¢ przyrostu odksztalcenia plastycznego & okreslona z préby jedno-
osiowego rozciggania moze byé przedstawiona w postaci (tzw. metoda poczatko-
wych odksztalcen [6 i 14])

1
2 1]) : o E‘-(+E—_ED) dla +5""_5"0>0,
. = t

0 dIa. +E—_50€0,

lub w postaci (tzw. metoda poczatkowego naprezenia [6 i 14])

1

—_———— (tEk = e =
(2.12) Pl ErigCirs (O .Ua) dla  +t6—-5,>0,
0 dla  +5*—-F,<0,

gdzic g, oznacza chwilowg granice plastycznosci (na poczatkm kroku), *& inten-
sywnos¢ napreZenia rzeczywistego (ne kosicu kroku), s= Jop /26, ta* mtensywnosc
fikcyjnego naprezenia (na koricu kroku) ckreslonego wzorem

+E -—."G+C2X2 €rx1-
Jezeli obok efektow plastycznych uwzgledni¢ réwniez efekty reologiczne (lepkic)’
réwnanie (2.9) przyjmie postaé
2.13) €1 =Crx1— €, — €5, 1,

gdzie €5, , oznacza przyrost odksztalcenia pelzania.

Podobnie jak w przypadku odksztatcen plastycznych zalozymy, e przyrost
odksztalcenia pelzania ma kierunck dewiatora naprezenia i okreélony jest za pomoca
WIOTU

3 33
(2.14) €= 2— EOpyyy = 25% ¢

gdzic & oznacza intensywno§é przyrostu odksztalcenia pelzania oraz At przyrost
CzZasu.

W ogdlnym przypadku e° jest funkcja intensywnodci napreZenia, czasu, tempe-
ratury i intensywnoéci odksztalcenia pelzania:

{2.15) _ o= 1 (@, &, T, 1)
W przedstawionej pracy przyjeto
(2.16) : ' §om A5™ 17,
gdzie A, m, n sq stalymi zaleznymi od rodzaju materiatu.

Zachowanie sig materiatéw sprezysto-lepkoplastycznych mozna opisa¢ réwna-
niem konstytutywnym zaproponowanym przez P. Perzyng [11]. W podejécin tym
zakiada sig, Ze

(217) G;x]‘:e:h(!_'ﬁ;};ln

Rozprawy Inzynierskie — 6
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: :gﬁ'zie_ e Jest odksztaleeniem reprezentujacym  efekiy plastyczne i lepkie.
i - Predkosé odkszialcenia lepkoplastycznego ma postac

(18 % =R Fo

i .'gdzie ) QZNACZA wspotozynnik lepkosci, F funkcjg uplastycznicnia oraz @ w 0gbl-

nym przypadku niclinowg funkcja argumentu F zalezna od dynamiczoy ch wiasnosc
materiatu.
Symbol {® (F)} ma nastepujgoe znaczenie

(0 dla F<0,
<¢(F)>={@(F) dla F>0.

Przyjmujac wykladniczg postaé funkcji @ oraz nwzeledniajac zaloenia poczynione
w pracy, przyrost odksztalcenia lepkoplastycznego wynosi
G—0p )" 36pax1

(2.19) e;’xlxwff(——a;— 55 *

gdzie At oznacza przyrost czasu, a n wyldadnik dobierany doswiadczalnie.

2.3. Prayrostowe przemieszczeniowe rownanie rownowagi elementu skonczonego

Podstawowy zwiazek wyraZajacy zasadg pracy wirtualnej dla dowolnego przy-
rostowego zagadnienia z zakresu nieliniowej mechaniki ofrodka ciaglego podano
w pracy [6]. Dla chwilowego opisu Lagrange’a réwnanie to przybiera postaé

(2.20) f [A6 Se+ o' de] dV= j Att Sud (BV )+ f pAb SudV,
Vv oF 14

gdzie V ozbacza objetosé ciala (elementu) W chwili ¢, 8V brzeg ciala (elementu)
w chwili #, pdb przyrost wektora sity masowej dzialajacej na jednostke objetodc
ciala w chwili £. 4t przyrost obcigZenia zewngtrzuego dziatajacego na jednosike
powierzelni w chwili 7.

Pomijajac sily masowe w rozpalrywanym przypadku cienkiej osiowosymetrycz:
nej powloki oraz wykorzystujgc zwigzki konstytutywne (2.5), (2.7) réwaanie (2.20)
mozna napisa¢ w postaci

(2.21) j [5¢* Ce+ et ~o]dV= J Sut pdd + f §o* PdC
14 A C
lub
(2.22) [ 10et € (e —e¥) + " ~g]dV= [ serpdd + [ 80t PdC,
4 A4 C

gdzie A’ oznacza czedé powierzchni srodkowej, na ktérej dane jest roztozone w spo-
s6b ciagly obcigZenie zewnetizne, p=={p.p, m}, C zbilr okrggdw, na ktérym dane - -

jest obcigZenie rozlozone liniowo P={N, 0, M.}, p={uwy} przemieszczenie zde- . :

finiowane na tys. | oraz e* odksztalcenie niesprezyste okrejone jednym z réwnafh
€2.9), (2.13) lub (2.17).
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Rozwazana powloka modelowana Jjest za pomocy pierécieniowych elementéw
skoficzonych (rys. 2) o niezerowej krzywifnie Gaussa {podwdjnie zakrzywionych)
f12]. W Jokalnym kartezjatiskim ukladzie wspéhizednych (rys. 3) stan /przemicsz-
czenia i tworzaca aproksymowane sa rdéwnaniami '

1231 (C)=G£1+C'Cz {‘!‘063 €2+C£4 §3+'065 {4, :

(2.23) s (=064 0ty Lo (24, b 04,
7= (=) (a,+ay (+a; 21 a, &,
&4
o4

Rys. 3 §

gdzie ay, ..., oo 53 wspdlrzednymi uogélm'oﬁymi Wyznaczonymi z warunkéw cig-
glosci przemieszezett i katéw obrotéw miedzy sasiadvjacymi ze soba elementami
oraz gdzie ay, ..., d,, parametrami dobieranymi z warunku réwnosci katow na-
chylenia stycznej i réwnogei krzywizn dla sasiadujacych ze sobg elementdw.
Wykorzystujae zwiazki (2.3), (2.4), 1 (2.23) w réwnaniu pracy wirtualnej 1 doko-
nujge szeregu przeksztalcen oraz pomijajac wyrazy nicliniowe wrzgledem niewiado-
mego przyrosiu przemieszezed, otrzymuje sig przyrostowe réwnanie IOWnoOwagi
elementu skoficzonego (wyrazone we wspllizednych globalnych) w postaci

{2.24) (K +K) ax=4dR,
przy wykorzystaniv réwnania (2.21) lub
(2.25) (K4 KS) Ar=AR+ 47,

przy wykorzystanit réwnania (2.22) i przeniesienin WyraZenia zawicrajacego nic-
znana wartosé odkszialcenia niesprezystego na prawa strong réwnania, gdzi@ macierz
sztywnoscl spreZysto-plastycziej ma postad

1
Kere= AT f BT DBr () (1+7"2)* drA,
._ d
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macierz sztywnosci spreZystej postac
Ke=AT fl IBT D Br ({) (1+1'2)* d{A,
0
a macierz poczqtkowfch napreZen .
KG;AT fl IGT FRGr () (1 +n'2) dLA.
0 .

Przyjgto rowniez nastgpujace oz_naczenia: At — wektor przyrostu przemieszczett
weztowych, AR — wektor przyrostu obciazen wezlowych oraz

3

’ 2
D= f_WT CWdt,
ki3

2
I

Z
(2.26) D= [ WTCWdL,

k

2
]

fw.ﬂ" Cee* ffi;)r O+ L.

L]

2

R
2
AT=AT f IB""(
13
2

" Jawng posta¢ macierzy B, G, A, F i K mozna znale#é w pracy [12]. Réwnanie (2.24)
odpowiada rozwigzahiu problemu metodg zmiennej sztywnosci, natomiast réwnanic
(2.25) — metodg poczatkowych obcigZen.

3. UUWAGI O ZREALIZOWANYM PROGRAMIE

Wykorzystujac teorig podang w p.2 opracowano program SHELAX 1 (rys. 4),
ktéry jest rozszerzong wersja programu SHELAX opisanego w [12]. Program
umozliwia analize duzych odkszialcen cienkich powlok osiowosymetrycznych pod-
partych i obcigZonych osiowosymetrycznie. Analizowane powloki moga posiadaé
nieciagly krzywizng wzdluz tworzgeej oraz skokowo zmienna grubo$é. Mozliwosci

zastosowania programu obejmuja liniows i nieliniowa analizg w nastgpujacych za- =

kresach: sprezystym, spreiysto-plastycznym, pelzania przy danym, stalym w crasie .
obciaZenin, sprezysto-lepkoplastyczoym W sensie rozwiazania przy narastajacym ob-
ciazeniu, spreZysto-lepkoplastycznego «pelzania» przy ustalonym obciaZzeniu. W pro-
gramie wykorzystano piericieniowy element skoficzony (rys. 3) o dziesigeis stop-
niach swobody i czterech weztach, z ktérych dwa wewngirzne umieszczone 33 W punk-
tach &=1)3 i £=2/3. Element ten zapewnia dogodna geometryczng reprezentacje
dowolnej powloki osiowo symetrycznej oraz umozliwia przyjecie funkcji aproksy-- -
mujacych sian przemieszczenia W postaci wiclomianéw odpowiednio wysokich
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Wezytonie danych

Geometria pawfoki

k=R+AR — - t=tr At
fak . - - Nie
r—< Duze przemieszezenia
Geometria powloki f
T
- . v
zmiennej Metodq rezwigzania poczgthowych
szlywnasci - abcigien
Macierz setywnosci Macierz sztywngsci
spredysta-plasiycznej §°F - spreZyste; K
Maciarz poczglkoveych Matierz pocrgtiawych
naprgien K napraien K
, i;- -
. e'=3pa, /28
/ AFAT BT W ay
Ar={KEP+CYTAR Ar=(KE+ K9 T(AR+AT)
Auradr Bu=alr
e=BATAu £=8A"4u
¥ 45 =g
[ as-te ] As=C{E-E¥)

f

sprefysio- lepkoplasiyczoa

poczq.fkowgch odkszialeen

sprezysio- plastyczna

poczgtkowych
Aapreien

p=e"?

Y= pith{l5-63 Mog)"

| eP=t6*-a/(Er+sTC%s) |

| eP=5-Gla )
L

Nie

. —_ Tak
< Pelzunie przy R=const ¢

— T .
{, Tak ,qu:r_,',iRgDﬂ“"
G=6+AG
r=r+Ar

N

[

KONIEC

Rys. 4

stopni (2.23). Mozliwe jest réwniez wykorzystanie elementy kopulowego utworzo-
nego przez odpowiednie wyspecyfikowanie réwnar (2.23) opisujacych stan przemiesz-
czenia. Rozszerza to mozliwosci programu na analize powlok zamknigtych (kopui)
[12]. Stopnie swobody odpowiadajgce weztom wewngtrznym sg eliminowane na
poziomie elementu przez zastosowanic procesu’ statycznej kondensacji. Macierz
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sztywnodci struktury otrzymuje sig w programie metoda bezpofredniego skladania
macierzy sztywnobci poszezegdlnych elementéw, przy czym jako wspolny uklad
wspoirzednych przyjeto globalny uklad wspélrzednych cylindryczoych {r, ¢, 2}
(rys. 2).

W algorytmie skladania macierzy mozna wyréZni¢ trzy zasednicze kroki [12]:

a) transformacja macierzy sztywnofci clementéw do ukiadu globalnego;

b) statyczng kondensacjg wewnetrznych stopni swobody polegajacy na zasig-
pienin réwnania :

/
3.1 [K“am ST {rlsm}:{alsxt}:
KZ].;XS K224X4 r24>(1 R24x1
réwnaniem réwnowazoym [12]
(3.2) (K82 K2_21 Kiilsxe T16XI:R16X1~K12 K;?f R,

c) dodanie macierzy sztywnodci elementéw do- siebie.

Okreslenic macierzy konstytutywnej (2.26), Iaczacej prayrosty nogolnionych
naprezefi z przyrostami uogdlnionych odksztatces lub okreflente wektora obcigzen
poczatkowych (2.26), wymagato stosowaunia specjalnych metod calowania nu-
merycznego po grubodei powloki. Wynika to z nicliniowego tozkladu naprezed po
grubosci powloki w zakresie sprezystoplastycznym (spreZysto-lepkoplastycznym).
W programic przyjeto prosty sposéb catkowania numerycznego po grubodci po-
wioki majacy. fizyczna interpretacje w postact analizy powloki podziclonej na
warstwy.

Rozwigzanie réwnania réwnowagi struktury otrzymuje sig dwiema metodari:
a) metodg zmiennej sztywnofci oraz b) metoda poczatkowych obcigzen w wersji”
poczatkowych naprezen i poczatkowych odksztalcen. :

Pierwsza z tych metod ma zastosowanie jedynie do analizy sprezystej 1ospre-
Zysto-plastycznej, natomiast droga obejmuje wszystkic wymicnione na wstepie
przypadki analizy powloki.

Sprawdzenie zbieznofci procesu iteracyjnego (w metodzie poczatkowych ob-
ciazeft) na danym kroku obciaZenia (kroku czasowego) przeprowadza sig dla inten-
sywnosct odksztalced niesprezystych (&7, &, 87) w kazdym punkeie (wezle 1 warstwis)
analizowanej powloki. Jako poczatkowe odkszialcenie niesprezyste dla kaidego
dansgo kroku obcigZenia (czasowego) przyjmuje si¢ koficowa wartos¢ tego od-
ksztalcenia z poprzedniege kroku. Przyrost odksztalcenia w kolejnych iteracjach
okresla sic na podstawie lazywej o =0 (g) 2 proby jednoosiowego rozciggania (w przy-
padku odksztalcei plastycznych i lepkoplastycznych) hub na podstawxe kazywej
pelzania (w przypadku odksztatced pelzania). Krzywa o=0 (&) powifina byé dana
w postaci odcinkowo-liniowej aproksymacji krzywej doéwiadczalne], nafomiast
krzywa pelzania w postaci funkgji &8°=f(5, 33
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Przyrost obelgZenia na danym kroku analizy przyrostowej oraz dhigodel kroku
czasowego w przypadku iteracji po czasic winne byé dobrane przez uzytkownika
i wezytanie do programu jako dane. _

PHa zapewnienia zbieznodci procesu iteracji dtugodei diugoéé kroku CZASOWEEO
nie powinna by¢ zbyi duza [15, 16]:

a) W przypadku pelzania

dla pierwszego kroku
. 1

At <o 7 " ImAE)™ ,
Ho=0,04—0,1;
dla nastepnych ’
o Aty 1 A, 045/ )
7=0,03—-0,1,
przy czym
ATy < 1,2 2,0

b) W przypadku analizy sprezysto-lepkoplastycznej

4 (1+vyog
P
dr < 3Ey .

Wielkodel powyZsze maja charakter orientacyjny i w szezegoloych przypadkach
moga odbiega¢ od wielko$ci zapewniajacych optymalnodé procesy obliczeniowego.

W chwilowej wersji program SHELAX 1 zostal vruchomiony na EMC R-32
I umodliwia analizg powlok, dla ktérych liczba wezléw nie przekracza 50. Liczba
ta stwarza mozliwos¢ modelowania bardzo szerokie] k}asy powlok osiowosyme-
trycznych. Przy dyspopowaniu maszyng cyfrowa o duZej pamigei operacyjnej roz-
szerzenie prograrau na jeszcze wicksze zadania nie przedstawia sadnych trudnoéed.

Ponizej preedstawimy przykladewe oblicrenia wykonane za pomoca programu
SHELAX 1. Szereg innych przykladéw, dotyczacych analizy powlok sprezysto-pla-
stycznych metodg zmiennej sziywnodci omdwiono w pracy [12],

4, PREYKLADY OBLICZEN

4.1, Sprezysto-plasiyezna analiza plyty kolowej z otworem

Plyte kolowa z otworem (tys. 5a) swobodnie poedpaita na obwodzie zewnetrz-
nym i obciazong sita roziozong w sposcb ciagly wzdtez krawedzi otworu poddane
analizie sprezysto-plastycznej przy zalozeniu duzych przemieszezen. Plyta wykonana
jest z materialu sprezysto-plastycznego z izotropowym wzmocnieniem. Krzywa
naprezenie-odksztaicenie (rys. 5b) przyjeto wedhug danych doswiadezalnych za-
mieszczonych W pracy [10]. Obliczenia wykonano przy podziale plyty na 8 clemen-
téw i 6 warstw, dla przyrostu obcigzenia AP=20 kG i odcinkowo liniowej apro-
qumac_u krzywej =0 (g} (7 odcinkdw).
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fig c ,
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Uzyskane rezultaty w postaci ugie¢ w trzech punktach plyty piericieniowej przed-
stawiono na rys. 5¢, nia ktérym naniesiono réwnie odpowiednie krzywe dodwiad~
czalne podane w pracy [10]. Poréwnenie wynikow numerycznych i do§wiadczalnych
wykazuje ich dobra zgodno$é. Maksymalny blad wynosi.bkolo 7% (dla r=100 mm
i P=900 KG). '

4.2, Spresysto-plastyezia analiza czaszy kulistej utwierdzonej na obwodzie

Czasze kulista (rys. 6a) poddano dzialaniu sit ciSnienia w sposdb pokazany .
na rysunku i przeprowadzono przyrostowsa analize sprezysto-plastyczng az do
utraty statecznosci, ktéra wystapila przy ciSnieniu p=26,5 kGfem? (rys. 6b). Na-
stepnie, celem zademonstrowania mozliwo$cl programu W zakresie analizy ma-
terialéw posiadajacych wiasnofci reologiczne, analizowang powloke poddano
pelzaniu przy stalej wartoSci ci§nienia p=25 kG/em?, muigjszej o 1,5 kGjem? od
wartoSci granicznej. ‘

Analize pelzania przeprowadzono przy zaloZeniu prawa reologicznego. opisa-
nego za pomocy wzordw (2.14) i (2.16) przy czym stale 4, m i n podane na rys. 6a
przyjeto wg [3]. Uzyskane rezultaty obliczen zilusirowano na rys. 6c-0f. Rys. 6c

przedstawia przemieszozonje wierzchotka powloki w funkeji czasu az do utraty -
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statecznosci, ktéra nastepuje po 1, 2 godziny. Na 1ys. 6d pokarzano przemieszczenie
powierzchni $rodkowej powloki w chwili poczatkowej analizy pelzania, dla czasu
poéredniego (0,6 ) oraz w chwili poprzedzajacej wyboczenie. Na tys. 6e i 6f ziln-
strowano odpowiednio 10zwdj stref plastycznych i redystrybucje naprezed o,. Dla

g h ,
21 fk6/ma’]
2
824
2201
G5}
6,12
5= w00 kefmm® ’
=03 : ang
G, = 1 kbfmtas® ’ ”
£y = E/200 0,04
EC= AGTET o , '
A= 46410 (k6 fmet) " 87 04 0608 10 12 14 K fmen]
n= 443 m=0713 :
c ' d
N, § {mm] . : Wk finm7
5+ | 5
4 p=875 kb fmm?® 4t
3 3
7 2
i f
g7 Gh 66 g8 10 1z f i
& 7 f 6y s

12

Rys. 6

- sprawdzenia poprawnodci dzialania programu uzyskane rezultaty pordwnano
E_'z wynikami analizy tej samej czaszy podanymi w pracy [3]. Poréwnanie to wykazato
- dobrg 2godnosé wynikéw pod wzgledem jako$ciowym. Roéznice ilo§ciowe wynikaja
Z przyjecia wigkszego obcigzenia przy pelzaniu (ze wzgledu na czas obliczen) oraz
tosowania roznych elementéw (autorzy pracy [3) stosuja znacznie prostszy, bardziej
Ztywny. element o zerowej krzywiznie poludnikowej).
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4.3. Sprezysto-plastyczna i sprezysto-leplkoplastycznd analiza zbiornika osiowo-
SYmelryCInego
Zhiornik osiowosymetryezny (rys. 7a) obcigzony ciénieniem wewnelrznym po-
dzielonio na 20 elementéw i poddano anatizie sprezysto-plastycznej oraz sprezysio-
-lepkoplastycznej. Rozwiazanie spreZysio-plastyczne przedstawiono 1na Tys. Th, na-
tomiast sprezysto-lepkoplastyczne ala réznych wspolezynnikow lepkoéci na rys. 7c.

g
v
a 2 b z
2 =508 " \ fetipm]
' 04|
=250 |
83
2
T R S B A
£-0 ”
G, = 24,09 Gfmn’
v I R N T
a
fjif—= 730 f(E(mmzs)" [mn;]
¢ d
i
o4 [isfom] [kizimm®]
o4 2.
43 ,

/ — - SHELANT
i - g [4] 52
1~ som spr. - plost.
2- rozed spr - loplepl, =400 ot

1- ro. Spredusto - plostycine
2~ oz, Spr.-lepkopl. ¥=400
3 - lepkoplostycene plynigree

at 8- oz sor. - lapkopt. &= 1000 + prey o= const,
- tozs spr - tapkopl ¥= 5000
- et A B S St ol
24581’0121’41&‘% 7 4 & & 1w 121 6 H
L} . [mm]

Rys. 7

Krzywe uzyskane dla wzrastajacych wspblezynnikéw lepkosel wykazuja tendencie
do asymptotycznego zblizania sig do rozwiazania sprezysto-plastycznego (y=00).
Na rys. 7d zilustrowano mogliwodci programui W rakresie wykorzystania riawiska
plynigcia lepkoplastycznego do analizy powlok wykonanych = materiaiéw majacych 1
wiasnoéci lepkie. Przyjmujac wspolezynnik lepkosci y=400 Ifs powlcke obeigzono -
do wartodci ciénienia 0,32 kGfmm? i w procesie plynigcia lepkoplastycznego {przy. .

%
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stalym p) ofrzymano punkt A odpowiadajacy w przyblizeniu rozwigzaniu spie-
zysto-plastycznemu. 'W podobny sposéhb uzyskano punkt B dla obcigzenia 0,35
kG/mm®. Wieksza réznica w stosunku do rozwiazania sprezysto-plastyczoego wynika
tu z faktu znajdowania sie materiaty w stanie Zaawansowanego plyniecia plastycz-
nege. Uzyskane rozwigzania zaréwno sprezysto-plastyczne jak i sprezysio-lepko-
plastyczne wykazuja dobra zgodnogé z wynikami podanymi w [4].

4.4, Sprezysto-plastyczng onaliza Plyty kolowej utwierdzonej na obwodzie

.8chemat plyty przedstawiono ma rys. 84, natomiast jej charakterystyke mate-
rialowg na rys. 5b. Analizg wykonano przy zatoZeniu malych przemieszezed przyj-
mujgc r6ine wielkodei przyrostu obcigzenia o1az rozny podziat na elementy. Dla
kazdego przypadku obliczenia przeprowadzono  dwukrotnie: metoda zZmiennej

ﬂ .
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sztywnoscl 1 metoda poczatkowych obeigzen. Wplyw wielkodei kroku obctazenia
zilustrowano na 1ys. 8¢, natomiast wplyw liczby elementéw na rys. 8d. Na Tys. 8b
pokazano réwnieZ charakter powstajgcych stref plastycznych,

Uzyskane rezultaty wskazuja, Ze dobdr wymienionych wyzej parametréw, a szcze-
golnie liczby elementéw moze mied Istotny wplyw na otrzymane rozwiazania. Je-
dynie w preypadku mefody poczatkowych obcigesi, dla trzech przypadkéw prey-
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rostu obcigzenia, otrzymano praktycznie te same wyniki. Jednak i w tym przypadku
stosowanie duzych przyrostéw obcigZenia jest niecelowe ze wzgledu na wzrost
liczby iteracji na kazdym kroku, a tym samym wzrost czasu obliczen. W rozwa-
zanym pizykladzie liczba iteracji w jednym kroku obcigzenia zmieniata si¢ od 3
do 7 dla 4¢=0,002 do 8-20 dla A4q=0,008, przy czym roznice te zwigkszaly si¢
w miare rozwoju stref plastycznych. Pordwnujac obydwie metody rozwigzania
nalezy réwniez podkre§lié, Ze niezaleznie od wyboru parametréw (d4g lub liczby
elementéw) w przypadku metody zmienne] sztywnofci konstrukcja jest sztywniej-
sza («numerycznie») niz w metodzie poczatkowych obcigzen. Wynika to z faktu -
nieuwzglednienia na danym kroku w metodzie zmiennej sztywnoécl wplywu upla-
stycznien pojawiajgcych si¢ w ramach tego kroku.
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, Pesome
HEJNWHENHBIT AHAJIW3 CTATHEKU TOHKHMX OCECHMMETPUYHBLX
OBOJIOYEK METOZOM KOHEYHLIX DIEMEHTOB

TIpepcrasnena mporpamva HEITAKC 1, xoropas Iaer BOIMOKHOCTER IPOBECTH RHECHHEIL
¥ HENAHSHHSTH 2HAIM3E TORKYY, OCECHMMCTPRTHLIX 0GOI0TEK B yapyrel ,yEpyro-mnacrayecroi,
HONIYYECTH, NPH JIOCTONHHOH BO BDEMCHM HATDY3Ke, M YHDYTO-BA3KONIACTEYECKOH 06TacTsX.
TIpABeneRs] OCHOBALIC FEOMETPHYECIHE COOTHOIIEH S, 8 TAKKE ONPEHEISIONTHE YpaBHeHRS Or-
CHIBRIOHING YHPYTO-IVACTHYECKHE M DEOHOTHYCCKHE CBOICTEA marepwana obomouxky. Tlomemex
ANTOPHETM IMPOTPaMMEL B DAY OPAMEPOB HINIOCTPHPYIONIAX ¢¢ BOSMOMHOCTH.

SUMMARY

MNONLINEAR ANALYSIS OF STATICS OF THIN AXI-SYMMETRIC SHELLS BY MEANS
OF THE FINITE ELEMENT METHOD

The paper presenis the SHELAX 1 program which enables the linear and nonlinear analysis
of the axi-symumeiric shells in the ranges of elastic and elastic-plastic deformations, creep under
time-independent load and elastic-viscoplastic deformations. Pundamental geometrical relations
and constitutive equations describing the elastic-plastic and rheological properties of the material
are given. Algorithm of the program and several examples illustrating its possibilities are presented.
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