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PEWNE ROZWIAZANIE PROBLEMU ZGINANIA POWLOKI SFERYCZNEJ
"~ OBCIAZONEJ OBROTOWO-SYMETRYCZNIE

PIOTR WISNTAKOWSKI (WARSZAWA)

. W pracy poddno rozwigzanic problemn statyki cienkiej powloki sferyeznej o stalej grubodci,
wykonanej z materiatu sprezyscie jednorodnego 1 znajdujacej si¢ w obrotowo symetrycznym stanie
Zgieclowym. Otrzymano za pomocy rzeczywistych szeregdw potegowych rozwiazanie Tormalnie
Sciste dla powloki sfeiycznej o dwéch brzegach. W odréimienin od znanych rozwigzan opartych
przewainie na rownaniach Reissnera rozwigzane zagadnienie bezpofrednio w przemieszezeniach.

1. WstEp

Przedmiotem pracy jest pewien sposéb rozwigzania — w ramach teorii liniowej —
problemu statyki cienkicj powloki sierycznej o stalej gruboéci, wykonanei z materialu
sprezyscie-jednorodrego, podlegajacego prawu Hooke’a i znajdujacej sig w obroto-
wo-symetrycznym stanie zgieciowym.

Znane TozwigZania tego zagadnienia vzyskano na podstawic teorii E. Reissnera
za pomocy zespolonych szeregdw hipergeometrycznych [1]1 rozwigzania p1zyblizone
na podstawie teorii W.Z. Wlasowa dla powlok o matej wynioslosei [2] oraz na
1 odstawie teorii zaburzed brzegowych [l i 3]. W pracy [4] podano rozwigzanie -
réwnan Reissnera za pomocy rzeczywistych szeregdw potegowych dotyczace powloki
o jedaym brzegu, obciaZonej ci¢zarem whasnym. Rozwigzania wyzZej wyniienionego
problemin mozna znaleZé np. w pracach [51 6]. ’

W niniejszej pracy otrzymano rozwiazanie formalnie $cisle problamu statyki
powloki sferyeznej o dwoch brzegach, stosujac rzeczywiste szeregi potegowe do
réwnani przemieszezeniowych. Takie postgpowanie zezwals unikaaé Kopotliwego
catkowania niezbgdnego dla rozwiazania opartego £a réwnasiach E. Reissnera.
Na podstawie uzyskanego algorytmu rozwiazania problemu opracowano przyklady
przy wykorzystarmin maszyn cyfrowych.

2. ROWNANIA ROZNICZKOWE I ZWIAZKI FIZYCZNE

Réwnania rézniczkowe rownowagi powloki sferycznej we wspélrzednych uogél-
nionych @, v maja postac nasigpujaca: '

dg,
2.1 = iPy, -:{-(;--i- O, ctg o+ N+ Ny=rp,,

di,

Ty~ (M- My) et p1Q,=0,

Rozprawy InZynierskie — ¢
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edzie przez M,, My, N,, Ny i Q, oznaczono odpowiednie sily wewnetrzne (rys. 1),
r promien sfery, p,, pe skladowe obciazenia odpowiednio w kiernnku ¢ oraz nor-
malnej zewnetrziej oraz v, w przemieszezenia w tych kierunkach.

Rys. 1.

Zwigzki fizyczne wyrazamy w znanej postaci:

F | dv
Nf-;{—@ﬂ@ clg g+ (1+7) W],

A F[ dw+ 14) }

. =y ——tecig g+l vy wi,
. e/

@2 L@

' D dw dw
M,= -»'3- —&;ﬂ"V‘UCfg(p'— e —vetgy et
= .D[ dz:_l_ ' dzw dw]
i/ L e d factgq: ¥V 0 f:tg(p o |’

gdzie

Eh ER?
2.3 - )
( ,) : F 1—v?7 b= 12— vz)

E jest modulem Younga, v wspéiczyanikiem Poissona, f grubosciq powloki.
Podstawiajac wyrazenia (2.2) do (2.1) otrzymujemy uklad dwu réwaan réEnicz- .
kowych zawierajgeych funkcje » i w:

. Lo
C Ly @ L, (W)= F
2.4) ‘

Loy (0)4L5 W)= F

pdzie Ly, (i, k=1, 2) sy nastepujacymi operatorami rézniczkowymi:

1+e2 | &2 d
2.5 Ly, =—7=% —
(2.5) 11 o (d 2+ctgm dp y—ctg? q;)
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3 *l:di‘ o {] 1+v 4o
(‘?;f;) L= =3 | g toter 4 ~(+etg? ) |+ =
I =——*—[ T o  _ 1 i+
21 g g‘]”d 7 ( +v+Ctg @)
(1 v-i-——l-—)ctgtp]+jjl(j—+ctgga)
P r ap
I =f—:—[i4—+fzct —a ( S ) <
e | dpt By dep? Hlote® sin?g dp? _
: +ctgq;(1wv+—1¥)—d—]+“‘2¥(l—+l-})—
_ sin® g/ de 7
gdzie
. o
(2.6) T

3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Sprowadimy ukiad (2.4) do inaej, dogodne_] w dalszych rozwazamach postaci.
Podstawiajac

(3.1 - x=sing, o=0cosp, w=w,

otrzymujemy : -

d? 3 &

ds
—x? (x2 —])—v—*—x(4x2-1)-{-;;—[(1-}-v)x2+1]®'+cx2(x2—1) 7 +

2= -

+ex (4x2—'1) +1(13v) x2+c}fi= - rX P
dx* Y dx

(1+c:}Fl/1——x2 ’

3,5 . 2,5

d d
32 1)2 Y- 2_
x}Hx*—1) a3 2x2(x2—1) (4x ‘1) i

1 : . ‘
~—x[(8+ %))ﬁ (x*— 1)+

2.2 1 22 l}ﬁ_}:l-{—v 2 (a2 ]x
+(Ai)(x+) dx ¢ il
' 4+ D i3 .5

KT (P 1) 2 (1) (45— 1) =t

2

. N l
X017 % (2 =D+ =1) Q3+ D] S5+

.r2 xﬂpé

¢,
X w=
B

] W I~
+[{1+v) x? (@x?—1)+1] E+2 I+
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Zwigzki fizyczne (2.2) w nowych zipiennych wyraZajq sig nastgpujaco:
il - oo
=— - —_ D — }
° r( x)dx (.—I—V)x xw+(+1)w,
N—F{ 2 42 [1 1]* L+ }
"l A Ut e (L) x| o+ Wy,
w2 oo )
¢ P2 ( —x7) dx  dx? ) X AN

D ds  d*w 1]/ daw
._Msﬂ_Tg v (1 —x*) e =1+ x= o=l

Na wstepie zalézmy, 7e p,==p,;=0. Poszukujemy rozwigzai ukiadu (3.2) w postaci

3.4

T oo

- : . o
(3.5) 7 (x)= Z akai'c-«ZH’ W (x)= Z Ckx2k—1+11,
f=1

k=1
gdzie y oznacza parameir wyznaczony w dalszych rozwazaniach.

Podstawiajac (3.5) do (3.2) i przyréwanjac wspolezynniki przy kolejnych pote-
gach x do zera, znajdujeny réwnania rekurencyjne na wspolozynniki @, ¢x:
dla k=1 :

2 1) Jery —¢ -+ 1) €1]=0,
(3.6) (n ) Ly —e (1) el
@ =1) (=D e+ @+ D) e]=0,
dla k=2 w przypadku, gdy z=1,
(3.7 ay=0;

dla k=2 (z+#1) oraz k=3, 4, 5, ...

1 . Fl 1 ’
o8 akzﬁ‘:m[—;: o1+ Cr:~1+E:T){(F3 a2~ Fa ck—2)]a
‘ B 1 [ . Fs 1 ' }
R (vl LA i e L L SR

We wzordach (3.8) przyjeto nastgpujace oznaczenia:
Fi—(z—2) (1 —20) z+2c+1],
Fome(z=2) (23— +y) (10},
Fa=(z—2) [¢ (z—1) (z—#)+ 141, _
(39 Fo=e(z—1) (-2 (=3 G—H+(1+9) [c(z—-2) z-H+2{1—¢}],
Fo=(z-2) [2—c)z—2—¢],

1--¢
Fgm—(z-2) (z—-3)—-(1+1) —
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orarz
(3.10) z=2k—241.

Warunek istnienia niezerowych rozwigzan uk%adu (3 2 prowadzi do réwnania
(3.11) (l-e) @ —1)*=

a wigc do wartodci parametru = +1. Przyjmlcmy n=—1.

WprowadZmy oznaczenia
dla 251 =O, £y 20, a2=0, CZ-—'-«I

o0 0
(3.12) (W)= M aDx*3, i ()= Z oD 202,
k=1 . k=1
dla a1=0, 6’1:0_, az':], Czﬁo
o« ’ oa
B B S, s S @
k=1 k=1
dla ¢,=0, ¢;=1, a,=0, ¢;=0
3.14) 5, (¥) = Z A x2-3 w_,, (x) 2 ¢ x2H-2
k=1

gdzie o, P (i=1, 2, 3, k>>2) majdujemy na podstawie (3.8). Przyjecie parametru
p=1 jcst szczegdlnym przypadklem rozpatrzonego (calki (3.12) i (3 13) o zmienionej

numeracji). .
Funkgcje (3.14) mozna zastapi¢ funkcjami

(3.19 5y ()= —— 95 (x)= VT2
. gy (M) =————, Wa(x)=—-V1-x2,
Vi-x? ? : _

" ktore tez sa calkami uldadu (3.2), co fatwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem.
Calek osobliwych réwnan (3. 2) (rozwigzah drugiego rodzaju) poszukujemy

w postaci

7 (x)=Inx Z a x4 2 b, x?%-3,
k=1 k=1

° Vw R V [+ v}
W (X)=lnx 2 o X221 Z d %752,
: k=1 k=1

Wyrazy stojace przy logarytmie s upfz&dnio wyznaczonymi catkami nicosobliwymi
o manych wspéiczynnikach a; 1 ¢.
Podstawiajac (3.16) do (3.2) otrzymujemy nastepujace wzory rekurencyjoe:

(3.16)

' 1 1 Fy 1
B17) b= e {z+1'[z—1 byt Fadiy +W(F3 bk—Z“F4dk»2)]+
1

+———[ Ot O
z—1 +1“"‘“'r 26t A

Gy

z+1

0,1+ Cp—q +

1

1 ‘ .
_ 21 (Gs a—2+Gs C‘k—z)]} ’
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red.] l—c l(z+1) -1
- RN T BN PR A
._-;.(Z-?i)_z.(Fd_dk.;z_Fg, bk—Z) +—Z?—_'].‘ ak'{"G'] Ck+ 221 a}c—1+

I o1t SELE (Gs dy_y+ Gy c,,_.z)]} ,
241 e(z2—1) ~7°° . .
o k=3,4,5 ... |
F unkeje Fy (i=1,2, ..., 6) okrelone sa wzorami (3.9), w ktérych -
(3.18) ' k-3,
‘natomiast G’,- (i=1,2,..,9 maja ﬁostaé
G1=(3c—~2)lz.—l'—é, |
Gy=—c(z+1),
Gy=(z—=1) [2—6c) z+10c—1]—1—v,
Gu=c (z=T1) 52— 13)— (L +v) (1 —2¢)+2¢,
G.19) ¢ Ge=e(z=1) (3z'-—1'1)"-l—‘3_c'—I—‘1—]-v,-‘ -
- Ge=—¢(22—5) [(z— 1) @Qz—8)+3%v],
G;=Bc—4)z—¢, |
14v
Gg=—(z—1) (4z—9 + T,'
_ . Go=(E—1) [8—3¢) z— 1tc] 42041+,
We wzorach (3.19) nalezy podstawi¢ ;
(3.20) z=dk-3.

Dia k=11 k=2 otrzymujerhy jédﬁo réwnanic’
3.21) (v-1) by =2at;~4cc, +{1 +v—12c) ¢,

Obierajac wspéfczyﬁniki alz,' ‘1, c-2~wedlug'trzech-sposobév@‘, jak przy catkach nie-
osobliwych (wz(?ry (3.12), (3.13) i (3.19) ofrzymujemy

B =0, Wy By g2kes,
(3.22) ' ":1 N _
e ()= () lnx+: Z dPP g2 limg 5,6,
\ : E=1 . '

;.Wspélczynnik by qi{réélamy z rcigyvnanfa (3.21). Sposréd mozliwych sposobdw
wyboru wspdlezynnik sw dL:, d, i b, tylko jeden daje calke niezalezng od poprzednich,
a wige mozng przyjac . 7 '

(3.23) , C dy=dy=by=0.




E

. . 5 6
(3.24) F= Yo (D), B )=
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Wspdtozyaniki 593, g9 (£>2) okreslamy z ukladu (3.17)."
Reasumujae, otrzymaliémy rozwiazaie réwnai (3;:’2) dla p,=p.=0 w postaci

Mo

Wi (x) L]
1 ‘ f

gdzie stale D, naleZy wyznaczy¢ z warunkow brzegowych.

4. POWLOKA OBCIAZONA CIEZAREM WEASNYM

Nisch powloka bedzie obcigzona cigzarem Wlasnym 0 mtensywnosm p. Skladowe
obcigzenia p,, i p- majg postac

cF

4.1) p@wm pe=pY T2,

a wuzc prawe strony réwnan (3.2) Pl i P, wyrdzajg sie nastqpujqco:
I rrx¥p - ‘ x*p/1=x2

(4-2) . Pl = = PZ == _WJ__.

A+ F 1=

Rozwijajac funkeje Hyl—-x2 i y1— x?~ W szereg Taylora w otoczeniu punktu
x=0 otrzymamy (x5 1) '

. Cep [ .3'.+ SR L + (2;—5) ]

&43) A FEL T2 Tt T ey e
r2p 3_1 1 . (2T o1 ]
P, = c F[ 2 x5 0. 4x . (21_4) —.. .

Catek szczegdlnych ukladu mejednmodnego (3 2 0 prawych stronach okreslonych
za pomoca wzoréw (4.3) poszukujemy w postaci

) 5, ()= 2 a5, ()= Z o

Podstawiajac (4. 4) do (3.2) i poréwanjac, wspolczynnlkl przy tych samych potegach
zmiennej x po lewej i po prawej stronie réwnad, otrzymujemy na wspolozynniki
a i ¢ uklad réwnad analogiczny do (3.8), w ktorym z=2k~1 i do ktérego"
prawych stron nalezy odpowiednio dodad;

1) dla k=2
_ ?’21),' Lz ,. 'I‘Z_P“ 1o . . '1 ]
@-5) F (@-D{z2-D ' F (z+1) (22—1) [ + ¢(z—1)
2) dla k=3 .
rp k 0i—5
@) _‘.'_ F 1) (z H1) H 2157 o

2

r

_rp 1 1
CF (@D (= 1)[ 1r=c(z.'+'_1)_
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Otrzymana w ten sposob catke szczegdlng nalezy dodac do catki ogélnej réwnania
jednoroduego (3.24).

Dla powloki o jednym brzegu nalezy przyja¢ Dy=D;=D¢=0, a pozostale stale
wyznaczyé z warunkow brzegowych dla g=g¢, (x=1x,) gdzie p, jest katem rozwarcia
powloki. '

W przypadku powloki o dwoch brzegach opisanych réwnaniami:

dla brzegu dolnego  g=¢, (x=xp),

dla brzegu gérnego  p=g@, (x=x )
lub powloki zamknietej obciazone] sita skuplonq w wierzchotku mamy do dyspo-
Zycji szesc warunkow brzegowych kidre umozliwiaja wyznaczenie statych D;
(i=1,

Dla symetrycznego ciaglego obcigzenia (p,#0 ludb p#0 dla ¢, <p<e),
innego niz cigzar wlasny powloki, nalezy posznkiwac calki szczegdlnej w analo-
giczny sposéb do. wyzej podanego. W przypadku obcigien mieciagtych powloke
dzielimy na obszary, na granicy ktorych nalezy spehni¢ warunki nierozdzielnosci.

5. PRZYKLAD

Przez parametr s; (i=1I, 2) rozmhiemy wielko$é powigzang z réwnaniami brzegu
@=g,_ nastepujaca zaleinosciq:
1—cos @

5.1 - . S e

Dia powloki o jednym brzegu parametr ten jest wyniosfoscia.

WprowadZmy wspolrzedna bezwymiarowa ¢ zdefiniowana nastepujaco:

sin g —sin ¢,

5.2 _
5-2) sin @o—sin @,

tzn. dla brzegu gdimego £=0, é dia brzegu dolnego é’:l..
Opierajat sig na vzyskanych wzorach napisano program w jezyku FORTRAN
na maszyne cyfrowq ODRA 1304,

Przyjmijmy dane liczbowe:
E=3:10'°Nfm?, Ro=10m, A=0,06m, . v=0,1667,
gdzie ' '
(5.3) Rg=r sin g,
Obliczenia przeprowadzono w nastepujacych przypadkach:
A. Powloka obcigZona cigzarem wiasnym. Przyjmijmy
P=3000N/m?, 5=02 (po=0,9285rd), s;=0,1 - (p;=0,64231d).

|
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Zaldinmy nast@pujqce' warunki brzegowe:
" dla brzegu utwierdzonego i dla p=p, (x=1x,)

o dw -0
(54) ) o - 'CF‘—W—-E(;)"* »
dla brzegu swobodnzgo i dla =g, (x=x)
5.5 N,=M,=0,=0.

Na rys. 2-6 podano wykresy przemieszczenia normalnego w, sit N, Ny i mo-
mentéw M,, M, Wartosci sit N,, N, pordwnance z odpowiedanimi wielkodciami
obliczonymi wedlug teorii bezmomentowej (linia przerywana, wartofci podano
w nawiasach). Stwierdzono, e w obszarze «dostatecznie odleglym od brzegu utwier-
dzonego» (£<0, 7) wartoscl sit obliczone wedlug obu teorii praktycznie pokrywaja
sig. Przeprowadzony test dla powloki o jednym brzegu (¢, _..{)) wykazal pelng zgod-
noéé wynikow z podanynn w pracy [4].

] & oo ey wy N [=] =]
(7] o =] o o0

a4 8 N o&a 'B R £+° ZF
= o o o o o o (=)

8109
0,045
00

Rys. 2.

0,758(0,160)
0,157{0,1M)
0178 (0182)

00684

a0s1
0103
o120
0,148

0135

1
]
-5

/
[

1

G402
6,362
03z8
8300
8,273

0,201
0,077{6,156)
0,038 (0133)

1 6,229
0152 (0,178)

=
4]
o

i
]
-

L
\
[

Rys. 4
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Mg 10°[N]

iyt
e
]
fvea]
0421

= T
2 o w w2
g = 2 =
= 5 &5 S (oY
[ M L= M= =)

=My 0iN]

Rys. 6

- B. Powloka obcigZzona-na gdrnymn brzegu réwnomiernie rozloZonymi momentami
M, o infensywnodei 1 o S

Przyjmijmy

5=02  (po=092851d), 5,=005 (y,=045111d).
Warunki brzegowe | - :

(56) No=0Q,=0, . M,=1 dla ¢g=p (x=x)):
dla p=po mamy (5.4)."

Na rys. 7 poddano przykiadowo wyk;esi_y momentéw M, (linia cigpta), kidre
poréwnano z' wartofciami otrzymanymi -wg. przyblizonegj teorii zaburzeri brzego-
wych (linig przerywana, wartofci w :lawiasach). Przgprowadzone testy wykazaly,
Ze zbiezno$¢ wynikéw obu teorii jest najwicksza, gdy s, nie jest zbyt male oraz gdy
brzegi sa dostatecznie odlegle, tzn. gdy co najmniej s, =0,35 i 5,=0,05, Analogicznie
do podanego mozna rozpatrzyé przypadek obciaZenia réwnomiernie rozlozonego
na gérnym brzegu o innym charakteize ni% podany. ) '

= S W W
oo ey wn
Q\ = b\
. = s 2 o
= 7 = I e &)
= D o oy =
. (S~ —
e (v} o —
~ s . == £ =]
N - = . « oy
; . [
. : : oy o
Ole o

(0,043)0051"
(0,020) 0%

.

Rys. 7
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W trakcie obliczen stwierdzono dobra zbieZnos szeregéw wystepujacych w roz-
wigzaniu, Przykladowo, dla 5,=0,2 uwzgledniono 55 wyrazow (sumy czgstkowe
najwolniej zbieznych drugich pochodnych przemieszczania normalnego w rézaily.
sie mnigj niz 10~F).

Prosty algoryim rozwigzania oraz mozliwosci dodatkowego uwzglednienia rdz-
iych wariantdéw obcigZed przy niewielkiej modyfikacji, predysponuja przedstawiong
metodg do szerokich zasicsowan. Warto nadmienic, Ze bez istoinych trudnosci
mozna ustawié podobny algorytm rozwigzania dla rozwazanegj powloki w przypadku
obrotowo-symetrycznych obeigzen termicznych i dynamicznych.
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Pezwome

HEKOTOPOE PEIIEHUE 3ATAYH M3THMEA COEPHYECKON OBOJIOYKH
HATPYXEHION BPAIIATEILHO CMMETPUYECKH

B pafoTe paercs pelleHMe 3amavd CraTdxy TOBRKOH cdepAieckoi obooyiy mocTosHHOE ToN-
LMHE], AITOTORICHHEOH W3 yIpyTo OOHOPONHOr0 Marepralia H HAXOMIMEHCT B BPaTNATENLHO
CHMMETDHYSCKOM M3THOHOM COCTOXHNT. Tpyr moMomm NefCTBRTOILHLIX CTEIEHHLIX DAJOR ITO-
nydero GOpManbEO TOYHOE peliuenEe M cepryeckoil 0OONOIKE ¢ AByMS Kpasma. B ovmre,
OF H3BECTHLIX PElISHUH, ONEPArOmmExcs TpeuMyIeCTBCHEC Ha ypabteuma Peiiccrepa sagada pe-
LeRs, HeNOCPENCTBEHHO B epeMelHcHANX. 3 ‘

SUMMARY

A SOLUTION OF THE PROBLEM OF BENDING OF A SHELL UNDER ROTATIONALLY
SYMMETRIC LOAD

The paper presents a solution of the statical problem of a thin spherical shell of constant thick-
ness made of elastic homogeneous material subject to rotationally-symmetric bending loads. The
method of real-valued power series yields a formally accurate solution for a spherical shell with
two boundaries, In contrast 10 the known solutions based mainly on the Reissner equations the
problem is solved directly in displacements. :
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