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ZDERZENIE UKOSNE KULI Z NIERUCHOMA PRZEGRODA

JULIUSZ LEWINSKI (WARSZAWA)

W pracy zaproponowano nowa definicie wspolczynnika restytucii predkosei stycznych, Przed-
stawiono badania, kt6re potwierdzily poprawnodé rozwazan teoretyczuych oraz umozliwily wyi-
znaczenie wiclkodci charakteryzujacych zderzenie ukosne: wspolozynnik restytucji predkosci nor-
.malnych i stycznych oraz dynamiczny wspélezynnik tarcia. Vi

1. Wstep

Zderzenie proste ciat sztywnych rozwiazuje sig najczesciej wprowadzajac pojecie
wspblczynnika restytucji predkosci normainych. Wspdlezynnik ten zdefiniowany
przez Newtona okrefla ujemny stosunek wzglednych predkodci zderzajacych sig
cial po i przed zderzeniem, przy czym predkosci nalezy odnosié do punktéw zde-
rzenia. Znak minus oznacza, ze zwrot wzglednej predkoéei zmienia sie na przeciwny.
Wprowadzenie wspdlczynnika restytucji pozwala w prosty sposéb rozwiazywaé
przypadki zderzenia, gdy udzial energii drgan sprezystych zderzajacych sie ciat
jest pomijalaie maty w stosunkn do pracy odksztalcert lokalnych. Wartoéé wspdl-
czynnika restytucji dla tych przypadkéw zderzenia jest stala dia danej pary ma-
terialéw [1, 6 i 7). Stosowanie wspolczynnika restytucji jako stalej materiatowej
jest obecnie krytykowane. Stwierdzono bowiem duzy wplyw na wartosé tego wspol-
czynnika predkosci oraz ksztaltu zderzajacych sig cial. Dotyezy to jednak réznych
przypadkéw zderzenia znacznie odbiegajacych od zalofen Newtona.

Niedoskonaio§¢ hipotezy Newtona polega wige przede wszystkim na dosyé
waskim zakresie jej stosowalnosci, a nie na blf;dnych zatoZeniach,

2, ZDERZEME UKOSNE CIAL SZTYWNYCH

Podczas zderzema ukoénego na. pow1erzchn1 zetkchm po_]awxajq 319 obok
lmpulsow normalnych impulsy styczne. Okreélenie skladowych normalnych pred-
kosci prowadzi si¢ identycznie jak dla zder.enia prostego, wprowadzajac wspol-
czynnik Testytucji predkoéci normalnych R. Predkosci styczne po zderzeniu okre-
$la si¢ najezedciej zakladajgc, Ze powierzchnie zderzajacych sig cial w miejscach
kontaktu sa idealnie gladkie, badZ tez idealnie ‘szorstkie. W 1877 1. Rouath wpro-
wadzil przez analogig do wzoru Coulomba, sformuiowanego dla okrelenia sily
tarcia, nierdwno§é
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gdzie f ownacza dynamiczny wspdlczynnik tarcia, S, impuls styczny oraz S, impuls
normalny.

W wielu publikacjach rozwigzuje si¢ przypadek zderzenia ukoénego wykorzy-
stujac zalezno$é S,=/S,. Wykazano jednak, Ze moina w ten sposéb rozwigzaé
tylko zderzenie ukosne dla duzych katéw zderzenia [2 i 3).

W pracy [1] zderzenie uko$ne rozwigzano dla dwdch przypadkéw zderzenia:
zderzenie z wystapieniem poslizgu na calej powierzehni kontaktu wg réwnodci
Routha oraz zderzenia bez poslizgu.

W przypadku zderzenia bez poflizgn wprowadzony zostal tzw. wspélezynnik
restytucji predkosci stycznych 8 wg wzoru '

. _w

(2.2) | . = _—
gdzie w,, w, oznaczaja wzgledne predkosei zderzajacych si¢ ciat odpowiednio po
i przed zderzeniem w punkcie zetknigcia.

3. WSPOLCZYNNIK RESTYTUCTT PREDKOSCI STYCZNYCH

Wspdlczynnik ¢ moze zmieniac sig W przedziale (0, R) [1]. Ze wzoru (2.2) wynika
zatem, 7e zwrot wzglednej predkoéci stycznej w miejscu zetkmigcia nie zmienia sig.
Na powierzchni kontaktu obok normalnych odksztalced - sprezysto ‘plastycznych
wystepuja odksztalcenia sprezysto plastyczne styczne. Zjawisku termi towarzysza
jednocze$nie mikropostizgi na czgsci powierzchni kontaktu [4 i 5], co powoduje,
ze wspdtezynnik & nie jest wielkodcia stalq, tzn. maleje ze wzrostem kata zderzenia
osiggajac warto$é 0 z chwila wystapienia poslizgu na calej powierzchni kontaktu.

- Dla matych katéw zderzenia zwrot wzglednej predkosci stycznej po zderzeniu

' powinien zmieni¢ si¢ na przeciwny i dopiero powyZej kata granicznego (rozdziela-
jacego oba przypadki zderzenia) zwrot ten nie ulega zmianie. W~ nmlejszej pracy
-proponuje sig-zatem okre§lenie wspdlezynnika @ Wg wzoru '

3.1 = 2

e e |
ré2niacego sie tylko znakiem od (2.2), lecz zakladajacej inny przebieg zjawiska
zderzenia bez poélizgu. Wzory okreflajace parametry kuli po zderzeniu z nieruchoma
przegroda wyprowadzono podobnie jak w pracy [1] uwzgledniajac (3.1) zamiast
~wzoru (2.2); otrzymano dla zderzenia bez poélizgu oraz o =0 nastgpujace wzory:
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Dla przypadicn- zderzenia z poslizgiem na calej pow1erzchn1 kontaktu WZOry 83
1dentyczne ze wzorami w pracy [171:

V,=V,~V, ([—I—R)f

| V’— RV,,, i |
LR CVeosa
(3.3) RS f(l R)__
R CpyR
tgoc —*Etgoﬁ—f% L

Oznaczenia podano ia rys 1 na ktorym przedstanno schémétycznie zderzenie
kuli z nieruchomia przegroda

Kat gramczny okresla si¢ z porownama WZOTOW (3 2) i (3 3) przy 8=0

/.

(3.4) T B 'tgocg'r Y f(1+R)

Rys. 1 '

Zmiana wzoru okrelajacego wspdtezynnik restytucji predkosei stycznych spo-
wodowala, e wyniki dla zderzenia bez poflizgu réznia si¢ znacznie od odpowied-
nich rezultatéw zawartych w pracy. [1]. Np. dla przypadku zderzenia idealnie spre-
zystego bez poslizgu R=0=1 wg powyZszych wzoréw predkoéé V' bedzie réznila sie
3/7 razy, predkos katowa w’ wg wzoru z pracy [1] osiagnie 0, podczas gdy ze wzoru
(3.4) osiggnie warto$¢ maksymaing. Réwniez wielko$¢ kata po zderzeniu bedzie
inna niz wg cytowanej pracy.

4. CzpS¢ DOSWIADCZALNA

W celu sprawdzenia poprawnoéci zaproponowanje definicji wspélezynnika 6
wykonano badania umozliwiajace pomiar parametréw koli po zderzeniu. Zna-
jomosé tych parametréw oraz odpowiednich wielkodci przed zderzeniem umozliwila
jednoczesnie obliczenie z powyZszych wrzordw wielkobci charakteryzu_]acych zde-
rzeni¢ uvkogne R, 8, fi «,, dla danej pary materialow.
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Na specjalnym przyrzadzie wykonano kuliste probki o $rednicy 24 mm z czte-
rech materialéw skalnych: dolomitu, sienitu, wapienia oraz piaskowca. Prébki
zrzucano swobodnie bez obrotu z trzech wysokofei odpowiadajacych predkosciom
zderzenia: 1,98; 3; 4,43 m/s na nieruchomg przegrode. Przegroda wykonana ze
stali 45 i ulepszana cieplnie do twardosci 45 HRC ustawiana byla w stosunku do
poziomu pod katami: 20° 30°, 40°, 50° i 60°, Zderzenie rejesirowano metoda foto-
grafii stroboskopowej o czgstotliwosci blyskéw n=100 Hz. W celu umozliwienia
pomiaru predkodei katowej na kazdej probee narysowano potudnik. -

Na rys. 2 przedstawiono przyklad zarejestrowanego ruchu prébki. Ze zdjecia
okre§lano kat odbicia kuli o', kat obrotu kuli po zderzeniu w czasie pomicdzy
kolejnymi blyskami ¢, odleglo$é dwdch kolejnych §ladéw kuli po i przed zderze-
niem d,, dy. Na rys. 3 przedstawiono schematycznie zarejestrowany ruch probki
oraz naniesiono mierzone wartodci, Predkoéé srodka ciezkosci kuli po zderzenin
okreflano z zaleZnofei V' =2V/d,.

Predkos¢ katowa kuli po zderzeniu okre§lano ze wzoru ' =gpn.

5. WyNIK? ®

Po wykonaniu pomiaréw obliczano wspélczynnik restytucji predkoéei stycznych
(3.4), wspétezynnik restytucii predkosei normalnych (3.3), dynamiczny wspolezynnik
tarcia f (3.8) oraz graniczny kat zderzenia. Wyniki przedstawiono w formie wykre-
séw na rys. 4.

Wyniki pomiaréw potwierdzily poprawno§é rozwazan dotyczacych innego niZ
w pracy [1] okreslenia wspdtczynnika restytucii predkosci stycznych €. Obliczajac
wartoé¢ & wg pracy [1] otrzymano wartoéci ujemne. Pomierzony wspdiczynnik 6
jest dla malych katéw zderzenia nicco mmiejszy od wspdlezynnika restytngii pred-
kosci normalaych R.

W przypadku gdy kat zderzenia « dazy do wartoéci kata granicznego e, wartoé
@ szybko maleje do zera.

Predkoéé katowa probki po zderzeniu poczatkowo rosinie (zderzenie bez poslizgu)
i osiaga’ maksimum dla kata zderzenia zawartego migdzy «, i o, gdzie @, oznacza
kat, przy ktérym @ zaczyna szybko maleé. Predkosé katowa odbitej probki jest
znacznie wigksza niz wynikatoby ze wzoréw z pracy [1]. Katy graniczne dla bada-
nych probek sa bardzo duZe i mieszcza si¢ w przedziale {44; 65°] pomimo gladkiej
szlifowanej powierzchni kul i przegrody. Zaobserwowano jednoczeénie nicznaczne
zmniejszanie si¢ kata granicznege dla danej probki przy zwigkszanin sig predkosci
zderzenia.

6. UwAGI KONCOWE

Zastosowana metoda fotografii stroboskopowe_] umozhwﬁa re_]estrac_]q zderzema
ukosnego kuli 7 nieruchoma przegrodg oraz pomiar parametréw ruchu kuli zaréwio
przed jak i po zderzenin. Badania potwierdzily, e zderzenie ukosne cial, sztywnych
mozna rozwigzywaé rozpairujac oddzielnie zderzenie z poslizgiem na. calei po-
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wierzchui kontaktu oraz zderzenie bez poélizgu. Nalezy jednak uwzglednié przy
okresleniu wspdlozynnika restytucji predkodci stycznych zmiang po zderzeniu
zwrotu wzglednej predkosci stycznej w miegjscu kontaktu.

Metoda pomiaru umogliwila réwniez okreflenie nieznanych dotqd Wartoécl
wspdlezynnika restytucji - predkodci stycznych oraz dynamicznego wspolczynmka
tarcia dla réinych materialdow.
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PesnomMme

KOCOE CTOJIKHOBEHWE MIAPA C HEHOJBAKHOMN TIPETPAHOMN

B pafore UpeanomeHo HOBOE ompexcieiie K02DOAUACHTA BOCCTAHOBTEHAS KaCATEILHEIX
cropocteit. MpencrarneHs NCCTETOBAHNIG, KOTOPHE DOXTBEPIUE NPABHIBHEOCTS 1COPETHYCCKHX
PACCYRISHME H NamW BO3MOXHOCThL ONPENENWTh BEJIETHNLL XAPAKTePU3YIOMME KOO CTOIKHO-
Berue:! KOOGHUHEHT BOCCTANOBNEHHS HODMANGHBIX H KACATENEHEIX CKODOCTEH, & Ta1oKe JuHa
MuuccKniE xo3dduEIHEHET TPEHET.

SUMMARY

OBLIQUE IMPACT OF A SPHERE ON A RIGID WALL
A new definition of the restitution coefficient of tangential velocities is proposed. The resulfs
are presented confirming the correctness of theorstical considerations; they allow for the deter-

mination of the parameters characterizing the oblique impact: the restitution coeflicients of the
normal and tangential velocities and the dynamic coefficient of friction.
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