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WYBOCZENIE TROJWARSTWOWEJ POWLOKI STOZKOWE] POZA
ZAKRESEM SPREZYSTM PRZY OBCIAZENIU ZEOZONYM

JERZY ZIELNICA (POZNAN)

Praca zawiera rozwigzanie zagadnienia uiraty statecznosci w obszarze sprezysto-plastycznym
trojwarstwowej sandwiczowej powloki stozkowej. Zaklada sig, ze w chwili wyboczenia warstwy
noéne powloki sa sprezyste lub uplastyczmone podezas gdy rdzen poxostaje sprezysty. Rownania
wyprowadzono przy zatofeniach zardwno deformacyjnej teorii plastycznosci jak i teorii plastycznego
plynigcia (przyrostowej). Uwzgledniono sziywno$é zginania warstw nosnych, Podstawowy ukiad
réwnaf rozwiazano za pomocy metody ortogonalizacyjnef, uwzgledniajge koncepcje Shanley’a
wzrastajacego obcigzenia, .

Otrzymane rozwigzania pozwalija wyZnaczyé obciazenie krytyczne dla powloki znajdujacej sig
w stanie sprezystym, sprezysto-plastyczoym lub plastycznym, Wyniki obliczen zilustrowano wy-
kresami. .

WsTEP

Problemom sprezysto plastycznej utraty statecznodei powlok tréjwastwowych
poswigcono dotychczas niewielka liczbg prac. Wzrost zainteresowania tego typu
konstrukcjami, jaki notuje sie szczegdlnie w ostatnich latach, jest spowodowany
gléwnie korzysciami, takimi jak lekkosé, przenoszenie stosunkowo duzych obcigzef,
mozliwodci termoizolacji, itp. Da spelnienia 1':y'ch wymagan konstruktorowi obecnie
nie wystarcza jui analiza w zakresie sprezystym: istotna staje si¢ znajomod¢ faz
przejécia od pojawienia sig pierwszych odksztalced plastycznych do chwili catko-
witego wyczerpania noénoéci. Celem niniejszej pracy jest przeanalizowanie zagad-
nienia statecznosci powloki stozkowej przy dosé ogdlnych zalozeniach, dotyczgcych
zaréwno obcigzenia jak i parametréw materialowych i-geometryczanych.

Z prac dotychczaoswych, tematycznie zwiazanych z ninicjsza, nalezy wymienié
prace nad statecznoéeig powloki walcowej [1,-2, 5 i 7], gdzie autorzy przyjmowali
do analizy zwiazki fizyezne teorii odksztalceniowej. E. I. GRIGOLUK [3 i 4] wypro-
wadzil zwigzki dla- analizy statecznoéci powlok mato wyniostych; pojawiaja sig
jednak trudnosci przy ich catkowaniu, gdy w powloce w stanie¢ dokrytycznym
panuje niejednorodny (jak np. w powloce stozkowej) stan naprezen. Z prac krajo-
wych nalezy wymienié prace Z, WASZczyszyNa [11]; autor w pelni przeanalizowai
problem statecznofci plyty tréjwarstwowej poza zakresem sprezystym wedlug

(*) Podstawowe tezy pracy zostaly prredstawione na HI-cim Krdjowym Sympozjum Statecz-
noéci Konstrukeji, £6dZ, 26-27.X.1979
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obydwu podstawowych konccpcjii i przyjetych teorii plastycznoci, przedstawit
poréwnanie wynikéw uzyskanych dla réinych wariantdéw analizy zagadnienia.

W pracy niniejszej przyjmiemy nastepujgce zatoZenia podstawowe: 1) obowigzuje
liniowa teoria powlok cienkich; 2) warstwy noéne wykonane s3 z materialu izotro-
powego, icifliwego ze wzmocnieniem i posiadaja jednakowa grubos¢; 3) uwzgled-
nia sig sztywno&¢ na zginanie warstw noénych i poprawne sa dla nich- hipotezy
Kirchhoffa-Lova’a; 4) warstwa wypelniajaca nie uplastycznia sig¢ i przenosi wylacz-
nie $cinanie poprzeczne.

2. PODSTAWOWE ROWNANIA

Rozwazmy swobodnie podparta trojwarstwowa powloke w kszialcie stozka
$cictego, obciazong réwnomiernie rozlozonym obciaZzeniem poprzecznym i sila
normalng N skierowana wzdluz tworzacej. Na rys. I pokazano rozklad sit i momen-

b

Rys. 1°

tow dzialajacych na element powloki, powstajacych w wyniku utraty statecznosci.
Zgodnie z przyjetymi zalozeniami wielkoéci te sg nastgpujace:

(2.) : ON,y=8N} 40N,  OMuy=0M}+My,,

gdzie znakami ,,-+"" 1,,—"" oznaczono wielkodci dotyczac.: odpowiednio zewnqtrzﬁej
i wewnetrznej warstwy noénej, wyraZajace si¢ nastgpujgcymi wzorami:

e+t ] —%ec
o JN;},-: f 80og dxs, ON = f Sopdxs,
22) | Yo T

6M:;1= f 6a¢ﬂ X3 dx3 y 5M;3= f 50—«1& Xy dxs .
te

~ke~t
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Przyimujac zalozenie, Ze wariacja przemieszeze wzdluz grubosci powioki we war-
stwie wypelniajacej jest liniowa, jak i stosowalnoé¢ hipotez Kirchhoffa-Love’a dla
warstw nosnych, uzyskamy nastgpujace wzory na przemieszczenin v i v wywolane
utraty stateczno$ci odpowiednio w kierunkach wzdiuznym i obwodowym, na
powierzchni odleglej 0 x; od powierzchni podstawowej calej powtoki:

1 1
a) warstwa nosna zewngtrzna (-—- CE XS ¢+t

2 2
21 . ( c+t) ow .\ ( c+t) 1 ow
(2.3) HEUT A X 2 o, TTY BT scosy 90
. 1 1
b} warstwa wypelniajgca -—ﬁz—cé\xz,gzc
R |
uz(u+u)+cu—u-—tas,
(2.4) ‘
1[ .\ ) X3 ( . ot ow )}
) LA c v\ ? .s'cosr; a0
i I}
¢) warstwa noéna dolna -——2-c~t5x3$s 3¢
”s _ + c+t ) ow _ ( +c+t) 1 ow
(2.5) u=u +(x3 5 3o U=UTHXs 2 | scosy 90

We wzorach tych ¢t iot, y~iv- sa przem1eszczcmam1 odpowiednio gérnej 1 dolnej
warstwy nosnej.

Wariacje odksztalcent w powloce okrelimy nastgpujaco:
a) warstwy nosne

_ du* +( c+z) ot w
0=y T\ ¥ T 5 e _
2.6) Sgk = 1 ot w ( c+t)( 1 32w+1 Bw)
& scosy o6 B+ % T s2cos?y 86 s s )’

3u*+39i+( c-i—t)( 1 Pw 1 3w).
scosn d¢ . Js 2

dyL=

+
scosy dsdf  stcosy 90

b) warstwa wypelniajaca

5 __2( c+t Bw) _ Hu*-—u;
e
2.7

e+t 1 Bw) ot —p~
[

2
e v .
T =% 2 scosy 98)° 2
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Wariacje naprezefl w warstwach nodnych wyraZone sa za pomocg odksztafceit:
do,= I (b1 Oestbyz 08g— D13 67,005
. 1 -
(2.8) f)ﬂ'ez_t' (b1 Ses+bas Seg—b23 07s5)

1
O™ s (—bBa1 des— b3z Fegt+bas 57y).

Wspdiczynniki B;; odpowiadajace elementom macierzy sztywnosci, okreslone ro-
dzajem stanu naprezen we warstwach nognych przed utrata statecznoéci, mecha-
nicznymi wiasno§ciami materiatu i stosowana teoria plastycznodci, zostaly podane
w pracach {13 i 14].

Warstwa wypelniajgca, zgodnie z przyjetymi zalozenmiami, przenosi wylgcznie
sity §cinajace, stad
(2.9) . .. . 5'532 =G3 5’}'32 f 5‘;32:63 5)’91 s

gdzie G jest modulem odksztalcenia postaciowego materialu warstwy wypehia-
jacej. Zaleznosei (2.2) do (2.8) umozliwiaja wyznaczenie sit i momentéw wewngtrz-
nych. Zgodnie z (2.1) i (2.2) mamy

ou 1 v 1. 8U  avV\ 2b, w
5N1~—2b“ 8s *2bs2 ;931noc a0 S(Elw&w?iﬁé_ 35) tgo 5 °
S . at . -2 av. . . 1 ou oV 2bs;, W,
ONo=2bs1 5 F baz Ty mﬁmzb (ssmoc a0 ) tgo s
U 2. ey 1 3U S av :
JT:_zb“mé}-* 32 sing a0 (SSII]OL 39 85 )+ +2byy e stga’
2] du -0 (1 0w OB,
oM, = _WT[ 11—3:9—4_ 127 e 89 O (ssmoc 39 )}
£2 2w 1 2w 1 ow
6 [11_6—5T+b (.s' 2 gin2 o 392 N )
(2.10)
O 1 2w i
. —2b, (.ssmcx. 590 §° tg o 39)]
(c+1)? ot I 2B, 1 day 9B\
oM, =~ 2 H[ T TN 3(ssin'o: 28 * Bs) B

aw

tz[b 82w,+,b ( 1@ w1 1 Bw)
6% ds2 22\s%sin2 o 06> s s
o)

BB

5sin o 3330ms2tgw¥
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(2.10) (c+1)? [ do,, 1 98, ( 1 du,
=— — by by e by [ e
fed.] oH "2 bs, ds 32 ssine &8 B\ssine 80
+3ﬁ’,,)]+t2[b 32w+b ( 1 32w+1 Bw}
os 6 13 a2 N 2sin?w 902 5 s

( 1 P w 1

(')w)]
Nssinew ds80 s*tgo 9011

gdzie
i 1 '
_ ="2—(u++u"), Vm—-~2—('v++V'),
2.11) o '
= + o g™ = L
Oy C+t(u ), B c+t(v o).
Wprowadzajage oznaczema
+1
Smy =N} —oNT )
e et
{2.12) B Sy =(ON T —6N 3 )
ct+t
_ 5m12—~(5T+ —aT~ )—
otrzymamy
. (et1)? dax, 1 8 1 Bay 8B N]
my == \byy =T by TOis\ oo + s
2 o8 ssine @6 ssing a6 ds
{e+1)? [ _Oog, 1 ap, ( 1 de, 85, )]
* __ -~ | o S, - .
@13 om, 2 gy 22 ssine A0 ssina 90 * as 11
" ,(.c"]_"t)z [ ao"'u . 1 aﬂv o ( 1 . 305:4 aﬁv )}
om1s 2 3 9s bsa ssina 80 ssino, 99, ds )

NapreZenia Scinajace. w warstwie wypelniajacej sa nastepujace:

i _c-]-tG'( ' -aw)
Tsz c 3 | Oy 36‘ ]

5 -i—tG(- 1 3w)
s = ¢ 0 B~ ssina 80

@14

3. ROWNANIA ROWNOWAGI I, NIEROZDZIELNOSCI ODKSZ_TALCEl\'I .

- Réwnania réwnbwagi trdjwarstwowej powloki stozkowej majq postaé- - . -

6. 5T 0

1.8 ---
GD S oMt *SIT 7
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Gy 14

d
fed.] s ON2)=0,
= o A Sm’y—— dmt+ —i.(ém" )~
g O T O T O T sy 08 Y 2
(c+1)? ( 3w)__
P T
L + 3 *
5 o, 5 Ea(émz}'}'
| {ctr)? G ( 1 aw)“o
c 3o scosy 901 °
N si 2 3(’5M1 + . 325M1 ] 85M2
ON, sin#+2 cos i o5 SCOs >3 cos o |
L L #oMy 20H PSH Pw .
scosy  80% 5 80" 9508 S as2 Nygcosy

1 Pw  dw 2w 1 aw
+ ""**“—"——“'*‘—'”""'COS?] N20+2 TlO

scosy 86 s 3590 s 90
+ ot (cos 760, +5cosy ac;Q” +_3%%,:) =0,
gdzie
Nio=2to,= (iiﬂ-s)—-l\f.,-*‘= S Sss
2tgy _ & 2tgy

(3.2)

as os
Nzomzmam"a, .Tj.o=0, = attgn Ve,

sg silami blonowego przedkrytycznego stanu naprezed w powloce dla przyjetego
obcigZenia zewnetrznego. Tutaj mamy

NEAS ngr]
Q=f,(f,-D+4, f,=1—(—‘)(1~— )
5 Ly
. LS . .
gdzic uy™= 7y oznacza staly stosunek obcigienia poprzecznego do podiuinego
a .

oraz o; intensywno$¢ naprefen.
Warto tutaj zauwazyé, e dla ay=2tga otrzymujemy f,==1, =3, a wzory
(3.2) przyimuja posta¢ odpowiadajaca obcigzeniu powloki wszechstronnym réwno-
. 5 2
miernym ciénieniem hydrostatycznym. Jesli sy oo, to fy=1 —(—‘—;—) .i mamy przypa-

dek, gdy powloka jest obcigZona wylgeznie poprzeczaym ci$nieniem réwnomiernym.
‘Dla ay—0 zblizamy si¢ do stanu $ciskania powloki sita wzdluzng N.
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Jak wynika ze wzordow (3.2), z przyjetych zalozen i lsztaltu powloki (brak
poczatkowych niedokiadnodci ksztattu), w powloce realizowany jest bezmomen-
towy przedkrytyczny stan napreZen. Nalezy réwniez zafozyé taki rodzaj ‘Zamo-
cowania brzegow ktéry w wyniku narastania obeigzenia uniemozliwia powstawa-
nie sit poprzecznych i moment6éw zginajacych w miejscu podparcia przed uiraty
statecznofei. Dla innego rodzaju podparcia, ktdre wprowadza stan zgieciowy
w okolicy brzegéw, przyjeta dalej metoda rozwigzania oraz uzyskane wyniki bedg
w przyblizeniu poprawne dla powlok o $redniej lub duzej diugosci, ze wzgledu na
lokalny charakter zaburzen brzegowych. Umozliwia to zastosowanie wynikow
nintejszej pracy do szeregu innych praktycznych przypadkéw.

Oprocz réwnant (3.1) naleZy wzigd pod uwage réwnanie nierozdzielnodci
pdksztalceni

62 . az

I ¢
— + =1 ——_— + -
2 a 2 S]Tl ﬁ 3.5' 39 [6?38+6},38] s 39 [5y39+§y59]+
2 2
; ot -1+
(3.3) o +scos 52 [0gy + e, ] SCOS?f e [Ge) +ds; 1+

7 g
+2cos 5y [58;"'}'(563_]—008?]‘5; [Gs) +de; |=0.

Réwnania (3.1); i (3.1), zostang toZsamosciowo spelnione po wprowadzeniu
nastepujacej funkcji sit F:

3

8 F ST 1 *F + 1 oF
ds* ’ . scosy 9508 s*cosp 99

(G4

Na podstawie pierwszych trzech zwigzkéw (2.10) latwo moina wykazaé, e
[de} +de; )==b;; 6N, 4Dy 6N, —b,, 6T,
(3.5) [6ey + ey 1==b3, SN, + b4, SN, + b5, 6T,
By +0y) = “531 SN, "'537 0N, +by, 8T,

gdzie ‘
. by bss“‘bgi beo b = by, bza"blz_bsa

. 11 A ] 2 21 A ' ¥

o biybys —by3 by,

‘bm‘”"‘bai:’ 4 s
(3.63 - blL baa"'bfi B ,_,z___é - blz b13_b11. bZ‘S
22 A > 23 32 y .
w 5 - bfz—bjl bzz
a3 T 4

. A _,
A=byy by bys—bl5 bys~byy b3 +2by;5 bys bas—bis bys.
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4, ROGWNANIA STATECZNOSCI

Wprowadza_]qc (2.13) do réwnan (3.1); 1 (3. 1)4, wyrazema na warlac_]e momen-
tow (2 10) do réwnania (3.1)5 oraz (3.5) do réwnania merozdzwlnoscx {3.3), nzyska— :
my vklad czterech réwnafi roznlczkowych czastkowych wzgledem ugigcia w, funkcji
sit Fi wzglednych przemieszczefi sprowadzonych «, i B, Réwnania te opisuja
quasi- -eulerowskie wyboczenie w zakresie sprezysto-plastycznym, tréfwarstwowej
powloki stozkowej przy zlozonym obciazeniu:

Py 1'7aa,, 11 L
N e i T LR
' 1 1 8B, 1 &8,
g —— .
(b”" 5 b2 )SCOS?] g Tt D) - scoszn osdf
: 2 aw
| — G\ T )70,
&2 B, 1 2B, 1 9 a,
Z e LG B
bss g 22 §2 cos*ny OO (b33+b2')scosrf as a0
i aau aﬁv
+ ';b33+b33,s "é‘g_“é‘ ;533‘1'533,.: o5
' ?.G ( R 3w)_0
c bo scosy 0] '
4.1 '
GO mE #w, Pw Pw aw o Bw
asing ot Gt e et w g tea ot us o
L Pw N Br"w_‘_ w  3(c+i)? [ 3oc,,+
e T AT
FPay, o, - Pay Py, a8,
tos g ten s tas g e ey
) 3218» 33ﬁu asﬁv] N
it e F gy e tyg | =
s Goag O ges M8 o an | T
Pw o F *F #*F  PF - #PFr
2 st bt g Pt g Bt g Bt e B

2*F oEF aF
+ 62 ﬁ6+ 3 2 )B7+4__)38:0'

Zmiennych wspoiczynmkow réwnan by, oy, f; nie podajemy tutaj, poniewaz maja
zlozong strukturg. W -sklad tych wspdtczynnikéw wchodza elementy macierzy
sztywnosci, a takZe ich pierwsze i drugie pochodne wzgledem argumentéw s 1 6.
Wiynika to z niejednorodnego stanu naprgZefl w powloce przed utraty statecznoéci,
a jak wiadomo elementy macierzy sztywnoéci stanu sprezysto-plastycznego zaleza
réwniez od aktualnego stanu napreZefi, co nie ma miejsca w zakresie spreZystym,
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Celem sprowadzenia ukladu réwnafi czastkowych (4.1) do réwnaf rézniczko-
wych zwyczajnych przyjmiemy poszukiwane funkcje w postaci podwéjnych szeregow
nieskofczonych:

o, (5, )= Z Zmu ()cosnf, B, (s, 6) i‘ i’ B, (5) sinnf),
4.2) i ' e
‘ w (s, = 2 Zw(s) cos &, Fs 0)= 2 ZF(S) cos nd,

n=1 m= . n=1m=

gdzie 2n jest parametrem okreflajacym liczbe potfal powstajacych na obwodzie
powloki przy wyboczeniu. W pierwszym przyblizeniu weimy po jednym wyrazie
funkcji (4.2). Po podstawieniu do (4.1) uzyskamy uklad czterech réwnaf rézniczko-
wych zwyczajnych o poszukiwanych funkcjach e, B, w, F:

b33

i 1
by, (S),sx‘l'("s‘ by 'i‘bu,s'"'s_ bzl)au (5),s_(nz s2cos?

2 7] 1 . )
+— Gs) oy (5)+ scos g (b 1z, “bzz)ﬂv (8)+n by +b33) *

i
SCOS;ﬁv() + GBW(S) s_‘O

X

1 1
—n(bsztby)—— scosy oty (3), s— 7 5 COS a’(_s‘ 533*5"533,5) tty (5)+

2
+b35 B (8), st (? bas +b33,s) Bu(8) —

' b 2 2 1
4.3) _(Z_EL_ 2 ) .2
YT +cG3 B (s) nchscosn

5% cos?y

0 P 6t 1 ) 9 ) s 1)),
(s —n ag) W (s), o +1? (0 ctg— 1) w (5)+
(c+ £?

t2
Fotyq oty (8), ot %17 oy (), sss+ 1 (005 — 1% 0:17) B, (s) +
Anos B (8), s+ By (5), 5l =0,
2510 1w (), 55+ B1 F (), sosst Bs F (), s5st+(Br — 1% B2) F (), s+

+{(Bs— 1 fa) F(5),s+0* (0 fs— fs) F(5)=0.
Uklad réwnan (4.3) scalkujemy w sposib przyblizony stosujac metode ortogona-

lizacyjna Galerkina-Bubnowa. Funkcje a, (s), f, (s), w(s) i F{(s) przyjmiemy '
wposiaci

(oo — 72 001 3) 04 (8) ety 0 — 17 ctga) oy (), s+

Rozprawy Inzynierssie — 3
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mn
a, (§)=wy cOS —I—(s—-sl), £, (5)=P8o sm (s $1),
(4.4)
mn
w (s}=wy sin 5 {s—51), F(s) Iy sm (s §1).

Tutaj m jest parametrem okreslajacym ilos¢ potfal wyboczenia wzdhuz tworzace].

Obrane funkcje (4.4) spetniaja kinematyczne warunki brzegowe swobodnego
podparcia powloki: w(s;, §)=0, w (82, )=0. Warunki statyczne speinione sa
czebciowo. Wobec szybko zanikajacego efektu brzegowego, niespetnienie Scisle
wszystkich warunkéw brzegowych nie ma istotnego znaczenia z _technicznego’
punktu widzenia. :

Zgodnie 7z metodg ortogonalizacyjng Zadamy, aby

[Li@ e ds=0, [ L () ,(s)ds=0,

@3) .
[Ls () w () ds=9, [ Ls () F sy ds=0,

gdzie L, (s) oznaczaja odpowiednio lewe strony réwnan (4.3).

Nadmienié nalezy, 7e nie jest mozliwe w pelni scalkowanie analityczne réwnah
(4.3), gdyz nie wszystkie funkcje podcatkowe wystepuja tutaj w jawnej postaci:
W przypadku zlozonych funkcji dokonamy catkowania numerycznego.

W efekcie uzyskamy uklad czterech réwnan algebraicziych, liniowych wzgledem

wspdlezynnikow oy, o, wo 1 Fp:
0.0 Lii+fo Lia+wo Lyi3=0,
oo L2y +Po Loz +Wo Laz =0,
oLyt -+ fo Lag +wo Las+ Fo Lz =0,
wo Lyz+Fo Lys=0.

(4.6)

Uklad powyzszy bedzie jednoznacznie spelniony, gdy znikmie jego wyznacznik

L, L, L0 ‘
. L“ le Lls 0 Ly Lyp Ly Liy Lys Ly
(4-7) Lij= Lu LZZ Lzs I =Ly Ly Ly Lza —Las | Ly Lyy Lys =0.
31 3z 33 34 L31 L32 L33 0 O L43

0 0 Lyy Las

Rozwinigcie f,ij prowadzi do zwigzku, z kidrego mozna bedzie wyznaczyé obcia-
zenie krytyczne '

- 7
Lij=Lsy [Las 4,+m >y G3(Lyy Laz—Lps Ly )+ Ly (Lyy Lyg—~Laa Ly 1)] +

ma\*{l
-}-3T ?Slnr]‘Alr-O,

{4.8)
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gdzie
Ady=Ls Lzz =Ly Lz1 .

W réwnaniu (4.8)

. MR ) i !
L= lThn cos?y 2_-C—G3’
27 mru ., mn 1. 1 2m=n _
€1=f ——Tbnsm T(s—-sl)+ “2‘1521—511);‘51n ] (s—sl)]ds,
b | mi
&= f —, bas cos? (s—s,) ds,
84 » ]
1
Lyz=n cos Ca,

. f2 . 2mm mn 1 ., Mm%
63:_,'[ [F(b”-—bzz)sm i (S—S1)'""-T?bizsln T(S—»ﬁ)“i‘

mw 1 , mn
+—l*;b33 cos T(S—Sl)] ds,
1
Lz =n cos ¢ t
4.9}
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k= f [T;bu sin —T(S—S1)+“;b33(—*—f"+
mn 2mn
+373m2—l—(s-sl)-f--—sm—l—(s—sﬁ ds,
ma _ I I
Lzzz_l" 2 —n? coszr}— 3~ — Ga,

mn
E,= f + by, sin? (s~s51) ds,
81 1
2 Gy
Los=n7; cosy- *?

bl | mi
£ = f ?sinzT(s—-sl)ds, '
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“.9) (c+1)? mz ! 1 .1
[Cd]. L31'—‘ 12 —in zL l +G3 P —na 0082?1 AS N
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mn mn 1 2mn
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- 1 .,
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T bas| 3 sin® — (S_S‘)—vHI_SIH ] (s—s)+
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(4.9) - 2 fmmy2 1 mn mre 1 2mn
IR +

fod.] B,= - —b12 sin? """‘—-(a—sl)——lmj;z—bu sin

mn \2 o : 1 mn 2mn
+— 533{( 7 ) cosz—-—(s .sl)—:;Tsm {(g—s54)+

1 . m=n
+S-—zsmz_f(5'_31) ds

Pl | man
Ba=f 3 b,y sin -~—(s ;) ds.

51

Jak widaé na podstawic wzoréw (4.9) obcigzenie krytyczne w rdwnaniu statecznodci
tkwi w sposSb uwiktany 1 to nie tylko w sktadnikach zawisrajgcych catki numeryczne,
lecz réwniez w elementach macierzy sztywnosci by, i b,;,. Wyznaczymy go jako naj-
mniejszy dodatni pierwiastek réwnania (4.8).

Nadmienié naleZy, Zze poprzez catkowanie przez czeici z calek numerycznych
&, E, 4,1 B, wyeliminowano pochodne ¢lementéw macierzy sztywnosci wzgledem
argumentow, co umozliwia rozszerzenic klasy rozwigzan na powloki spreZyste
i sprezysto-plastyczne.

Zakladamy liniowa charakterystyke; umocnienia mater;a]fu [14], dla ktorej

" (5-1)
@.10) _ okl
eim Ek [}

gdziie oy, &; 0ZNACZAja ddpowiedm'o intensywno$¢ naprezen i odksztaleed, og gra-
nicg sprezystosci materiatu oraz E, modul wzmocnienia liniowego (stycznys. Modutl-
sieczny dla przyjetej charakterysiyki jest okreflony nastepujaco:

[ Ek
s Op>0y;
(4.11) =) O'S]/Q

¥
E, ; 50y, ey =4 “E”l og tigy. .

Warunek (4.11) nalezy przy obllczemach nymeryczaych uwzglednié za pomocy
mstrukeiji logicznych.

Wspélezynniki wyst¢pujgce we wzorach (4.9), odpowiadajace elementom ma-
cierzy sztywnosci (2.8) i (3.6), sa nastepujace:

i 1 N . _ 1 N
bazﬂ='}'\-fDocﬂ: BII?EDZ'Z:- byp=by, == _7"M_D12>
(4.12) ~ i1 N S 5 1
22 t M 33 bss ]

ii:bl."' (32)—b12(s1), by ljf=512 (s2)=bya (51).



466 JERZY ZIELNICA
Elementy D,,, b33 oraz fankcje N i M zaleza od przyjetej teorii plastycznosc

i dla zatozonego typn obcigZenia powloki i charakierystyki materialu sa okredlone

nastepujaco: _ _

a) teoria’ deformacyjna Nadai’a-Hencky ego

5 R
pro\\'TE T B T
1, oS0y
ENU-fy(i—% 1 {1 1-2
D= "("'EZ)—‘_zﬁ— +EEk('E:”‘E )
Yy
) 7
( _Ek) A-fr B 3 1=
| D= E,] @ E by3=\E E
(4.13) 1, | B
2(1—v)° -
f 1 2(1-2) E,
25 [BEF2Q-WV Bl 5=~ (=) (fi—% (l—ﬁf) -
N™P= - | —(1—29)° i?i}
1
1 2
'E(l'_v )s

M™=Dy Dy —D%ﬁ
b) teoria plastycznego plynigcia Prandila-Reussa

1/ E . ‘
22+ ——1 (f.;_'4)23 0;>0h,
Ey

DiF= 2
202, 0,56y
ne (E 1)(1 L)
AP Rl R ol F'Y A W KA A ]
D3P = B
22, '
E - 2
@1y oo |A0H G YOS e B
Dppm=y Lo M R YRR
20, '
i 1| E .
—12(1=v) @4\~ 154 (fI+ -4 (@E-} fil {,
NTPP— E 2\E
20 ,
_E (1"‘? )!

MTPP='D11 Dzz—Diz .
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7 przedstawionych powyzej wzoréw wynika, Ze elementy macierzy sztywnosci
przyjmuja wartoéci dwojakiego rodzaju, zaleznie od rodzaju procesu w powloce.
Dla odksztalcefi sprezystych E,=E,=E i wspélczynniki by, i by; przyjmuja wartosci
jak dla stanu sprezystego. PoniewaZz w chwili utraty statecznosci cze§¢ powloki
moze znajdowaé sig w stanie sprezystym a czg§¢ w plastycznym, przeto jednym
ze sposobow praktycznej realizacii warunkow (3.13) i (3.14) jest sprawdzenie na
kazdym kroku catkowania warunkn o,=0g, po czym nasigpuje wybdr odpowied -
niego wspdltczynnika lub tez, co oszczedza pamigé operacyjna komputera, bezpo-
érednie sprawdzenie, czy E.>FE i podstawienie

E'_ E dla 0<E.<E,
“"\E dla E,zE.

Obciazenie krytyczne (Oppmms Niems) tkwi w réwnanin statecznodci w sposéb uwikiany.
Wyznaczymy je iteracyjnie poszukujac pierwiastkéw fego réwnania, przy czym
nalezy dokonaé minimalizacji wzgledem parametréw m i n.

5. OBLICZENIA NUMERYCZNE I WNIOSKI

Wzorem wyjsciowym. dla wyznaczenia obciazenia krytycznego jest rownanie
(4.8). Nie mozna wyznaczy¢ go w sposob bezpoéredni, poniewaz, jak juZz wspo-
mniano, tkwi w zwigzku tym w spos6b uwiklany; m.in. w funkcjach podcatkowych.
Obliczenia przeprowadzimy, poszukujac miejsc zerowych réwnania (4.8) wedlug
specjalnie opracowanej procedury iteracyjnej. W procedurze tej przewidziano
ustalanic miejsc zerowych metodg interpolacji liniowej, minimalizacjg wedtug
parametréw postaci wyboczenia # i m, catkowanie numeryczne, jak réwniez badanie
dokladnodci zaréwno dla miejsc -zerowych jak i procesu catkowania. Obliczenia
przeprowadzono na komputerze ODRA-1305 pod nadzorem systemu  operacyj-
nego. Jako dane podstawowe przyjgto:

a) stale materialowe

E,=9800 MPa, E=2,09 -10°MPa, G;=25,06MPa, o,;=80MPa,
v=0,29;

b) wymiary ‘ _
5, =08m, [,=05m, #=1,047197, ¢=0,06m, ¢=0,004 do 0,006 m

oraz
o ==3,4025217, i=20.

Jesli ktorykolwwk z Wym1emonych parametréow dia celéw analizy ulegme zmlame
wéwezas zostanie zaznaczone to na odpowiednim wykresie. ‘
Na rys. 2 pokazano wykres krzywych obrazujacych dyskretny rozklad miejsc
zerowych téwnania (4.8) dla réznych stosunkéw grubosci powloki f/c w zakresie
0,67 do 1,5. Minimum kazdej krzywej przy okre§lonej wartofci parametrow r i m
odpowiada obcigzeniu krytycznemu powloki dla danej grupy danych. Obliczenia
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przeprowadzono zardéwno dla teorii deformacyjnej (TD), jak i dla teorii plastycz-
nego plynigeia (TPP). Na wykresie zbiorczym (rys. 3) przédstawiono, jak zmie-
niajg sie obciaZenia krytyczne

10 6F T | B T T 7 T
Op=7828 Mfm®
c=08¢ihn

Rys, 2

Ogr
(5.0) B ="

Oy

jako funkcja grubosci warstw nosnych #, przy stalej gruboéci calkowitej H=c--24.
Powloka byla obcigzona sitg podiuzng i bocznym ciSnieniem réwnomiernym z duzg
przewagy obcigZenia bocznego (ay=os5/N,=100); dlatego minimalne wartoéci
obciazenia krytycznego uzyskano tutaj przy m=1 i » jak zaznaczono. Stwierdzono,
Ze zmiana grubodci powloki nie wplywa na postaé wyboczenia, 2 obciazenia kry-
tyczne wedlug teorii plastyczhego plynigeia sa nieco wyzsze niz dla teorii deforma-
cyjnej. Charakter zmiany obciaZenia krytycznego ze zmiana grubosci dla badanego
zakresu jest liniowy, przy czym ze zwickszeniem grubosci obcigZenie krytyczne
roénie, '

W kolejnosci zbadano jak zmienia si¢ obeigZenie krytyczne powloki 7e zmiang
-kata pochylenia tworzacej przy podstawie #. Przy analizie zachowano tutaj staly
Sredni promiedi powloki oraz pozostale parametry. Na rys. 4 przedstawiono wyniki
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obliczefi dla teorii deformacyjnej. Pokazane krzywe odpowiadaja réznym kombi-
nacjom obciaZenia poprzecznego do podluznego. Krzywa gorna odpowiada ob-
cigzeniu powloki wszechstronnym ci$nieniem réwnomiernym typu parcia hydro-
statycznego. Jak widaé, dla tego typu obcigzenia uzyskuje sie najwyzsze obcigzenia
krytyczne, przy czym ze wurostem kata  obcigZenie to nieliniowo wzrasta. Przy
malych wartofciach stosunku obcigzenia poprzecznego do podiuZnego wy, przy
pewnej warto$ci kata 57, wystgpuje maksimum obciazenia krytycznego &,. Maksimum
to maleje ze zmniejszaniem wspdiczynnika ay i przemieszcza si¢ w kierunku male-
jacych katéw #. Przy wigkszych wartoSciach wy maksimum obciazenia krytycznego
nie wystgpuje. W tym etapie obliczefi numerycznych przeprowadzono poréwnanie
wynikéw uzyskanych na podstawie dwdch podstawowych teorii plastycznosei,
co obrazuje rys. 5. Przy duzych warto§ciach wspétezynnika «y (przewaga obcigzenia

gkr T T I H T T T- T

go2 -

0005

]

Rys. 5

bocznego), réinice pomigdzy TPP 1 TD nie sg wielkie. Przy malych wartosciach
ay (przewaga §ciskajacej sily podhuznej) i matych katach #, rdéznice te réwniez nie
sa wielkie, natomiast rozbieznodci rosng i to w sposéB istotny, przy wigkszych
katach pochylenia tworzacej. Zaznaczy¢é nalezy, Ze zgodno§¢ wynikdw ulega wy-
raZnemu pogorszeniu wowezas, gdy w momencie utraty statecznodci wieksza ¢zgd¢
powloki przeszta w stan plastyczny i intensywno$é naprezeit w powloce przekracza
wyraznie granicg sprezystodci materiatu. Stan ten wiasnie ma miejsce dla omawia-
nych przypadkéw. Wydaje sie, Ze nalezatoby tutaj rozwazyé mozliwosé analizy
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statecznobci wedtug koncepcji ustalonego obciaZenia. Napotyka sie jednak na duze
trudnoéci przy catkowaniu réwnan wyjéciowych ze wzgledu na koniecznosé ustala-
nia granicy stref obcigZenia i odciaZenia i to zardwno w kierunku gruboéci powloki,
jak i w kierunku podiuznym i obwodowym.

Kolejue wykresy rys. 6 i 7 przedstawiaja analize wplywu zmiany dhlgosm two-
rzacej powloki na obcigzenia krytyczne' przy wszystkich pozostatych parametrach
statych. Obliczenia prowadzono poczatkowo dla A=s,/s; W przedziale {1,5; 3,5].

- X T T : T 1
¢l 5P
: . E«1M367 MN/m? |
o2 ;
& 8§\ S7an sprezysty v=0,31
CIN=4
sy=80cm
ao1s -
Stan sprezysto-:
plastyczny
oo - -
0,005 |-
1 1 1 |
15 2 25 3 A=S8y /61

Rys. 6

Okazato sig, 7e w miarg wzrostu dhlugosci obciaZenie krytyczne nieliniowo maleje, -
przy zmieniajacej sig liczbie pdtfal n przy wyboczenin. Wymiary powloki byty
takie, ze poczawszy od A=1,9 powloka przy wyboczeniu nie ulegala uplastycz-
nieniu. Wobec tego zbadano réwniez przedziat [1,25; 17] mniejszych diugosci 4,
a wyniki przedstawiono na rys. 7. Dodatkowo zbadano tutaj wplyw écisliwosci
materiatu na obciazenia krytyczne, Jak widaé, réinice w wartodciach obcigzen
krytycznych przy przyjecin v=0; 0,31; 0,5 wzrastajg ze wzrostem dtugo$ci powio-
ki, tj. gdy utrata statecznosci odbywa si¢ przy malo zaawansowanym procesic
uplastycznienia W powloce. Podobne tezultaty uzyskano przy badaniu  sprezysto-
-plastycznej statecznodci plyt trojwarstwowyeh [11] :

Istotnym elementem analizy numerycznej bylo zbadanie jak ksztaltujq sig ob-
cigZenia krytyczne p0w10k1 przy réznych kombinacjach sity podhuZnej i obcigZenia
poprzecznego. Cel ten osiagnicto przez zrealizowanie obliczen przy zmieniajacym sig
wspoltezynniku oy. Wyniki obliczen dla obydwu teorii plastycznodci przedstawiono
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na rys. 81 9. Na rys. § wykonano wykresy we wspdtrzednych: obciazenie krytyczne
Grormns Nirmns WSpSlezynnik ey, dla ay w przedziale [0,3; 6,0]. Stwierdzono, ze ze
wzrostemn oy krytyczne obciazenie poprzeczne &, poczatkowo szybko rosnie,
osigga maksimum przy pewnej wartoci ay, nastepnie nieznacznie spada. Jedno-

6,“, T T T T T
E=104967 MN/m?
ay=4

03 - 51=80cm

0ez5 -

oz

| i 1 L
3 14 15 16 A=8y /54
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O : ; T I I 1 - 15

e E~10496TMN/m®
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tic=0778
e 0867 __
002 -
_____________________ 0556 _
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\\\\l .
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czednie krytyczna sita podiuina N, nieliniowo maleje. Na wykresic przedstawiono
wyniki dla réznych stosunkéw grubosci warstw nosnych do warstwy wypelniajacej
t/c, przy zachowaniu statej grubosci catkowitej. Na podstawie uzyskanych poprzed-
nio wynikéw sporzadzono wykres (rys. 9) we wspohzednych o, N, okreflajacy

"
B T T T T T T

the=07m

ao25

oz

o015

001

8005

15
Na [MN/ m]

Rys. 9

obszary niestatecznodci powloki. Punkty zawarte wewnatrz obszaru ograniczonego
osiami ukladu i krzywymi odpowiadaja statecznym potozeniom powloki, natomiast
przy kombinacjach ¢ i N odpowiadajacych polozeniu na krzywej lub na zewnatrz
obszaru —powloka znajdzie si¢ w stanie utraty stalecznosci. Przedstawione kezywe
sg wypukle wegledem poczatku ukfadu wspdirzednych. Pordwnanie wynikow
pomigdzy teorig plastycznego plyniecia i teoria deformacyina wykazalo tutaj, Ze
TPP daje wyzsze wartoéci obcigZeh krytycznych, a rozbieznosci sg wigksze przy
malych wartoéciach wspdlczynnika «y (przewaga Sciskajacej sily podiuinej), gdzie
proces uplastycznienia powloki w chwili wyboczenia jest w wigkszym stopniu
rozwinigty. . _

Oprécz wynikow przedstawionych na wykresach, wykonano rowniez obliczenia
przy zmieniajgcych si¢ stalych materialowych warstw nosnych i wypelniajacej:
E, E, i G3. Ogdlnie moina stwierdzi¢, e wzrostowi tych stalych towarzyszy wzrost
obeiazen krytycznych., Powloka jest bardziej «wrazliwa» na zmiang postaci wybo-
czenia przy zmianie wartofci moduh §cinania G, anizeli przy zmianie modulu
sprezystoéei podhuznej E 1 modulu wzmocnienia E, warstw nosnych.
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W trakcie obliczen numerycznych nasuneglo sig kilka istotnych uwag. Stwier-
dzono m.in., ze duzy wplyw na wyniki ma zachowanie odpowiedniej dokladnosci
obliczefi w trakcie procesu iteracyjnego. Nalezy jednak zdaé-sobie sprawg z tego,
ze zadanic wickszej dokladnodci jest zwiazane nigjednokrotnic ze znacznym zwigk-
szeniem czasu obliczefi komputerowych. Stad tez ograniczona ilos¢ badanych
wariantéw. Na zakoficzenie nalezy jeszcze raz. stwierdzié, Ze oprdcz rozwigzania
i przebadania przedstawionego zagadnienia-—-istotnym elementem pracy jest fakt,
7 wyniki moga by¢ wykorzystane do analizy powlok sprezystych, sprezysto-pla-
stycznych, jak i calkowicie plastycznych, przy czym procedura zostata tak opra-
cowana, Ze oprocz przygotowania danych uzytkownik nie musi interesowaé sie,
ktéry z tych stanow w rzeczywistosci zaistnieje.

W pracy opierano sig na klasyczaych teoriach plastycznoéei. Jak wynika z ana-
lizy, wyniki obliczen wedlug teorii deformacyjnej i plyniecia plastycznego nie
beds si¢ wiele réznity przy malych odksztatceniach plastyczaych. Przy wzroscie
tych odksztatcefi nastepuje podwyzszemie wynikéw teorii plynigcia w stosunku
do teorii deformacyjnej, przy czym ta ostatnia na ogét lepiej zgadza sig z wynikami
doéwiadczeA [13]. Zblizenie wynikéw teoretycznych mozna uzyskaé przez odpo-
wiednia modyfikacje teorii plyniecia (por. [8]).

W dalszych badaniach nalezatoby przewidzie¢ analize powloki o niesymetrycznej
budowie tak pod wrgledem ksztaltu, jak i materialu poszczegolnych warstw, oraz
uwzglednienie uplastycznienia warstwy wypelniajacej. Takie zagadnienie wymaga
jednak przyjecia odmiennego modelu.
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PeswmMme

BBITIVUUBAHHUE TPEXCIOWHOW KOHWYECKOW OBOJOYKH 3A HPE,ELE.TIOM
YTIIPYT'OCTH TIPH CIOMKHOW HAI'PV3IKE

PaGora cofeps®T pemcHHe 3a/a4H DOTEPH YCTOMMMBOCTE B YODYLo-TITACTHYECKOH oBiactu
TpexcrolHol xonuTeckol ofonouxd. TIpemonaraeTes, 3T0 B MOMEAT RHHYMHBAHHA HECYUMe CIoH
oCONOMKE YHpYrHE WM IUIRCTHYCCKHE, TOLJR XAX AAPO OCIRETCs YODPYIAM. Y paBHemas
BBEACHE] C YYCTOM Kax MeQOPMAIMOHHOM TEOpHW WIACTHYHOCTH, T4K H TCODHE IUIACTHYECKOTO
TEYCHWS DPHPAU(EHHst, YYMTRIDANACh KECTKOCIL H3rmba HecylHx cioes. OCHOBHAT CHOTEME
YpaBHCHH peilfeHa ¢ DOMOTIBIO METONE OpPTOTORATH3AIAH.

IMonyuesuibie PEINEANA IIO3BANSIOT ONPEAEHTE KPUEHYSCKYIO HAFPYSKY O 0GONOMKE
HAXOMTUCHCA B YHPYroM YHPYIro-ONACTAYECKOM MIH TIACTHYECKOM COCTOSHEM, PeaynsTaThl
PacYeTOB HILTIOCTPHPYIOTCH TpadHKaME.

SUMMARY

BUCKLING OF A SANDWICH CONICAL SHELL BEYOND THE ELASTIC LIMIT UNDER
COMBINED LOAD

In the paper the problem of an elastic-plastic stability loss for the sandwich conical shell is
investigated, It is assumed that in the moment of buckling the load-carrying faces are elastic or
plastic, and the core remains elastic. The equations are obtained on the basis of both the defor-
mation theory and the plastic flow (incremental) theory. The flexural stiffness of the faces is faken
into account. The basic eguations are solved by the orthogonalization method, with using the
Shanley concept of the growing load. The equations obtained enable tho prediction of the critical
load for a shell being in the state of buckling in elastic, elastic-plastic, or in fully plastic state
of stresses. The results of calculations are presented by graphs,

POLITECHNIKA POZNANSKA-
INSTYTUT MECHANIKI TFECHNICZNE] .
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